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双腔机械量子陀螺仪的热噪声抑制策略
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摘要  提出一种机械振子基态冷却策略来抑制受外界热环境激发而产生的热噪声。首先，建立了旋转角速度与输出光

场信号振幅的定量关系；其次，讨论了辐射压力涨落谱对机械振子声子数的影响；最后，结合冷却率和稳态声子数，对系

统参数进行优化，使机械振子冷却至基态，即稳态声子数小于 1。理论分析和仿真结果表明，辐射压力涨落谱的峰值可以

增强冷却过程，谷值可以抑制加热过程。双腔量子陀螺仪模型可使机械振子达到冷却效果，稳态声子数减小至 0. 19，从
而降低系统的热噪声。
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Abstract A ground-state cooling strategy for the mechanical oscillator is proposed to suppress the thermal noise excited 
by the external thermal environment.  For this purpose, the quantitative relationship between the rotation angular velocity 
and the amplitude of the output light field signal is determined.  Then, the influence of the radiation pressure-induced 
fluctuation spectrum on the number of phonons in the mechanical oscillator is discussed.  Finally, the cooling rate and the 
number of steady-state phonons are investigated to optimize the system parameters and thereby cool the mechanical 
oscillator to its ground state, that is, to the extent that the number of steady-state phonons is less than 1.  Theoretical 
analysis and simulation results show that the peak value of the radiation pressure-induced fluctuation spectrum can be 
leveraged to strengthen the cooling process, and its valley value can be utilized to suppress the heating process.  The 
proposed dual-cavity quantum gyroscope model can cool the mechanical oscillator by reducing the number of steady-state 
phonons to 0. 19 and ultimately reduce the thermal noise in the system.
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1　引          言
陀螺仪（gyroscope）是惯性导航系统的核心器件，

可以测量载体相对惯性空间的旋转角速度，从而感测
和维持载体的方向［1］。随着科技不断进步，采用新原
理、新技术发展新型陀螺仪是陀螺技术研究的一个重
要方向［2］。目前，基于 Sagnac 效应的光纤陀螺仪和激

光陀螺仪精度较高，但性能受光纤长度、闭环面积、激

光线宽等因素的限制［3-4］；基于哥氏效应的微机电陀螺
仪体积小，但精度不高［2］；基于量子力学原理的量子陀
螺仪是一种新型角速度测量装置，相比其他类型的陀
螺仪具有更高的灵敏度［5］。一方面，由于量子领域的
物质波干涉对旋转检测有较高的灵敏度，超流体 4He
物质波和冷原子物质波分别被应用于超流体陀螺仪和
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冷原子陀螺仪中［6-7］；另一方面，结合光机械系统［8］的量
子陀螺仪相比其他类型陀螺仪具有更高的灵敏度且不
依赖于光路尺寸，更容易在微型结构中实现［9］。

光机械系统是基于辐射压力［10］的原理，通过辐射
压力将光腔和机械振子进行耦合，是目前量子光学领
域的一个研究热点。光机械腔对作用于它的外力十分
敏感，在探测微小质量、引力波、位移、弱力等方面展现
出巨大的优势［11-15］。基于光机械腔在检测方面的有效
性，有学者提出光机械系统可应用于旋转检测中。
Davuluri［16］提出光机械腔由于可检测机械振子自由度
的微小变化，可以设计成为非常灵敏的旋转探测器。
Bhattacharya［17］从理论上探讨了旋转纳米粒子与带有
轨道角动量腔模的光机械耦合方案，证明了通过零差
检测可以检测纳米粒子的旋转频率。最近，Davuluri
和 Li［18］提出使用光机械系统的单向陀螺仪，将陀螺内
的激光场限制在一个方向来避免环形激光陀螺锁模
问题。

机械振子容易受到外界热环境激发，从而产生热
噪声，而热噪声是光机械旋转检测模型的重要噪声来
源，同时光机械系统量子特性的展现也必须抑制不可
控的热涨落［19］，因此有必要改善旋转检测模型来抑制
热噪声。目前，对机械模式冷却所能达到的最好效果
就是使机械振子处于或者接近于基态，一般是指机械
振子的稳态声子数小于 1［20］。双腔机械量子陀螺仪模
型与 Davuluri 等［16］提出的旋转检测模型相似，但双腔
机械量子陀螺仪模型实现了对机械振子的基态冷却，
降低了模型的热噪声。

本文提出一种用于抑制量子陀螺仪热噪声的机械
振子基态冷却策略。常见的机械振子自冷却方案是在
可分辨边带的条件下实现，即光腔的衰减率远小于机
械振子的频率［21］。双腔机械量子陀螺仪模型引入辅助
光腔，并将其与拥有一个可移动腔镜的法布里 -珀罗
腔［11］直接耦合，腔内光场产生的辐射压力使机械模式
发生微小的振动，从而改变光腔的长度。腔长的变化
使腔内光子数改变，从而影响作用在机械模式上的辐
射压力，使双腔机械系统在不可分辨的边界条件下也
能实现基态冷却。

2　系统哈密顿量和郎之万方程

图 1 所示为所设计的双腔机械量子陀螺仪模型，

整个系统被放置在一个旋转角速度为 θ̇的工作台上，
使旋转轴穿过分束镜（BS）的中心，且光腔沿着工作台
的半径被放置在一个可移动的平台上。一束光场强度
为 a0 的激光从激光器出射，经过 50∶50 分束镜被分为

两束，光场强度分别为 c in = ia0 2（i 为虚数单位）和

a1 = a0 2 ，其中光场强度为 c in 的激光输入双光腔系

统，光场强度为 a1 的激光射向反射镜（FM）。双光腔
系统和反射镜输出的光场强度为 cout 和 a2 的激光再次
经过 50∶50 分束镜，重新组合产生两束新的光 d 1 =
( cout + ia2 ) 2 和 d 2 = ( a2 + icout ) 2 ，并分别被探测

器 D1 和 D2 测量。

所提模型使用由两个光腔和机械振子组成的双腔

机械系统，机械振子是指一端悬挂在弹簧上的可移动

腔镜 B，当受到光腔 C1内光场的辐射压力或科氏力作

用时腔镜 B 会发生微小的振动，其位移发生变化。机

械振子和光腔 C1通过辐射压力进行耦合，而辅助光腔  
C2与光腔 C1通过交换光子耦合（类似于倏逝场耦合），

光腔 C2与 C1间的耦合强度为 J，c in 和 cout 分别为双腔机

械系统的驱动和输出光场强度。双腔机械系统直接测

量的对象是旋转坐标系下由科氏力引起的机械振子位

移，当陀螺仪模型以角速度 θ̇旋转时，科氏力沿 x轴作

用于机械振子（可移动的腔镜 B）。由于机械振子振

动，系统输出端会得到与平台旋转角速度成正比的输

出信号。

所提双腔光机械系统的哈密顿量可以表示为
H= ℏΔ 1 c†

1 c1 + ℏΔ 2 c†
2 c2 + ℏωmb†b+ iℏε ( c†

1 - c1 )-
ℏg0 c†

1 c1 ( b+ b† )+ ℏJ ( c†
1 c2 + c†

2 c1 )， （1）
式中：ℏ 为约化普朗克常数；ci（i=1，2）和 ωi分别为光

腔 C i 的泯灭算符和频率；Δ 1 = ω 1 - ω c、Δ 2 = ω 2 - ω c

分别为光腔 C1 和 C2 对驱动激光场的频率失谐量；ω c

为激光的频率；b和 ωm 分别为机械振子的泯灭算符和

固有频率；ε= 2k1 c̄ in 为驱动项系数，其中 k1 为光腔

C1 的 衰 减 率 ，c̄ in 为 驱 动 激 光 场 的 振 幅 ；g0 =
g ℏ 2mωm 为光力耦合系数，其中 m为机械振子的质

量，g= ω 1 L 1
为光力耦合常数，Li为光腔 C i的初始长

度；J为光腔耦合常数。式（1）等号右边的前两项描述

的是左、右光腔内的光场，第三项表示机械振子的能

量，第四项描述激光场驱动光腔系统的能量，第五项为

机械振子与光腔 C1 的耦合项，第六项为光腔耦合项，

且该光腔耦合项主要依靠左、右光腔间交换光子产生

相互作用。例如：c†
1 c2 可以理解为在光腔 C1 产生一个

算符，而光腔 C2 泯灭一个算符，即光子由光腔 C2 传递

给光腔 C1。

量子光力学系统通常都是开放系统，它们会与具
有多个自由度的外部环境热库发生相互作用，热库对

图 1　双光腔机械量子陀螺仪示意图

Fig.  1　 Schematic of a dual-cavity optomechanical quantum 
gyroscope
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系统的作用是通过加入明显的随机项来修正系统的运

动方程［22-23］。在光机械系统中，热库对光机械系统的

影响通常体现在郎之万方程的噪声项和耗散项中［8，22］。

当光机械系统以角速度 θ̇旋转时，运动方程中要考虑

科氏效应，科氏力［9］沿 x轴作用于机械振子。光机械

系统在可移动平台上受到 y方向的正弦驱动，机械振

子沿 y轴的瞬时速度为 ẏ，则该描述系统动力学的量子

郎之万方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ċ1 = -iΔ 1 c1 - iJc2 + ε+ ig0 ( b+ b† ) c1 - k1 c1 + 2k1 E 1

ċ2 = -iΔ 2 c2 - iJc2 - k2 c2 + 2k2 E 2

ḃ= -iωmb+ ig0 c†
1 c1 - γb+ 2γ M+ 2i

2ℏmωm

mẏθ̇

， （2）

式中：E 1、E 2、M分别为左、右光腔和机械振子的噪声算符；k1、k2、γ分别为左、右光腔和机械振子的衰减率。式（2）
第 3 个公式等号右边的最后一项代表经典的科氏力。噪声算符的相关函数［8，24］可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

E †
i ( t )Ei ( t ′ ) = 0， Ei ( t )E †

j ( t ′ ) = δ ijδ ( t- t ′ )

M † ( t )M ( t ′ ) = n̄ th δ ( t- t ′ )， M ( t )M † ( t ′ ) = ( n̄ th + 1 ) δ ( t- t ′ )
， （3）

式中：t、t ′代表不同时刻；δ 为狄拉克函数；n̄ th = 1 { }exp [ ]ℏωm ( )kBT - 1 为热平均声子数，其中 kB 为玻尔兹曼常

数，T为外界环境温度。系统经过长时间演化后趋于稳态，经过式（2）取平均值得到平均值演化方程，将科氏力以

及噪声算符当作一阶涨落项处理。由平均值演化方程得到系统的稳态平均值为

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

c̄1 = ε
iΔ ′1 + k1

= 2k1 c̄ in

iΔ ′1 + k1

b̄= ig0 c̄1
2

iωm + γ
c̄2 = 0

， （4）

式中：Δ ′1 = Δ 1 - g0 ( b̄† + -
b )。将涨落算符写为算符和稳态平均值之差的形式：δc1 = c1 - c̄1，δc2 = c2 - c̄2，δb=

b- b̄，代入式（2）进行线性化近似处理，同时忽略高阶涨落项，得到涨落算符的方程，即

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

δċ1 = -iΔ ′1 δc1 - iJδc2 - k1 δc1 + ig0 c̄1 ( δb+ δb† )+ 2k1 E 1

δċ2 = -iΔ 2 δc2 - iJδc2 - k2 δc2 + 2k2 E 2

δḃ= -iωm δb- γδb+ 2γ M+ ig0 ( δc1 c̄†
1 + c̄1 δc†

1 )+ 2i
2ℏmωm

mẏθ̇

。 （5）

根据式（5），可以得到双腔机械系统的有效线性哈密顿方程：

H ′= ℏΔ ′1 δc†
1 δc1 + ℏΔ ′2 δc†

2 δc2 + ℏωm δb† δb- ℏg0 ( δc†
1 + δc1 ) ( δb+ δb† )+ ℏJ ( δc†

1 δc2 + δc†
2 δc1 )。 （6）

选择采用傅里叶变换的方法求解式（5）（推导过程见附录），根据输入和输出关系［23，25］ cout = 2k1 c1 - c in，且

调整激光频率使有效失谐 Δ ′1 = 0（此时光腔 C1 的零阶平均值 c̄1 = 2 k1 c̄ in），可以得到双腔机械系统输出场的频

域解：

c̄out = 2k1 c̄1 - c̄ in = c̄ in， （7）
ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

δcout (ω )= ( 2b11 k1 - 1 )E 1 (ω )+ 2b12 k1E †
1 (-ω )+ 2b13 k1 k2 E 2 (ω )+

2b14 k1 k2 E †
2 (-ω )+ 2b15 k1γ M (ω )+ 2b16 k1γ M † (-ω )+ k1

ℏmωm

g0 c̄1

φ 1
F ( )2mẏθ̇ ( )1

φ 6
- 1
φ 5

δc†
out (-ω )= 2b21 k1E 1 (ω )+( 2b22 - 1 ) k1E †

1 (-ω )+ 2b23 k1 k2 E 2 (ω )+

2b24 k1 k2 E †
2 (-ω )+ 2b25 k1γ M (ω )+ 2b26 k1γ M † (-ω )+ k1

ℏmωm

g0 c̄†
1

φ 2
F ( )2mẏθ̇ ( )1

φ 5
- 1
φ 6

， （8）

式 中 ： φ 1 = iΔ ′1 + k1 + iω， φ 2 = -iΔ ′1 + k1 + iω；
F ( 2mẏθ̇ ) 为傅里叶变换后的科氏力；φ 5 = iωm + γ+
iω，φ 6 = -iωm + γ+ iω；bij为矩阵 B（详见附录）第 i行
第 j列的元素；c̄out 和 δcout (ω )分别为系统的输出算符零

阶平均值和频域涨落算符。利用零差测量的方法来测

量双腔机械系统的输出。给系统输出的光场加上一个

90°的相位，参考光场为 a2，则探测器 D1 和 D2 测量到的

光场强度差值为
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I= I1 - I2 = a†
2 cout + c†

outa2， （9）
式中：I1 = d+

1 d 1、I2 = d+
2 d2 分别为探测器 D1 和 D2 测量

到的光场强度。将式（9）中算符进行线性化：δa2 =
a2 - ā2，δcout = cout - c̄out，则式（9）可变为
I= ā†

2 c̄out + c̄†
out ā2 + δa†

2 c̄out + ā†
2 δcout + δa†

2 δcout +
δc†

out ā2 + c̄†
out δa2 + δc†

out δa2。 （10）

将参考光场 ā2 = - ā0 2 和双腔机械系统输出

c̄out = c̄ in = iā0 2（ā0 为激光场的强度）代入式（10），发

现前两项 a†
2 cout + c†

outa2 = 0，因此忽略高阶涨落项，结

合 式（10）和 傅 里 叶 变 换 后 的 科 氏 力 F ( 2mẏθ̇ )=
2πmẏθ̇ [ δ (ω- ωm )+ δ (ω+ ωm )]，此时测量到信号在

频域中可以近似表示为

Ī (ω )≈ δa†
2 (-ω ) c̄out + ā†

2 δcout (ω )+ δc†
out (-ω ) ā2 + c̄†

out δa2 (ω ) =
k1

2ℏmωm

2πmẏθ̇g0 ā0

φ 1 ( 1
φ 6

- 1
φ 5 ) ( c̄1 - c̄†

1 ) [ δ (ω- ωm )+ δ (ω+ ωm ) ]=

2
ℏmωm

2iπmẏθ̇g0 || ā0
2

φ 1 ( )1
φ 6

- 1
φ 5

[ δ (ω- ωm )+ δ (ω+ ωm ) ]。 （11）

通过对式（11）作傅里叶逆变换 f ( t )= F-1 [ F (ω ) ]= 1 ( )2π ∫
-∞

∞

F (ω ) exp ( iωt ) dω，可以得到信号在时域里

的解：

Ī ( t )= - 2
γ2mℏωm

imẏθ̇g0| ā0 |
2é

ë

ê
êê
ê exp ( )iωm t

( k1 + iωm ) ( γ+ 2iωm )
- exp ( )-iωm t

( k1 - iωm ) (-γ+ 2iωm )
ù

û

ú
úú
ú=

2
γ2mℏωm

4mẏθ̇g0| ā0 |
2 [ ( 2ωm

2 - k1γ ) sin ( )ωm t +( 2ωm k1 + ωmγ ) cos ( )ωm t ]
( k1

2 + ωm
2 ) ( 4ωm

2 + γ2 )
=

4ẏθ̇g || ā0
2

ωmγ ( k1
2 + ωm

2 ) ( 4ωm
2 + γ2 )

cos (ωm t+ ϕ )， （12）

式中：相位 ϕ满足 tan ϕ= ( 2ωm
2 - k1γ ) ( 2ωm k1 + ωmγ )。从式（12）可以发现，信号 Ī ( t ) 和时间成正弦函数的关

系，且该信号的振幅与平台旋转角速度 θ̇成正比。因此，在所设计模型中可利用系统输出信号的振幅 I0 =

( )4ẏθ̇g || ā0
2 é

ë
ù
ûωmγ ( k1

2 + ωm
2 ) ( 4ωm

2 + γ2 ) 进一步推出系统旋转的角速度。

双腔机械量子陀螺仪模型的噪声为光场强度差减去平均值部分，即 δI (ω )= I (ω )- Ī (ω )，因此 I (ω )的方差

可表示为

σ 2 = δI (ω ) δI† (ω ′ ) =
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úπ || ā0

2 ( 2k1φ 1φ 5φ 6 - 1 )2

||Φ 1
2 - 4π || ā0

2
J 2 k1 k2

φ 2
1φ 2

3
+ 16π || ā0

4
g 2

0 γφ 2
1

||Φ 1
2 (φ 2

5n2 + φ 2
6n2 + 2n+ 1 ) δ (ω- ω ′ )， （13）

式中：φ 3 = iΔ 2 + iJ+ k2 + iω，Φ 1 = φ 1φ 2φ 5φ 6 + g 2
0 | c̄1 |

2 (φ 1 - φ 2 ) (φ 5 - φ 6 )。量子噪声功率谱 S (ω )为
S (ω )= S1 + S2 + S3 =

π || ā0
2 ( 2k1φ 1φ 5φ 6 - 1 )2

||Φ 1
2 - 4π || ā0

2
J 2 k1 k2

φ 2
1φ 2

3
+ 16π || ā0

4
g 2

0 γφ 2
1

||Φ 1
2 (φ 2

5n2 + φ 2
6n2 + 2n+ 1 )。 （14）

式（14）等号右边第一项 S1 表示光腔 C1 的散粒噪声和

对机械振子的反作用噪声；第二项 S2 是来自辅助光腔

C2 的噪声；第三项 S3 表示机械模式的热噪声，该噪声

和机械振子的声子数 n有关。结合式（12）和式（14）可

以写出双腔机械量子陀螺仪模型的信噪比为

RSN = 10lg
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê || I0

2

S (ωm )
ù

û

ú
úú
ú=

16ẏ 2 θ̇ 2 g 2 || ā0
4

ω 2
mγ2 ( k1

2 + ωm
2 ) ( 4ωm

2 + γ2 ) ( S1 + S2 + S3 )
。

（15）

双腔机械量子陀螺仪模型的灵敏度和信噪比有

关，陀螺仪的信噪比越高，灵敏度越高［26］。结合式（15）
和图 2 可知，模型的噪声主要来源于机械模式的热噪

声项 S3，而引入辅助光腔带来的噪声项 S2 很小，通过

降低机械模式热噪声 S3 可以提高信噪比。如果采取

一种机械振子基态冷却策略来抑制量子陀螺仪热噪

声，利用双腔机械系统将机械振子冷却到声子数小于

1，可以有效提高信噪比。

3　机械振子速率方程和光压涨落谱

本节利用文献［8，23，27］的方法，根据双腔机械有
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效哈密顿量公式得出机械振子的速率方程，并由速率

方程得到机械振子的稳态声子数。通过有效哈密顿量

中光腔和机械振子相互作用项得到光腔对振子的辐射

压力：F= c1 + c†
1（为了简化，下文中将有效哈密顿量

中所有的 δ 省略）。当 g≪ ωm 时，可以忽略机械振子对

光腔的反作用［23］，即仅考虑有效哈密顿量中的光腔模

式 部 分 H ′′ = ℏΔ ′1 c†
1 c1 + ℏΔ 2 c†

2 c2 + ℏJ ( c†
1 c2 + c†

2 c1 )，
结合附录中式（A3）可以求得机械振子受到腔内光场

辐射压力时的涨落谱［8］，即光压涨落谱：

SFF (ω )=∫
-∞

∞

exp ( iωt ) F ( t ) F ( 0 ) dt= 1
4π2 ×

∫
-∞

∞

exp ( iωt ) é
ë
êêêê∬F (ω ′ ) F (ω ′′ ) exp (- iω ′t ) dω ′dω ′′ù

û
úú dt=

2k1X 2 (ω ) X †
2 (ω )+ 2k2 J 2

[ ]X 1 (ω ) X 2 (ω )+ J 2 [ ]X †
1 (ω ) X †

2 (ω )+ J 2
，

（16）
ì
í
î

X 1 (ω )= iω- iΔ ′1 - k1

X 2 (ω )= iω- iΔ 2 - k2
。 （17）

在系统演化过程中，辐射压力 F会引起机械振子

声子态在能级间跃迁。根据费米黄金定则［8］，机械振

子的声子在不同声子态间跃迁的速率和腔内光场对声

子的有效涨落力有关。声子态 n 到 n- 1 和 n+ 1
的跃迁速率分别为

ì
í
î

Γn→ n- 1 = g 2
0 nSFF (ωm )

Γn→ n+ 1 = g 2
0 ( n+ 1 ) SFF (-ωm )

， （18）

式中：SFF (ωm ) 和 SFF (-ωm ) 分别为涨落谱正频率侧

ω= ωm 和负频率侧 ω= -ωm 的值，由于 F不是经典的

噪声源，而是一个作用于环境自由度的算符［8］，因此

SFF (ωm )≠ SFF (-ωm )。实际上机械振子的声子态只在

相邻能级间跃迁［21］，能级跃迁概率如图 3 所示。

速率方程通常是描述开放系统的动力学方程，因

此本文除了考虑腔内光场对机械振子的作用力，还需

要将外部热库环境考虑进来。结合图 3，机械振子速

率方程的完整形式为

Ṗ n = Γn- 1 → n Pn- 1 + Γn+ 1 → n Pn+ 1 - Γn→ n- 1Pn -
Γn→ n + 1Pn + γn̄ thnPn- 1 + γ ( n̄ th + 1 )( n+ 1 ) Pn+ 1 -

γ ( n̄ th + 1 ) nPn - γn̄ th ( n+ 1 ) Pn， （19）
式中：Pn 为机械振子处于声子数本征态 n 的概率；

Γn ′→ n 表示 n ′ 态到 n 态的跃迁速率；γ为机械振子的

衰减率。式（19）描述了机械振子处于声子态 n 概率

的增量，等号右边前 4 项和后 4 项分别为辐射压力和热

库影响下的速率方程。（19）式可以化简改写为

Ṗ n = γ fn fnPn- 1 + γ f ( n f + 1 )( n+ 1 ) Pn+ 1 -
γ f ( n f + 1 ) nPn - γ fn f ( n+ 1 ) Pn， （20）

式中：n f 为机械振子稳态声子数；γ f 为声子数平均值趋

于稳态值的速率。

n f = γn̄ th + γ cn c

γ+ γ c
， （21）

γ f = γ+ γ c， （22）
式中：n c 为冷却极限；γ c 为冷却率。

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

n c = SFF (-ωm )
SFF (ωm )- SFF (-ωm )

γ c = g 2
0 [ SFF (ωm )- SFF (-ωm ) ]

。 （23）

从式（22）可以看出，机械振子的一部分冷却过程

是由于自身的衰减，另一部分是通过耦合向光腔传递

能量，使声子数减少。因此，所设计的冷却方案主要是

利用 γ c 达到基态冷却。在基态冷却理论中，通常需要

满足 γ c ≫ γ。此时，机械振子的稳态声子数可以表

示为

n f = γn̄ th + γ cn c

γ+ γ c
≈ γn̄ th

γ c
+ n c。 （24）

当机械振子的衰减率 γ→ 0 时，稳态声子数趋于

一个非零的冷却极限 n c。为了让机械振子达到基态冷

却（n f < 1），需要让冷却率 γ c 尽可能大，冷却极限 n c 尽

可 能 小 。 从 式（23）可 知 ，涨 落 谱 的 正 频 率 侧 值

SFF (ωm ) 越大，同时负频率侧值 SFF (-ωm ) 越小，机械

图 2　各项噪声占比随激光光场强度 ā0 的变化（光腔的有效失

谐：Δ ′1 = 0，Δ 2 = -ωm；光腔衰减率：k1 = 5ωm，k2 = 0. 3ωm；

声子数：n= 312；机械振子衰减率：γ= 8 × 10-4ωm；光腔

耦合强度：J= 2ωm）

Fig.  2　Variation of noise proportion with laser field intensity ā0

(effective detuning of optical cavity:Δ ′1 = 0,Δ 2 = -ωm; 
cavity decay rate: k1 = 5ωm, k2 = 0. 3ωm; phonon 
number: n= 312; mechanical oscillator decay rate: γ=
8 × 10-4ωm; optical cavity coupling intensity: J= 2ωm)

图 3　机械振子声子态跃迁示意图

Fig.  3　 Schematic of phonon state transition of mechanical 
resonator
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振子的稳态声子数越小。结合式（18）发现：正频率侧

值与声子态向下跃迁有关，决定着冷却过程；负频率侧

值与声子态向上跃迁有关，决定着加热过程。因此，需

要 利 用 辐 射 压 力 涨 落 谱 ，加 强 它 的 正 频 率 侧 值

SFF (ωm )，抑制负频率侧值 SFF (-ωm )，使机械振子达到

基态冷却，从而降低系统的热噪声。

4　基态冷却

4. 1　光压涨落谱与参数

从第 3 节对式（18）～（24）的分析中发现，机械振

子的冷却需要利用辐射压力涨落谱实现。本节分析并

研究了系统参数对辐射压力涨落谱的影响。

从图 4 可以看出，随着光腔耦合强度 J的增加，辐

射压力涨落谱出现明显的劈裂。当 J= 0 时，双腔模型

退化为标准的光机械系统形式，即不存在辅助腔。此

时涨落谱是一个单峰的洛伦兹谱，SFF (ω )由 k1 和 Δ ′1 决
定，且峰值出现在 ω= Δ ′1 处。

当 J= ωm、2ωm、3ωm、4ωm 时，涨落谱由一个单独的

洛伦兹峰劈裂成两个较窄的峰和一个较低的谷，谷值

出现在 ω= Δ 2 = -ωm 处。通过图 5 可以验证图 4 中

谷 值 出 现 在 Δ 2 处 现 象 ，从 图 5 可 以 看 到 ，涨 落 谱

SFF (ω )的谷值随辅助光腔失谐量 Δ 2 的改变而不断变

化，但谷值始终出现在 ω= Δ 2 处。因此，为了尽可能

抑制加热过程，将负频率侧的涨落谱 SFF (-ωm )对应的

频率放在谷底，即 ω= Δ 2 = -ωm。涨落谱中双峰来自

光学模的简正模劈裂［28-29］，将光学模式的哈密顿量进

行对角化处理，可以求得双峰出现的位置。

利用 Bogoliubov 变换［30］对角化哈密顿量H ′′，可得
H ′= ℏΔ ′1 c†

1 c1 + ℏΔ 2 c†
2 c2 + ℏJ ( c†

1 c2 + c†
2 c1 )=

ℏΔ- p† p+ ℏΔ+q† q， （25）
式中：p= uc2 - vc1 和 q= vc2 - uc1 为本文重新定义的

玻色算符；Δ+、Δ-为算符的本征频率。

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï
u= ( )Δ 0 + Δ 0

2 + 4J 2

2 Δ 0
2 + 4J 2

1
2

v= 1 - u2

， （26）

式中：Δ 0 = Δ ′1 - Δ 2。

哈密顿量对角化后的频率 Δ-和 Δ+ 分别对应辐射

压力涨落谱左、右峰的位置：

Δ+ = Δ ′1 + Δ 2

2 + 1
2 Δ 0

2 + 4J 2 ， （27）

Δ- = Δ ′1 + Δ 2

2 - 1
2 Δ 0

2 + 4J 2 ， （28）

取谷值 ω= Δ 2 = -ωm 处，且让正频率侧 SFF (ωm )对应

的频率与右峰频率始终保持一致，即取 Δ+ = ωm，从而

利用谷值抑制加热过程、峰值增强冷却过程，以达到最

优冷却的目的。此时从（27）式得到的最优耦合强度为

J= 2ωm (ωm - Δ ′1 )。 （29）
图 6 所示为考虑最优耦合条件式（29）后的辐射压

力涨落谱 SFF (ω )。结合式（27）和图 6 可以发现：当

Δ ′1 > ωm 时，右峰所在的频率值 Δ+ > ωm，涨落谱的正

频率侧值 SFF (ωm )并不是正频率部分的最大值点；当

Δ ′1 > ωm 时，虽然也可以加强冷却过程，但为了获得更

好的冷却效果，仅考虑 Δ ′1 < ωm的情况；当 Δ ′1 = ωm时，

所得到的最优耦合条件为 J= 0，这与图 4 中实线的结

果相符。需要注意的是，这并不代表当 Δ ′1 = ωm 时 J=
0 的原始模型最优，需要区别的是原始模型考虑的条

件是 Δ ′1 = 0，本文推出最优条件的前提是 Δ ′1 = ωm，即

单 峰 涨 落 谱 的 峰 值 出 现 在 ω= ωm 处（如 图 4 实 线

所示）。

从 上 节 分 析 可 知 ，如 果 涨 落 谱 的 正 频 率 侧 值

SFF (ωm ) 越大，同时负频率侧值 SFF (-ωm ) 越小，则冷

却效果将会更好。这就意味着涨落谱的正负频率侧差

值 SFF (ωm )- SFF (-ωm )越大，机械振子越容易冷却达

图 4　不同光腔耦合强度 J下的辐射压力涨落谱 SFF (ω )（光腔

的有效失谐：Δ ′1 = ωm，Δ 2 = -ωm；光腔衰减率：k1 = 3ωm，k2 =
0. 3ωm）

Fig.  4　Radiation pressure fluctuation spectra SFF (ω ) under 
different optical cavity coupling intensities J (effective 
detuning of optical cavity: Δ ′1 = ωm, Δ 2 = -ωm; cavity 

decay rate: k1 = 3ωm, k2 = 0. 3ωm)

图 5　不同辅助光腔失谐量 Δ 2 下的辐射压力涨落谱 SFF (ω )（光

腔 的 有 效 失 谐 ：Δ ′1 = ωm；光 腔 衰 减 率 ：k1 = 3ωm，k2 =
0. 3ωm；光腔耦合强度：J= 2ωm）

Fig.  5　Radiation pressure fluctuation spectra SFF (ω ) under 
different auxiliary cavity detuning Δ 2 (effective detuning 
of optical cavity: Δ ′1 = ωm; cavity decay rate: k1 = 3ωm,
k2 = 0. 3ωm; optical cavity coupling intensity: J= 2ωm)
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到基态。如图 7 所示，当 Δ 2 = -ωm、光腔耦合强度 J=
2ωm (ωm - Δ ′1 ) 时，涨落谱正频率侧值取得峰值，负

频率侧值取得谷值。辅助光腔的衰减率会影响涨落谱

的深度，随着衰减率 k2 的减小，正、负频率侧差值增大。

需要注意的是，其他因素（如图 4 所示的光腔耦合强

度）也会影响涨落谱的深度。光腔品质的高低影响着

光腔的衰减率，光腔品质因子越高，衰减率越小。而选

取高品质的辅助光腔，就可以弥补第一个光腔品质因

子低的缺陷。

4. 2　机械振子的基态冷却

本节在参数光腔有效失谐 Δ ′1 = 0 和衰减率一定的

条件下，寻找针对于本模型的最佳参数，使得冷却率尽

可能大，且冷却极限 n c 和机械振子的稳态声子数 n f 尽

可能小。正负频率侧差值 SFF (ωm )- SFF (-ωm )越大，

冷却效果越好，而差值的主要影响因素还有光腔耦合

强度 J以及辅助光腔的频率失谐 Δ 2。为了验证所提方

案的基态冷却效果，取一套验证可行的参数［31］：机械振

子频率 ωm = 2π × 20 MHz，热库温度 T= 300 mK，热

平 均 声 子 数 n̄ th = 312，机 械 振 子 品 质 因 子 Q=
ωm γ= 8 × 104，光腔衰减率 k1 = 3ωm（k1 > ωm，即光腔

C1 不满足边带可分辨条件）。

方案一：为了让正频率侧的涨落谱值 SFF (ωm ) 取
得最大值，辅助光腔有效失谐和光腔耦合强度应满足

J= ωm (ωm - Δ 2 )。如图 8 所示，在衰减率不同的情

况下，冷却效果均在同一耦合强度 J= 2 ωm 处取得

最优。冷却率的最大值为 γ c = 3. 18ωm，满足 γ c ≫ γ。
随着衰减率 k2 的减小，冷却率变大，冷却极限减小，这

个规律和图 7 所示的辐射压力涨落谱结论相符。

在图 8（a）中，当耦合强度小于ωm 时，冷却率出现负

值。由于 J< ωm，受 Δ 2 > 0 的影响，谷值出现在涨落谱

的正频率侧（如图 5 实线），这时可能会出现涨落谱值

SFF (-ωm )> SFF (ωm )，反而造成了对系统的加热。从

图 8（b）可以看到：耦合强度在 1. 28ωm < J< 1. 84ωm

时，稳态声子数小于 1；当 J> 2 ωm 时，随着耦合强度

的增大，冷却率减小，开始出现偏离冷却极限的现象。

方案二：为了让负频率侧的涨落谱值 SFF (-ωm )取
得最小值，辅助光腔有效失谐应满足 Δ 2 = -ωm。从

图 9（a）可以看到，在耦合强度 J= 2 ωm 处，两种方案

的冷却率都达到最大值，且冷却极限和稳态声子数接

近于 0。该点同时满足方案一和方案二的要求，最佳

参数点涨落谱的右峰值处于 ω= ωm 处，谷值处于 ω=
-ωm 处，即 SFF (ωm )最大，SFF (-ωm )最小。因此，在辅

助光腔有效失谐 Δ 2 = -ωm 且耦合强度 J= 2 ωm 的

最佳参数点，冷却率 γ c = 3. 18ωm，稳态声子数 n f =
0. 19 < 1，模型的冷却效果最好，机械振子达到了基态

冷却。

图 6　不同光腔失谐量 Δ ′1 下的辐射压力涨落谱 SFF (ω )（辅助光

腔 有 效 失 谐 ：Δ 2 = -ωm；光 腔 耦 合 强 度 ：J=
2ωm (ωm - Δ ′1 )；光腔衰减率：k1 = 3ωm，k2 = 0. 3ωm）

Fig.  6　Radiation pressure fluctuation spectra SFF (ω ) under 
different optical cavity detuning Δ ′1 (effective detuning of 
the auxiliary cavity: Δ 2 = -ωm; optical cavity coupling 
intensity: J= 2ωm (ωm - Δ ′1 ) ; cavity decay rate: k1 =

3ωm, k2 = 0. 3ωm)

图 7　当光腔衰减率 k1 = 3ωm、光腔耦合强度 J= 2ωm (ωm - Δ ′1 ) 时，不同辅助光腔衰减率 k2 下的辐射压力涨落谱 SFF (ω )。（a）光腔

的有效失谐 Δ ′1 = -2ωm、Δ 2 = -ωm；（b）光腔的有效失谐 Δ ′1 = 0、Δ 2 = -ωm

Fig.  7　Radiation pressure fluctuation spectra SFF (ω ) under different decay rates of auxiliary optical cavities k2 when cavity decay rate 
k1 = 3ωm and optical cavity coupling intensity J= 2ωm (ωm - Δ ′1 ) .  (a) Effective detuning of optical cavity Δ ′1 = -2ωm and 

Δ 2 = -ωm; (b) effective detuning of optical cavity Δ ′1 = 0, Δ 2 = -ωm
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虽然两个方案在最优参数点的冷却效果相同，但

从图 9 可以看到，方案二对于光机械系统机械振子基

态冷却的普遍适应性更好。如图 9 所示，方案二的冷

却率整体比方案一高，且方案二在耦合强度小于 4ωm

时，稳态声子数均小于 1。
当 耦 合 强 度 J= 0 时 ，双 腔 模 型 将 退 化 为

Davuluri［16］提出的原始旋转检测模型，即不存在辅助

腔的情况。图 10 所示为耦合强度 J= 0（虚线）和优化

后耦合强度 J= 2 ωm（实线）的辐射压力涨落谱。当

原始模型耦合强度 J= 0 时，涨落谱正、负频率侧值相

等，即 SFF (ωm )= SFF (-ωm )，在图 8（a）和图 9（a）中冷

却率均为 0，此时光机械系统对机械振子没有冷却效

果，稳态声子数也远远大于 1。从图 10 实线可以看到：

优化模型的涨落谱右侧峰值处于 ω= ωm 处，促进冷却

过程；左侧谷值处于 ω= -ωm 处，抑制加热过程。从

上述分析可知，在双腔量子陀螺仪模型中，双腔机械系

统部分可以对机械振子起到冷却作用，采取适当参数

图 10　原始模型（耦合强度 J= 0）和优化后的双腔模型（耦合

强度 J= 2 ωm）辐射压力涨落谱对比（光腔的有效失谐

Δ ′1 = 0，Δ 2 = -ωm；光腔衰减率 k1 = 3ωm，k2 = 0. 05ωm）

Fig.  10　Comparison of radiation pressure fluctuation spectra 
between original model (coupling strength J= 0) and 
optimized dual-cavity model (coupling strength J=

2 ωm).  Effective detuning of optical cavity: Δ ′1 = 0,
Δ 2 = -ωm; cavity decay rate: k1 = 3ωm, k2 = 0. 05ωm

图 8　当光腔的有效失谐 Δ 2 = ωm - J 2 ωm 时，不同辅助光腔衰减率下方案一的冷却效果。（a）冷却率随光腔耦合强度 J的变化；

（b）冷却极限 n c 和机械振子的稳态声子数 n f 随光腔耦合强度 J的变化

Fig.  8　Cooling effect of scheme I under different decay rates of auxiliary optical cavities when effective detuning of optical cavity Δ 2 =
ωm - J 2 ωm.  (a) Variation of cooling rate with optical cavity coupling intensity J; (b) variations of cooling limit n c and the final 

mean phonon number of the mechanical resonator n f with optical cavity coupling intensity J

图 9　方案一［SFF (ωm ) 最大，Δ ′1 = 0，Δ 2 = ωm - J 2 ωm，k1 = 3ωm，k2 = 0. 05ωm］和方案二［SFF (-ωm ) 最小，Δ ′1 = 0，Δ 2 = -ωm， k1 =
3ωm ，k2 = 0. 05ωm］的冷却效果对比。（a）冷却率随光腔耦合强度 J的变化；（b）冷却极限 n c 和机械振子的稳态声子数 n f 随光腔

耦合强度 J的变化

Fig.  9　Comparison of cooling effects of scheme 1 [SFF (ωm ) maximum, Δ ′1 = 0, Δ 2 = ωm - J 2 ωm, k1 = 3ωm, k2 = 0. 05ωm] and 
scheme 2 [SFF (-ωm ) minimum,Δ ′1 = 0, Δ 2 = ωm - J ωm, k1 = 3ωm, k2 = 0. 05ωm].  (a) Variation of cooling rate with optical 
cavity coupling intensity J; (b) variations of cooling limit n c and the final mean phonon number of mechanical resonator n f with 

optical cavity coupling intensity J
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时能使机械振子达到基态冷却，从而降低热噪声。

5　结         论
建立了一种双腔机械量子陀螺仪模型，并提出抑

制量子陀螺仪热噪声的机械振子基态冷却策略，利用

双腔机械系统将机械振子冷却到稳态声子数小于 1，
即达到基态冷却。首先由双腔机械系统输出信号的振

幅可以得到平台旋转的角速度。然后，采用双腔机械

系统的光压涨落谱研究了机械振子冷却的参数优化问
题，并针对双腔量子陀螺仪模型找出最佳参数，使机械
振子可以获得很好的冷却效果。仿真结果表明，当光

腔 C2的衰减率较小、左右光腔耦合强度 J= 2 ωm 时，
机 械 振 子 的 冷 却 率 γ c = 3. 18ωm，稳 态 声 子 数 n f =
0. 19 < 1，即机械振子达到了基态冷却，从而降低了模
型的热噪声。本文的研究结果将有助于设计出更灵敏
的量子陀螺仪。

附录

采用傅里叶变换的方法解微分方程组，可以把描述双腔机械系统运动信息的方程组式（5）写为如下矩阵
形式：
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其中，系数矩阵A为
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对式（A1）作傅里叶变换 F (ω )= F [ f ( t ) ]=∫
-∞

∞

f ( t ) exp ( - iωt ) dt，可以得到方程在频域里的形式：
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矩阵 B= [ - A+ iωI ]-1
，其具体形式为
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式中：φ 1 = iΔ ′1 + k1 + iω，φ 2 = -iΔ ′1 + k1 + iω，φ 3 = iΔ 2 + iJ+ k2 + iω，φ 4 = -iΔ 2 - iJ+ k2 + iω，φ 5 = iωm + γ+

iω， φ 6 = -iωm + γ+ iω； Φ 1 = φ 1φ 2φ 5φ 6 + g 2
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通过傅里叶变换后的式（A2），可得到光腔 C1 泯灭和产生算符在频域里的解：
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