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摘要  利用 Magnus 展开方法研究了单个激光脉冲驱动的三能级非对称双量子点系统从基态到间接激子态的相干布居

转移。通过对量子系统的时间演化幺正算符进行一阶 Magnus 展开，解析得到非旋转波近似条件下实现非对称双量子点

系统完全布居转移的脉冲面积条件，并通过数值求解含时薛定谔方程进行数值模拟验证。通过比较高斯脉冲、多周期余

弦式脉冲和单周期余弦式脉冲等三类不同形状的脉冲在实现布居转移中的效果发现，只要满足脉冲面积条件，不同形状

的脉冲都可以实现完全布居转移，从而揭示了布居转移过程中光场振幅的物理意义。对三类脉冲方案的鲁棒性的分析

发现，单周期余弦式脉冲在抵抗激光脉冲参数的不稳定性和退相干效应的影响方面要优于高斯脉冲和多周期余弦式脉

冲。该研究为实验研究光场精准调控非对称量子点系统的量子态提供了重要理论依据，在量子光学和量子信息科学领

域具有重要研究价值。
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Abstract We use the Magnus expansion method to study the problem of coherent population transfer from the ground 
state to the indirect exciton state in a three-level asymmetric double quantum-dot system driven by a single laser pulse.  By 
the first-order Magnus expansion of the time-evolution unitary operator of the quantum system, we analytically obtain the 
pulse-area conditions for achieving complete population transfer of the asymmetric double quantum -dot system without 
rotation wave approximation.  Then, we solve the time-dependent Schrödinger equation of the system for numerical 
verification of the pulse-area conditions.  Furthermore, we compare the performance of the Gaussian pulse, the multi-
period cosine pulse, and the single-period cosine pulse in population transfer.  The results show that all three pulses can 
achieve complete population transfers as long as the pulse-area conditions are satisfied, which reveals the physical 
significance of optical field amplitude in population transfer.  The robustness analysis of the three pulse schemes indicates 
that the single-period cosine pulse is superior to the other two in the resistance against unstable laser pulse parameters and 
the decoherence effect.  This work offers a vital reference for precise optical field control over the quantum state of 
asymmetric quantum-dot systems, which is of significant value in quantum optics and quantum information science fields.
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1　引         言
随着超快激光脉冲整形技术的发展，利用一个或

多个激光场控制原子和分子等系统的量子态布居转移

成为了物理学和量子信息科学中一个非常重要的研究

方向。通过调控激光场的形状、频率、带宽和延迟时间

等参数可以有效地控制量子系统从某一个初始状态演

化到一个任意给定的目标状态，从而实现对系统不同

量子态之间布居转移的控制［1-5］。目前，绝热通道技

术［6-7］、绝热捷径技术［8-10］、复合脉冲技术［11］、脉冲面积

定理方法［12-13］和量子最优控制理论方法［14-16］等多种量

子控制理论方法已经被用于实现高精准的量子态布居

转移。

半导体量子点因具有与真实原子类似的分立能级

结构，而且具有高非线性光学极化率和大电偶极矩，被

认为在量子计算、量子信息处理和光源及光学器件方

面具有很重要的应用前景［17-21］。此外，量子点还具有

很好的可控性和可集成性的优点，两个或者多个量子

点之间可以通过电子隧穿耦合形成一个复合量子点系

统。近年来，非对称双量子点系统越来越受到研究者

的关注［22-39］。非对称双量子点系统是由两个具有不同

能带结构的量子点通过电子隧穿耦合形成的［22］，通过

激光场对其电子的隧穿进行相干控制，可以实现系统

量子态的布居转移［23］。研究发现，在非对称双量子点

介质中，隧穿耦合可以充当控制场的角色，从而可以像

研究真实原子介质一样研究光的传播、吸收和色散特

性［24-26］、四波混频［27］、负折射率［28］、相干布居囚禁和隧

穿诱导透明等非线性光学现象［29-30］，以及激光脉冲的

存储和释放［31］。利用驻波光场，也可以在非对称双量

子点介质中研究隧穿诱导的相位光栅［32-34］。此外，将

非对称双量子点放置在光腔中可以用于研究电 -光开

关效应，进一步通过金属纳米环或者光纤耦合两个或

者多个光腔可以实现两个或者多个非对称双量子点之

间量子纠缠态的制备［35-38］。

目前关于非对称双量子点系统的研究通常考虑隧

穿耦合系数是常数。事实上，随时间变化的隧穿耦合

系数也是调控耦合量子点系统动力学演化的一个可控

参数。例如：在双量子点系统中，利用脉冲式含时耦合

系数充当斯托克斯脉冲，可以绝热地实现量子态布居

转移［39］；也可以在两个或者多个耦合量子点系统中，利

用含时隧穿耦合系数结合绝热通道技术或者绝热捷径

技术控制电子的转移以及量子点之间纠缠态的制

备［40-43］。本文主要针对具有脉冲式含时隧穿耦合系数

的三能级非对称双量子点系统，研究从基态到间接激

子态相干布居转移的光场调控。利用一阶 Magnus 展
开方法解析推导了系统的含时波函数，获得了实现完

全布居转移的脉冲面积条件，并且对比研究了高斯脉

冲、多周期余弦式脉冲和单周期余弦式脉冲等三类不

同形状的脉冲实现布居转移的特点。

2　理论模型与方法

本文考虑非对称双量子点系统，如图  1（a）所示，

该系统由两个具有不同能带结构的半导体量子点通过

电子隧穿耦合形成。左右两侧量子点之间的距离在纳

米尺度范围内，其隧穿势垒可以通过两个量子点之间

的门电极调节，通过外加合适的门电压可以使得导带

电子能级接近共振而价带空穴能级远离共振。通过外

加一束激光脉冲 ε ( t )与左侧量子点相互作用，可以形

成一个有效的三能级量子系统，如图 1（b）所示，该系

统的三个能级状态分别为：1）两侧量子点均没有电子

被激发的基态 1 ；2）激光脉冲的作用使得左侧量子点

有一个电子从价带激发到导带，从而形成电子-空穴对

的直接激子态 2 ；3）左侧量子点导带的电子通过隧穿

转移到右侧量子点导带，形成左侧价带有一个空穴、右

侧导带有一个电子的间接激子态 3 。这里假设双量

子点系统处于强库仑阻塞区域，因此在双量子点的导

带中只存在一个激发的电子。激光脉冲 ε ( t )耦合基态

1 和直接激子态 2 ，考虑电偶极的相互作用，电偶极

矩为 μ，而直接激子态 2 与间接激子态 3 之间通过电

子隧穿耦合。在非旋转波近似条件下，该系统总的哈

密顿量［22］可以表示为

H= H 0 + HE ( t )+ HT ( t )， （1）

图 1　非对称双量子点系统示意图。（a）能带结构示意图；（b）能级结构示意图

Fig.  1　 Schematic diagrams of asymmetric double quantum-dot system.  (a) Schematic illustration of band structure; (b) schematic 
illustration of energy level configuration
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其中

H 0 = ∑
j= 1

3

Ej j j， （2）

HE ( t )= Ω ( t ) 1 2 + H. c. ， （3）
HT ( t )= T ( t ) 2 3 + H. c. ， （4）

式中：H 0 为系统的自由哈密顿量；Ej( j= 1，2，3)为第 j

个能级的能量；HE ( t )为光场与量子点相互作用的哈

密顿量；Ω ( t )= -με ( t )为拉比频率，描述光场与量子

点之间的相互作用强度，μ为电偶极矩；HT ( t )为左侧

量子点与右侧量子点之间的隧穿耦合；T ( t )为脉冲式

含时隧穿耦合系数，该系数可以通过调节含时交流偏
压实现。

为了方便解析求解，将原哈密顿量［式（1）］转换到
H 0 的相互作用绘景下，并在系统自由哈密顿量的本征
能量基矢（1 ，2 ，3 ）下将其表示成矩阵形式：

H I( t )=
æ

è

ç

çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷÷
÷
÷

÷
0 Ω ( )t exp ( )-iω 12 t 0

Ω ( )t exp ( )iω 12 t 0 T ( )t exp ( )-iω 23 t

0 T ( )t exp ( )iω 23 t 0
， （5）

式中：ωij = Ej - Ei 为对应能级之间的跃迁频率。系

统的动力学演化完全取决于该系统的时间演化幺正算

符U ( t，0)，其满足含时薛定谔方程：

i ∂U ( )t，0
∂t = H I( t )U ( t，0)， U ( )0，0 = Ι，（6）

式中：Ι为单位矩阵。该时间演化幺正算符可以进行

Magnus展开［44-46］：

U ( t，0)= exp é
ë
ê
êê
ê∑
n= 1

∞

S( )n ( )t ù
û
úúúú， （7）

这里只保留起主要作用的一阶项 S( )1 ( t )，且有

S( )1 ( t )= -i∫
0

t

dt1H I( )t1 。 （8）

因此，时间演化幺正算符可以表示为

U ( )1 ( t，0)= exp ( iλ0) ψ 0 ψ 0 + exp ( iλ+) ψ+ ψ+ +
exp ( iλ-) ψ- ψ- ， （9）

式中：λ0 = 0、λ+ = θ ( t )和 λ- = -θ ( t )为-iS( )1 ( t )的瞬

时本征值，其对应的瞬时本征矢为

ψ 0 =
|| θE ( )t

θ ( )t
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê - θ *

T ( )t
θE ( )t

1 + 3
ù

û

ú
úú
ú
， （10）

ψ+ =
|| θT ( )t

2 θ ( )t
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê θ *

E ( )t
θT ( )t

1 + θ ( )t
θT ( )t
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ù

û
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ú
，（11）

ψ- =
|| θT ( )t

2 θ ( )t
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê θ *

E ( )t
θT ( )t

1 - θ ( )t
θT ( )t

2 + 3
ù

û
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ú
，（12）

式 中 ：θ ( t )= || θE ( )t
2
+ || θT ( )t

2
，其 中 ，θE ( t )=

∫
0

t

Ω ( )t ′ exp ( iω 12 t ′) dt ′和 θT ( t )=∫
0

t

T ( )t ′ exp ( iω 23 t ′) dt ′

为定义的脉冲面积。
考虑系统初始处于基态 1 ，由时间演化幺正算符

［式（9）］可以解析得到该系统任意时刻的波函数：

ψ( )1 ( )t = U ( )1 ( t，0) 1 =
|| θT ( )t

2
+ || θE ( )t

2
cos θ ( )t

θ 2( )t 1 + θE ( )t
θ ( )t i sin θ ( t ) 2 + θT ( )t θE ( )t

θ 2( )t [ cos θ ( t )- 1] 3 ，（13）

从而可以进一步得到从基态 1 到间接激子态 3 布居
转移的概率 P 3 ( t f)，也就是在末时刻 t= t f 时 3 态的

布居：

F= P 3 ( t f)=
|| θT ( )t f

2 || θE ( )t f
2

θ 4 ( )t f [ cos θ ( t f)- 1] 2
。（14）

由式（14）可以清楚地看到布居转移的概率只与脉
冲面积有关而与脉冲形状无关。当激光脉冲和含时隧
穿耦合脉冲满足

| θE ( t f) |= | θT ( t f) |= (2k+ 1) π
2
，k∈ N， （15）

就可以实现由基态 1 到间接激子态 3 的完全布居
转移。

3　分析与讨论

本节将通过数值求解含时薛定谔方程［式（6）］进
行数值模拟，验证脉冲面积条件，同时比较使用高斯脉

冲、多周期余弦式脉冲和单周期余弦式脉冲这三类不

同形状的脉冲得到的布居转移的概率和鲁棒性。

考虑含时拉比频率 Ω ( t ) 和含时隧穿耦合系数

T ( t )具有如下的函数形式：

Ω ( t )= Ω 0 f ( t ) cos (ω 0 t )， （16）
T ( t )= T 0 f ( t )， （17）

式中：Ω 0 和 T 0 为对应脉冲振幅的峰值；ω 0 为激光脉冲

的中心频率；f ( t )为激光脉冲的包络函数，不同的包络

函数形式对应了不同形状的脉冲。这里为了方便讨

论，考虑 Ω ( t )和 T ( t )具有相同的脉冲形状。

高斯脉冲的包络函数 f ( t )可表示为

f ( t )= exp ( - t 2

2τ 2
0 )， （18）

式中：τ0 为脉冲的时间宽度。

多周期余弦式脉冲的包络函数 f ( t )可表示为
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f ( t )= (1 - cos 2πt
τ0 ) n， （19）

式中：n= 2，4，8。
单周期余弦式脉冲的包络函数 f ( t )可表示为

f ( t )=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï
( )1 - cos 2πt

τ0

n

，  0 ≤ t≤ τ0

0，                             τ0 ≤ t≤ t f

。 （20）

数值模拟所采用的参数如下：三个能级的能量分

别为 E 1 = 0. 1 eV、E 2 = 0. 5 eV 和 E 3 = 0. 5 eV；脉冲

的时间宽度 τ0 = 1000 fs；脉冲的总时间 t f = 8τ0。

图 2（a）~（c）分别给出了使用高斯脉冲、多周期

余弦式脉冲和单周期余弦式脉冲等三类不同形状脉

冲 得 到 的 布 居 转 移 的 概 率 随 脉 冲 面 积 | θE ( t f) | 和
| θT ( t f) |变化的图像。三张图像几乎一样，这从数值上

验证了布居转移的概率只与脉冲面积有关而与具体

的脉冲形状没有关系，图中三处最大值也刚好对应脉

冲面积条件［式（15）］中的 k= 0，1，2。在后面的数值

模拟中，考虑弱耦合情况，选取 k= 0，也就是脉冲面

积 | θE ( t f) |= | θT ( t f) |= π/ 2 。为了清晰了解不同脉

冲形状对于系统动力学演化的影响，采用高斯脉冲、

多周期余弦式脉冲和单周期余弦式脉冲等三类不同

形状的脉冲数值模拟了间接激子态的布居随时间的

演化，如图 2（d）~（f）所示。从图中可以看到，虽然三
类不同形状的脉冲都可以实现完全的布居转移，但是
具体的动力学实现过程是不一样的。其中，单周期余

弦式脉冲可以在最短的时间内实现完全布居转移，而

多周期余弦式脉冲需要通过多个周期的激发阶梯式

地实现完全布居转移。此外，对于余弦式脉冲，n取
不同的值也会导致布居的动力学演化过程有细微的

差别，例如，在图 2（f）中可以看到，n越大则实现完全

布居转移的时间就越短。这些都表明布居转移的动

力学演化过程依赖于脉冲的形状，但是最终实现布居
转移的概率只依赖驱动脉冲的脉冲面积，只要使用的

驱动脉冲满足脉冲面积条件，就都能实现完全的布居

转移。

本文接下来将从两方面分析比较三类不同形状
脉冲实现布居转移方案的鲁棒性。首先，考虑激光脉

冲的振幅和中心频率值的偏离对于布居转移概率的

影响。这里引入 δy= (Y- y) /y描述参数的相对偏

离，其中，y为理论值，Y为实际值。图 3（a）给出了布

居转移概率 F随着拉比频率振幅相对偏离 δΩ 0 的变

化。可以发现，对于振幅的偏离，三类不同脉冲实现
布居转移的概率变化几乎一样，没有明显的区别。在

δΩ 0 ∈ [ - 0. 1，0. 1]的范围内，转移概率都大于 0. 974，
而如果可以将 δΩ 0 控制在 [ - 0. 02，0. 02]范围之内，三

类脉冲就都可以实现 F> 0. 999 的布居转移。图 3（b）
给出了布居转移概率 F随着中心频率相对偏离 δω 0 的

变化。从图中可以看到，对于中心频率的偏离，三类不

同形状脉冲的表现有着非常明显的区别。随着中心频

率的逐渐偏离，高斯脉冲实现布居转移的概率会迅速

下降，当 | δω 0 |达到 0. 006 时，概率趋近于 0。多周期余

图 2　脉冲面积条件的数值模拟。（a）高斯脉冲、（b）多周期余弦式脉冲和（c）单周期余弦式脉冲实现布居转移的概率 F随脉冲面积的

变化；（d）高斯脉冲、（e）多周期余弦式脉冲和（f）单周期余弦式脉冲驱动下，间接激子态的布居随时间的演化

Fig.  2　Numerical simulation of pulse-area condition.  Probability of population transfer F as a function of pulse area for (a) Gaussian 
pulse, (b) multi-period cos-like pulse, and (c) single-period cos-like pulse; population evolution of indirect exciton states driven 

by (d) Gaussian pulse, (e) multi-period cos-like pulse, and (f) single-period cos-like pulse
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弦式脉冲实现布居转移的概率会更迅速地下降，但不

同的是，随着中心频率的进一步偏离，转移概率又会

迅速恢复然后再次迅速下降，呈现出恢复的最大值逐

渐减小至 0 的振荡过程，且恢复的最大值与 n有关，n
越大，每一次恢复的最大值也越大。不同于多周期余

弦式脉冲，单周期余弦式脉冲实现布居转移的概率不

会出现振荡；但相对于高斯脉冲，单周期余弦式脉冲

实现布居转移的概率随着中心频率的偏离缓慢下降，

而且 n越大，转移概率下降的速度就越慢。这表明三

类脉冲对于脉冲振幅的偏离具有相同的鲁棒性，但对

于中心频率的偏离，单周期余弦式脉冲的鲁棒性要强

于多周期余弦式脉冲和高斯脉冲。为了能够理解其

物理机理，对三类脉冲的时域函数进行傅里叶变换，
得 到 脉 冲 的 频 谱 函 数 f=A (ω ) exp [ iϕ (ω ) ]，其 中 ，

A (ω ) 和 ϕ (ω ) 分别为脉冲的频谱振幅和频谱相位。

图 3（c）给出了三类不同脉冲的频谱振幅 A (ω ) 随频
率 ω变化的图像。从图中可以清晰地看到，三类不同
脉冲在共振频率处的振幅相同，这正是三类脉冲对于
脉冲振幅的偏离具有相同鲁棒性的原因，也表明了在
弱耦合情况下的布居转移只依赖于共振激发。而三
类不同脉冲的频谱曲线和布居转移概率随频率 ω变
化的曲线刚好相对应，正是这三类脉冲不同的频谱成
分导致了布居转移概率对应中心频率偏离的不同
表现。

接下来考虑退相干效应对于布居转移概率的影

响。这时，系统的动力学演化满足 Lindlad 主方程：

dρ
dt = -i [H，ρ]+ Lρ， （21）

式中：ρ为系统的密度矩阵。超算符 Lρ的定义如下：

Lρ= - ∑
i= 2，3

γ1i

2 ( )σ†
1i σ1iρ- 2σ1iρσ†

1i + ρσ†
1i σ1i -

∑
j= 1，2，3，k= 1，2，3

Γjkσ jjρσ kk， （22）

式中：σ jk = j k ；γjk 为从 k 到 j 态的布居衰减率；

Γjk为退相率， Γ 12 = (γ12 + γ23) /2 + γ( )p
12 ，Γ 13 = γ13 /2 +

γ( )p
13 ，Γ 23 = (γ12 + γ13 + γ23) /2 + γ( )p

23 ，γ( )p
jk 为纯退相率。

图 4 分别给出了高斯脉冲、多周期余弦式脉冲

（n=2）和单周期余弦式脉冲（n=2）等三类不同形状脉

冲下布居转移的概率随布居衰减率 γ12 和纯退相率 γ( )p
12

变化的图形，其中选取的参数为 γ23 = γ( )p
23 = 0，γ( )p

13 =
10-3γ( )p

12 ，以及 γ13 = 10-4γ12。从图中可以知道，三类脉

冲实现布居转移的概率都是随着衰减率 γ12 和纯退相

率 γ( )p
12 的增加而降低，只是它们减小的快慢程度不同。

图 3　方案的鲁棒性。（a）脉冲振幅相对偏离对布居转移概率的影响；（b）脉冲中心频率相对偏离对布居转移概率的影响；（c）脉冲谱

振幅随频率的变化

Fig.  3　 Robustness of schemes.  (a) Effect of relative deviation of pulse amplitude on probability of population transfer; (b) effect of 
relative deviation of pulse center frequency on probability of population transfer; (c) spectral amplitude varying with frequency

图 4　退相干效应的影响。（a）高斯脉冲；（b）多周期余弦式脉冲；（c）单周期余弦式脉冲

Fig.  4　Influence of decoherence effect.  (a) Gaussian pulse; (b) multi-period cos-like pulse; (c) single-period cos-like pulse
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例如，当取 γ12 = γ( )p
12 = 100 μeV 时，多周期余弦式脉冲

的布居转移概率已经减小到 0. 590，高斯脉冲的布居

转移概率大于 0. 810，而单周期余弦式脉冲的布居转

移概率却依然高达 0. 968。为了更清晰地比较三类不

同脉冲抵抗退相干的能力，图 5 给出了三类不同形状

脉冲的布居转移概率随布居衰减率 γ12 变化的图形，这

里取纯退相率 γ( )p
12 = 20 μeV。从图中可以清晰地看

到，多周期余弦式脉冲的布居转移概率的下降速度最

快，而单周期余弦式脉冲的布居转移概率下降得最缓

慢。这是因为相对于高斯脉冲和多周期余弦式脉冲，

单周期脉冲能在更短的时间内完成布居转移，从而在

一定程度上减小了退相干效应的影响，因此，单周期余

弦式脉冲抵抗退相干的能力要强于高斯脉冲和多周期

余弦式脉冲。

4　结         论
研究了基于脉冲式含时隧穿耦合的三能级非对称

双 量 子 点 系 统 的 相 干 布 居 转 移 问 题 。 利 用 一 阶

Magnus 展开方法解析推导了该系统随时间演化的波

函数，并且得到了可以实现系统从基态到间接激子态

完全布居转移的脉冲面积条件。通过数值模拟验证了

该脉冲面积条件的有效性，并且比较了高斯脉冲、多周

期余弦式脉冲和单周期余弦式脉冲实现布居转移的特

点。结果表明：虽然三类不同形状的脉冲引起的动力

学演化过程不一样，但是实现布居转移的概率只与脉

冲面积有关：只要满足脉冲面积条件就都可以实现完

全的布居转移。在鲁棒性方面：对于光场振幅偏离的

影响，三类脉冲具有相同的鲁棒性；而对于光场中心频

率的偏离，单周期余弦式脉冲的鲁棒性要强于多周期

余弦式脉冲和高斯脉冲。最后，对于退相干效应的影

响，单周期余弦式脉冲抵抗退相干效应的能力也强于

多周期余弦式脉冲和高斯脉冲。

接下来的工作将进一步发展该模型：考虑双量子

点系统与超导电极耦合，探究约瑟夫森效应［47-48］及其

对相干布居转移的影响；考虑基于双量子点的腔阵

列［49］系统，探究量子态转移和量子纠缠制备的光学调

控，为开展双量子点系统的进一步实验研究提供理论
依据。此外，将进一步推广模型，考虑多能级双量子点
系统，为了获得时域和频域整形调控的光场，需要用到
多 约 束 量 子 最 优 控 理 论 或 者 使 用 机 器 学 习 的
方法［50-53］。
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