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基于静电相互作用模型的光子晶体拓扑相变
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摘要 对于由完美电导体圆柱构成的蜂窝晶格光子晶体，类比静电相互作用，提出一种可计算晶格内与晶格间耦合强度

的数学模型，通过对比晶格内耦合和晶格间耦合，在结构层面解释了量子自旋霍尔效应。计算结果表明，随着圆柱半径

的增加，晶格内与晶格间耦合强度发生变化，即引发拓扑相变。数值模拟结果证实转变位置两侧的光子晶体能带结构发

生了拓扑反转，在不同拓扑相的光子晶体界面存在单向传播的拓扑光波导。所提出的数学模型可以用于预测光/声拓扑

绝缘体的拓扑相变，为后续的元器件开发提供参考。
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Interaction Model

Chen Jiahe1,2, Li Yanfang1,2, Hang Zhihong1,2,3,4*

1School of Physical Science and Technology, Soochow University, Suzhou 215006, Jiangsu, China;
2Collaborative Innovation Center of Suzhou Nano Science and Technology, Suzhou 215006, Jiangsu, China;

3Institute for Advanced Study of Soochow University, Suzhou 215006, Jiangsu, China;
4Jiangsu Provincial Key Lab of Thin Films, Suzhou 215006, Jiangsu, China

Abstract For the honeycomb-lattice photonic crystals made of perfect electric conductor cylinders, a mathematical model
is proposed to calculate the inter- and intra-lattice coupling intensity by analogy with electrostatic interactions. The
comparison of inter- and intra-lattice coupling is made to explain the quantum spin Hall effect at the structure level. The
calculated results reveal that the intra- and inter-lattice coupling intensity changes with the increase in the cylinder radius,
namely that a topological phase transition occurs. Numerical simulations confirm that topological inversion of the band
structures of photonic crystals on both sides of the transition position occurs, and a unidirectional topological photonic
waveguide emerges at the interfaces between these photonic crystals of different topological phases. The proposed
mathematical model can predict the topological phase transition of optical/acoustic topological insulators and can provide a
reference for subsequent component development.
Key words physical optics; photonic crystals; topological phase transition; electrostatic interaction; topological insulators

1 引 言

拓扑学最初是一个抽象的数学概念，近年来已成

为凝聚态物理领域的研究热点［1-3］。关于拓扑系统中

独特的边缘或界面量子态的研究在自旋电子学和量子

计算的发展中发挥了重要作用［4-9］，光子系统也为拓扑

性质的实现提供了良好的平台。近年来，拓扑光学体

系受到研究人员的广泛关注，研究者们已经对不同拓

扑光学系统进行了大量研究并取得了丰富的研究成

果［10-12］。 通 过 联 立 麦 克 斯 韦 方 程 和 薛 定 谔 方 程 ，

Haldane和 Raghu［13］提出一种利用磁光材料打破时间

反演对称性的方法，该方法可以实现电磁波单向传输
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手性边缘态。这一方法很快由Wang等［14］利用二维磁

性光子晶体在微波频段得到了证实，并且他们在实验

中成功观测到鲁棒性单向传输边界态。Wu和Hu［15］根
据由介质柱构成的蜂窝晶格的变形，提出一种可实现

光量子自旋霍尔效应的方案。Yang等［16］利用氧化铝

光子晶体柱，在实验上观测到光量子自旋霍尔效应及

其对应的赝自旋相关的单向传输边界态。

在其他经典波系统中，利用蜂窝晶格及其变形也

能实现类似的量子自旋霍尔效应。在声学系统中，He
等［17］调节蜂窝晶格中圆柱半径的大小，Zhang等［18］采

用蜂窝晶格的变形，他们都利用蜂窝晶格声子晶体四

重简并狄拉克点及声拓扑相变，设计实现了赝自旋相

关的声拓扑绝缘体。在弹性波系统中，Yu等［19］利用类

似的机制，实现了弹性波的赝自旋传输。

光学系统中拓扑相变的产生机理也引起了研究人

员的兴趣。Zhu等［20］证明了连续改变由圆形空气孔组

成的二维光子晶体的几何结构可以产生多重拓扑相变，

为拓扑相变的研究提供了新思路。然而，目前研究人员

对光学系统中拓扑相变的机理研究，主要通过计算拓扑

不变量，缺乏基于光子晶体几何结构的数学模型。为了

解决这一问题，本文提出一种类比静电相互作用的数学

模型，通过计算和对比晶格内与晶格间耦合强度，可以

解释光学量子自旋霍尔效应的存在。所提模型的数值

模拟仿真结果验证了该模型在拓扑相变分析中的合理

性，适用于由完美电导体组成的光子晶体以及由固体构

建的声子晶体，可以明显简化今后光/声拓扑绝缘体的

设计，为后续器件开发提供模型参考。

2 光子晶体结构与数学模型

如图 1（a）所示，蜂窝晶格（原胞为黑色菱形虚线）

光子晶体由无限高圆柱形散射体组成。结构的晶格常

数为 a。该结构以真空（有效折射率为 1）为背景，由圆

柱形散射体构成复合原胞结构。圆柱形散射体为完美

电 导 体 ，半 径 为 r。 采 用 有 限 元 软 件 COMSOL
Multiphysics模拟光拓扑绝缘体特性。由于采用了理

想导电体圆柱形散射体，仅需在圆柱体边界考虑理想

导电体边界条件——光子晶体的磁偏振，即磁场沿光

子晶体柱传播，电场在平面内。

图 1（a）所示的复合晶格中存在两种相互竞争的

耦合：一种为晶格内耦合，定义为组成一个六角形结

构的 6个圆柱之间的相互作用，如图 1（b）的圆形虚线

区域所示；另一种为晶格间耦合，定义为相邻六角形

间复合晶格边界处 6个圆柱之间的相互作用，如图 1
（b）矩形虚线区域所示。为了比较这两种耦合随圆柱

半径 r的变化情况，可以类比静电相互作用构建相应

数学模型进行计算。由于完美电导体边界是无损耗

表面，电磁波不能在其内部传播，可以采用线积分的

思路，认为圆柱的边缘均匀分布着 N个静电荷，并利

用静电势的计算方法计算它们的相互作用势，计算公

式为

U=∑
m= 1

5

∑
n= m+ 1

6

∑
i= 1

N

∑
j= 1

N 1
|| rmi- rnj
(m，n，i，j，N ∈ Z )，（1）

式中：m和 n分别表示计算中选取的两个圆柱的序号；

i和 j分别表示计算中在第 m个圆柱和第 n个圆柱上选

取的点电荷的序号；rmi与 rnj分别表示这两个点电荷在

同一坐标系中的位置矢量；N表示每个圆柱上均匀分

布的点电荷数量。需要特别指出的是，本研究不考虑

同一圆柱中N个静电荷之间的相互作用。根据上述方

法，可以分别计算出图 1（b）中虚线区域的晶格内耦合

和晶格间耦合强度。特别地，在图 1（b）矩形虚线区域

中，由于中间其他圆柱的阻挡，左上角与右下角圆柱、

右上角与左下角圆柱之间并不直接相邻，它们之间的

图 1 光子晶体原胞及两种耦合的示意图。（a）由完美电导体圆柱组成的蜂窝晶格光子晶体原胞示意图；（b）基于静电相互作用类比

的数学模型示意图，其中圆形虚线区域表示晶格内耦合，矩形虚线区域表示晶格间耦合

Fig. 1 Schematic of a photonic crystal unit cell and two types of couplings. (a) Schematic of honeycomb lattice photonic crystal unit
cell composed of perfect electric conductor cylinders; (b) schematic of mathematical model based on electrostatic interaction
analogy, where circular dashed line area represents intra-lattice coupling and rectangular dashed line area represents inter-lattice

coupling
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耦合在计算中可忽略不计。

本研究选取 N=6计算晶格内耦合强度与晶格间

耦合强度，计算结果如图 2（a）、（c）所示。利用式（1）对

晶格常数 a进行归一化，意味着相关结论可以等比缩

放。晶格内耦合强度由实线表示，晶格间耦合强度由

虚 线 表 示 。 图 2（a）、（c）分 别 显 示 圆 柱 半 径 处 于

0. 05a~0. 25a和圆柱半径处于 0. 2770a~0. 2790a时

这两种耦合强度随圆柱半径的变化情况。可以看出，

当圆柱半径处于 0. 05a~0. 25a时，晶格内耦合强度与

晶格间耦合强度均随着圆柱半径的增大而缓慢增大，

如图 2（a）所示。当圆柱半径处于 0. 2770a~0. 2790a
时，这两种耦合强度均急剧增加，且晶格间耦合强度增

加得更快，因此这两种耦合强度逐渐接近。当圆柱半

径增大到 r=0. 2776a时，晶格内耦合强度与晶格间耦

合强度相等，如图 2（c）的黑色圆点所示。继续增大圆

柱半径，这两种耦合强度的大小关系发生转变，且它们

的 差 距 随 着 圆 柱 半 径 的 增 大 而 增 大 。 这 意 味 着

r>0. 2776a的蜂窝光子晶体结构与 r<0. 2776a的蜂

窝光子晶体结构可能处于不同的拓扑相。这种耦合大

小关系的转变为拓扑相变研究提供了新思路。此外，

增加圆周上的点电荷数量到 N=12时，耦合强度虽然

在数值上与N=6时不同，但两种耦合强度大小关系的

转变仍然会在相近的半径处产生，如图 2（b）、（d）
所示。

为了进一步研究这种转变导致的拓扑性质变化，

将选取转变位置（r=0. 2776a）两侧的点 r=0. 1328a
与 r=0. 2783a，并在后续开展仿真分析。为了更加清

晰地显示两种耦合强度的变化关系，在图 2中标记了

对应的晶格内耦合强度（实心圆）和晶格间耦合强度

（实心三角）。

3 仿真结果与讨论

图 3 所 示 为 不 同 圆 柱 半 径 r=0. 2783a 与 r=
0. 1328a下光子晶体的能带结构，纵坐标使用归一化

频率 c/a，其中 c为光速。本研究只考虑磁偏振，即磁

场沿光子晶体柱方向传播。如图 3（a）所示，当 r=
0. 2783a时，在布里渊区中心出现类似于电子 p和 d轨
道的双重简并态，其中 p态的频率在 d态之下，表现为

拓扑平庸相，其具体的本征场见图 4。图 3（b）所示为

r=0. 1328a时的能带结构，与 r=0. 2783a时光子晶体

的特征相反，此时 p态频率比 d态高，即光子晶体能带

出现反转，表现为拓扑非平庸相。由此可见，这种拓扑

性质的改变与图 2中晶格内与晶格间耦合强度大小关

系的转变密不可分。

图 4所示为当 r=0. 2783a与 r=0. 1328a时光子

晶体在布里渊区中心的双重简并点对应的本征模式磁

场分布。可以看出，两种光子晶体均存在一对偶极与

四极模式，且能带发生反转。光子晶体体模式的赝自

图 2 晶格内耦合强度与晶格间耦合强度随圆柱半径的变化关系（使用无量纲化的耦合强度，归一到晶格常数 a）。圆柱半径为

0. 05a~0. 25a时，（a）N=6与（b）N=12的耦合强度；圆柱半径为 0. 2770a~0. 2790a时，（c）N=6与（d）N=12的耦合强度

Fig. 2 Intra-lattice and inter-lattice coupling strength changing with cylinder radius (the dimensionless coupling strength is used and
normalized to the lattice constant a). Cylinder radius ranging from 0. 05a to 0. 25a when (a) N=6 and (b) N=12; cylinder radius

ranging from 0. 2770a to 0. 2790a when (c) N=6 and (d) N=12
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旋 1/2 态 可 以 通 过 杂 化 磁 场 p±= ( )px± ipy 2 与

d±= ( )dxy± idx2 - y2 2 得到。在此系统中，利用 k·p

微扰法，只考虑两个二重简并态的贡献，可得到体系的

有效哈密顿量为

H eff(k)=
é

ë

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

êM- Bk 2

A* k-
0
0

Ak+
-M+ Bk 2

0
0

0
0

M- Bk 2

A* k+

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0
0
Ak-

-M+ Bk 2

，

（2）
式中：M= ( )εd - εp 2表示 d态和 p态的频率差；k为波

数，k±= kx± iky；A由一阶微扰项的非对角元素决定；

B由二阶微扰的对角项决定，且始终小于零。基于式

（2），可得到相应能带的自旋陈数为

C±=±
1
2 [ sgn (M )+ sgn (B) ]。 （3）

由图 3可知：当 r=0. 2783a时，d态频率高于 p态
频率，因此M>0，B和M异号，C±=0，表明此时产生

的带隙对应拓扑平庸态；当 r=0. 1328a时，p态频率

高于 d态频率，因此 M<0，BM>0，C±=1，表明此时

产生的带隙对应拓扑非平庸态。自旋陈数的变化表

明光子晶体确实发生了拓扑相变。而将具有量子自

旋霍尔相变的光子晶体摆放在一起，在两者的公共光

子带隙中存在拓扑界面态，其本征模式是平面内自旋

向 下 或 者 向 上 的 光 产 生 的 磁 场 ，且 沿 不 同 方 向

传播［15-16］。

为了进一步验证拓扑性质的变化，可以设计尺寸

为 20a×24a的蜂窝晶格光子晶体阵列，并在界面上方

放置 r=0. 1328a的圆柱，界面下方放置 r=0. 2783a的
圆柱，分别对应拓扑非平庸相和拓扑平庸相。两种光

子晶体的界面为锯齿形界面。在光子晶体分界面处放

置 4 个 激 发 源 ，这 4 个 激 发 源 均 匀 分 布 在 半 径 为

0. 1732a的圆上，相位沿顺时针方向依次减小 π/2，组
成平面内自旋向下的光源。这样的光源设计在实验上

已经被证实能够激发单向传输的拓扑界面态［16］。取激

发源的频率为 1. 06c/a，该频率处于两个光子晶体的公

共带隙中，所激发的磁场分布如图 5所示。可以看出，

由于平面内自旋向下的光受到背向散射抑制，光源在

光子晶体波导结构中所激发的电磁场沿边界向右传

播。此外，电磁波从界面处向体内扩散时发生衰减。

但是，图 3中两种光子晶体的体带隙宽度相差较大，导

致界面两侧衰减不对称，电磁波倾向于衰减进入带隙

较窄的 r=0. 1328a的光子晶体一侧。这种衰减的快

慢不影响两种光子晶体的拓扑性质。因此，通过构建

图 3 光子晶体在不同圆柱半径时的能带图。（a）r=0. 2783a；（b）r=0. 1328a
Fig. 3 Band diagrams of photonic crystals with different cylinder radii. (a) r=0. 2783a; (b) r=0. 1328a

图 4 当 r=0. 2783a与 r=0. 1328a时赝自旋偶极模式和赝自旋四极模式在布里渊区中心的磁场Hz分布

Fig. 4 Simulated magnetic field Hz distributions of pseudospin dipole modes and pseudospin quadrupole modes with r=0. 2783a and
r=0. 1328a at Brillouin zone center
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的单向传输拓扑波导，进一步证实了两种光子晶体的

拓扑性质不同。

4 结 论

基于由完美电导体圆柱构成的蜂窝晶格，类比静

电相互作用，提出了计算晶格内与晶格间耦合强度的

数学模型。计算结果表明：随着圆柱半径的增加，晶格

内与晶格间耦合强度的大小关系会发生转变。在转变

位置两侧分别选取一种光子晶体，计算它们的能带结

构，其二重简并的 p态与 d态发生了反转。分别计算它

们的本征模式磁场分布，可以看出，两种光子晶体均存

在一对偶极与四极模式。此外，为了进一步验证拓扑

性质的变化，设计了尺寸为 20a×24a的蜂窝晶格光子

晶体阵列，并构建了锯齿形界面光波导。从平面内自

旋向下光源的电磁波传播情况可以看到，由于受到拓

扑保护，其背向光散射被抑制，光源在光子晶体波导结

构中所激发的场只沿边界向右传播。上述模拟结果验

证了晶格内与晶格间耦合强度的大小关系和拓扑相变

的对应关系。

虽然在模型中仅考虑磁偏振下由完美电导体结构

组成的光子晶体，但相应的波动方程与无限高的声学

硬墙壁柱组成的声子晶体类似，因此该模型可以推广

应用到声拓扑绝缘体。同时，也有可能将对边界线积

分的静电相互作用推广到计算面积分的静电相互作

用，用以研究电偏振下由介质柱组成的光子晶体。所

提出的基于静电相互作用的用于研究拓扑相变的数学

模型，可为具有更加复杂几何结构的光/声拓扑绝缘体

及其拓扑相变的研究提供参考。
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