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圆偏场瞬时光弹相移法的波长失配误差及补偿

万新军*，高阳，韦晓孝，王臻磊，汪嘉欣
上海理工大学光电信息与计算机工程学院，上海 200093

摘要 利用偏振相机实现瞬时相移获取光弹条纹的方法缺乏定量误差及补偿分析。圆偏场瞬时光弹相移法的误差主要

是 1/4波片与光源波长不匹配造成的。首先，基于 Stokes矢量和Mueller矩阵，从理论上推导了光弹特性的误差及补偿方

程，讨论了样品应力方向角和相位延迟量的误差分布。结果表明：等差线条纹误差正比于失配值；等倾线条纹误差是非

线性的，但正比于失配值的余弦，反比于两个光强之差。然后，分析了光源谱线宽度对补偿效果的影响，结果显示谱宽的

限制与波长成正比，与失配误差成反比。最后，结合对径受压圆盘的模拟和实验验证了误差分析及补偿方法的正确性，

并论述了等倾线应力方向分离的问题。
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Wavelength Mismatch Error and Compensation Analysis of Instantaneous
Photoelastic Phase-Shifting Method in Circularly Polarized Field

Wan Xinjun*, Gao Yang, Wei Xiaoxiao, Wang Zhenlei, Wang Jiaxin
School of Optical-Electrical and Computer Engineering, University of Shanghai for Science and Technology,

Shanghai 200093, China

Abstract When a polarized camera is used to realize instantaneous phase-shifting and obtain photoelastic fringes,
quantitative error and compensation analysis is often ignored. The error of the instantaneous photoelastic phase-shifting
method in a circularly polarized field is primarily caused by a mismatch between the wavelength of the quarter-wave plate
and the light source. Based on the Stokes vector and Mueller matrix, this paper theoretically derives the error and
compensation equations of the photoelastic properties, and discusses the error distribution of the stress direction angle and
phase retardation of samples. The results show that the isochromatic fringe error is directly proportional to the mismatch
value. In addition, the isoclinic fringe error is nonlinear, but it is in direct proportion to the cosine of the mismatch value
and inverse proportion to the difference between two light intensities. Furthermore, the paper analyzes the influence of the
spectral width of the light source on the compensation effect, and finds that the spectral width is directly proportional to the
wavelength and inversely proportional to the mismatch error. Finally, the correctness of the error analysis and
compensation method is verified through the simulations and experiments of the diameter-stressed disk, and the isoclinic
separation in the stress direction is discussed.
Key words measurement; photoelastic; phase-shifting method; error analysis

1 引 言

光弹法作为一种可直观研究结构体全场应力分布
的实验性光学测量手段，在应力检测、岩土探测和生物
力学等方面具有重大的优势［1-4］。近年来，随着偏振相
机制造技术的成熟，光弹性应力分析的发展方向围绕
着瞬时相移法［5］。利用偏振相机完成光弹性分析的基

本方式有线偏光场和圆偏光场［6-9］。这两种方式在原

理与实现形式上具有一致性，由于圆偏光场没有方向
性，故在实际使用中更具优势［10-11］。在圆偏场光弹相
移法中需要用到 1/4波片，但通常 1/4波片只在某一范
围内的光源波长中才真正延迟了 1/4个波长，若超出
此范围，波片延迟量会超过或不及 1/4波长［12-13］。圆偏
光场中 1/4波片与光源波长的失配误差会直接影响测
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量精度，决定了测量的光弹图像能否正确反映应力分

布。当需要改用不同波长时，如利用多波长法相位展

开时，失配误差将不可避免，故圆偏场瞬时光弹相移法

的误差特性分析尤为重要。在误差特性分析的基础上

还需找到合适的改进方法，以消除或减轻误差影响。

消除误差的方式可分为两种：第一种是旋转合理的波

片角度搭配出一种新光路，最终使误差项不存在于计

算公式之中，为此已有多位学者提出了不同的办

法［14-15］；第二种为补偿法，本文通过改变光弹性计算公

式实现，即对含有误差项的等倾线、等差线计算公式进

行进一步处理，加入补偿项以减少误差。第一种方法

在不增加光路的基本结构下将不可避免地旋转波片，

故无法实现瞬时光弹。虽然第二种方法往往都会面临

补偿公式中包含真实相位差或方向角这一矛盾，但是

圆偏光场下可避免和解决这一矛盾，从而可找到准确

的补偿公式［16］。

为论述 1/4波片对瞬时光弹法的影响，本文推导

出含有误差项的应力测量表达式，绘制出误差关于样

品应力方向角和相位延迟量的曲线图，结果表明圆偏

光场获取的等差线图对误差和干扰有较高的容忍度，

而等倾线变化较大。推导出相对误差计算公式后发

现：等差线误差正比于失配值，误差在一定范围内为线

性；等倾线误差是非线性的，但恰好正比于失配误差的

余弦，反比于两个光强之差。考虑到光源输出的光波

具有一定的光谱宽度，会影响补偿效果，故需要对光谱

宽度加以限制。本文通过分析发现谱宽限制与波长成

正比，与失配值成反比，并绘制出了不同失配误差下谱

宽限制与波长的关系图。

为验证所提误差补偿公式对等差线、等倾线测量

精度的提升效果，本文利用弹性力学相关理论得出对

径受压圆盘的全场应力分布，模拟出光弹图样进而计

算得到相应的含有误差的等倾线、等差线分布，以此直

观展示误差对测量结果的影响。最后，利用偏振相机

实际采集了一块应力冻结圆盘的光强图像。结果表

明，计算出的等倾线和等差线图与模拟结果相符，验证

了误差和补偿分析的正确性。

2 基本原理

2. 1 偏振相机

偏振相机利用像素偏振片阵列对光束的偏振状

态进行像素化的空间调制，使得 4个方向上的偏振

信息可以被同时捕获［17-18］。偏振片阵列由 4个线偏

振片单元以 2×2周期排布的方式构成，从偏振片阵

列中分别提取 4个方向上的偏振信息可获取 4幅偏

振图。图 1为偏振相机原理示意图，以 0°偏振方向为

例，显示出偏振信息的获取过程。本文采用的偏振

相 机 型 号 为 MER-502-79U3M POL，分 辨 率 为

2448 pixel×2048 pixel，帧率为 79 frame·s-1，传感器型

号为 2/3" Sony IMX250MZR，像素尺寸为 3. 45 μm×
3. 45 μm。

2. 2 圆偏场瞬时光弹法原理

光路原理如图 2所示，光源发出的自然光 S0经
过一块透振方向为 y轴的线偏光起偏器 P0到一快轴

方向与 P0透振方向成 45°角的 1/4波片 Q后形成圆偏

振光，最后透过样品 M 到达偏振相机 Pi 获得光强

信号。

图 1 偏振相机原理图

Fig. 1 Schematic diagram of polarization camera

图 2 光路原理图

Fig. 2 Schematic diagram of optical path
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对 整 个 光 路 运 用 斯 托 克 斯 矢 量 和 Mueller 矩 阵 表 示 法 推 导 的 过 程 如 下 。 当 入 射 光 强 为 I0 时 ，S 0 =
I0 [ 1 0 0 0 ]T，起偏后得 S 1 = I0 [ 1 1 0 0 ]T，理想状态下产生的圆偏光场的矢量为

S 2 = QS 1 = I0 [ 1 0 0 1 ]T， （1）
与 x轴的夹角为 θ、相位延迟量为 φ的待测样品的Mueller矩阵为
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检偏器（偏振相机）分为 0°、45°、90°和 135° 4个检偏方向，其矩阵形式为
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， （3）

式中：i= 1，2，3，4；βi= 0°，45°，90°，135°。经过检偏器

后，出射光的斯托克斯矢量可表示为

I i= P iMQP 0S0，i= 1，2，3，4。 （4）
由斯托克斯矢量的定义可知，出射光矢量的第一

行式子即为偏振相机检测到的光强 Ii。由此可知，圆

偏光场应力的表达式为

φ= arcsin ( I3 - I1 )2 +( I2 - I4 )2

( I1 + I3 ) ( I2 + I4 )
， （5）

θ= 1
2 arctan ( I3 - I1

I2 - I4 )。 （6）

3 误差与补偿分析

3. 1 光源波长与 1/4波片的失配误差分析

当 1/4波片与光源波长不匹配时，相位延迟量为 δ
的波片Q输出的光场可表示为

S ′2 = I0[ 1 cos δ 0 sin δ ] T， （7）
将式（7）代入式（4）中可得到圆偏光场各偏振方向的光

强表达式为
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I0
4 +

I0
4 [ ]cos δ ( 1- cos φ ) sin ( )2θ cos ( )2θ + sin δ sin φ cos ( )2θ
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I0
4 +
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4 { }-cos δ [ ]cos2( )2θ + sin2( )2θ cos φ + sin δ sin φ sin ( )2θ

I ′4 =
I0
4 -

I0
4 [ ]cos δ ( 1- cos φ ) sin ( )2θ cos ( )2θ + sin δ sin φ cos ( )2θ

。 （8）

根据式（4）可计算得到含有误差项的圆偏光场的应力表达式为

sin φ′= [ ]sin δ sin φ- cos δ cos φ sin ( )2θ 2
+ cos2δ [ ]1- sin4 ( )2θ ， （9）

tan (2θ ′)=
sin δ sin φ sin ( )2θ - cos δ [ ]cos2( )2θ + sin2( )2θ cos φ
sin δ sin φ cos ( )2θ + cos δ ( 1- cos φ ) sin ( )2θ cos φ ， （10）

式中：φ′为测量得到的相位延迟量；θ ′为测量得到的应

力方向角。

若波片误差为零，则式（9）和式（10）与原方程式

（5）和式（6）相同。为方便观察影响情况，可以将应力

方向角作为纵坐标、相位延迟量作为横坐标来绘制二

维误差图。图 3为存在误差时，根据式（9）和式（10），

在 θ∈［-π/2，π/2］和 φ∈［0，4π］范围内计算得到的不

同失配值下的应力方向角对比图和相位延迟量相位展

开对比图，其中 ε表示误差。图 3（a）表明当 δ≤100°

时，相位延迟量分布是准确的，没有发生非线性变化。

图 3（b）表明圆偏场瞬时光弹法在误差的影响下不能

反映出物体真实的应力方向。

为进一步分析不同主应力方向和主应力差对求取

主应力角的影响，可在二维图中截取水平和竖直线各

一条，分析单个变量的影响情况，如图 4所示。其中，

θ-ε曲线在 φ=π/2处取得，φ-ε曲线在 θ=π/4处取得。

从误差曲线可以看出，波片误差越大，求取的主应

力角和主应力差越大，成正比关系。两参量的误差分
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布都呈周期性分布，但周期大小不同。图 4（c）、（d）显

示主应力差的周期达到了对应变量的最值，变化较缓

慢，且对误差曲线的积分结果为零，故总误差小。图 4
（a）、（b）显示主应力角误差周期小，变化较剧烈，且周

期边缘处误差大，积分结果不为零，尤其是图 4（a）中

显示出 θ-ε（θ）误差比其他误差高出一个量级，故等倾

线整体变化较大。

3. 2 光源波长与 1/4波片失配误差的补偿分析

从式（9）和式（10）中可以看出，求取的主应力角与

主应力差受到误差项 δ、真实应力方向角和真实相位

延迟量共同影响，这表明一般来说没有确切的换算公

式可将测量的包含误差的应力信息恢复成真实的应力

场。然而，针对该圆偏光场实时相移法的研究发现，可

用计算方程推导出含有误差参数与不含误差时的理论

关系式，从而得到补偿方程。

3. 2. 1 光源波长与 1/4波片失配的误差补偿公式

1）等差线相对误差

当 δ→90°时，cos δ为无穷小量，记作 cos δ=ο（δ），

则有

图 3 二维失配误差图。（a）等差线二维误差对比图（φ-ε）；（b）等倾线二维误差对比图（θ-ε）
Fig. 3 Two-dimensional mismatch error diagrams. (a) Two-dimensional error comparison of isochromatic lines (φ-ε);

(b) two-dimensional error comparison of isoclinic lines (θ-ε)

图 4 一维失配误差曲线。（a）应力方向与等倾线的误差曲线［θ-ε（θ）］；（b）相位延迟量与等倾线的误差曲线［φ-ε（θ）］；（c）应力方向

与等差线的误差曲线［θ-ε（φ）］；（d）相位延迟量与等差线的误差曲线［φ-ε（φ）］
Fig. 4 Plots of one-dimensional mismatch error curves. (a) Error curve of stress direction with isoclinic line [θ-ε(θ)]; (b) error curve of

phase retardation with isoclinic line [φ -ε(θ)]; (c) error curve of stress direction with isochromatic line [θ -ε(φ)]; (d) error curve of
phase retardation with isochromatic line [φ-ε(φ)]
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sin φ′= lim
cos δ→ 0

( sin δ sin φ- cos δ cos φ )2 + ο ( δ )+

ο 2 ( δ )= abs é
ë
ê
êê
êsin (φ- δ+ π

2 ) ùûúúúú， （11）

式中：abs（·）为取绝对值函数。

由式（11）可知，相位延迟量显示出较高的误差容

忍性的原因是在一定误差范围内相对误差 Δφ= φ-
φ' = δ- π/2为常量，故在所测相位上通过整体平移

来进行补偿即可获得真实的相位分布。误差相对较大
时测量相位延迟量与理论相位延迟量应满足
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2

k= π
2 /( π- δ )

。 （12）

2）等倾线的相对误差

等倾线的相对误差的表达式为

Δ tan (2θ)= tan (2θ)- tan (2θ ′)= 0. 5 cos δ
cos δ ( 1- cos φ ) sin ( )2θ cos ( )2θ + sin δ sin φ cos ( )2θ = 0. 5

cos δ
I ′2 - I ′4

。（13）

由式（13）可知，此圆偏光场等倾线相对误差的最
终结果正比于 δ的余弦，反比于两个光强之差。因此，
等倾线的误差可通过两幅光强图进行补偿，即

θ= 0. 5arctan é
ë
êêêêtan (2θ ′)+ 0. 5 cos δI ′2 - I ′4

ù
û
úúúú。 （14）

3. 2. 2 光谱宽度限制下的补偿分析

考虑到光源实际输出的是具有一定光谱宽度的光

波。设波长为 λ，光源谱宽为 Δλ，则实际输出波长范围

可表示为 λ+ Δ，其中 Δ ∈ (-Δλ/2，Δλ/2 )，此时 1/4波
片延迟量可表示为

δ′= δ
λ

λ+ Δ
。 （15）

对于等差线，由图 3（a）中的对比可知，当 δ′≤ 100°
且满足式（11）时，可将 δ′代入式（15）中，则谱线宽度需

要满足的限制为

Δλ≤ ( δ- 100 ) λ
50 。 （16）

图 5（a）为光源与波片失配误差为 90º、94º、98º时，

波长在 400~800 nm范围内与光谱宽度的关系图。可
以看出，光谱宽度与波长成正比，与失配误差 δ成反

比。由于光谱宽度产生的影响是积分的结果，故可由

式（12）推导出谱宽限制下的相对误差公式

Δφ′
φ
= λ
Δλ ln ( λ+Δλ/2λ-Δλ/2 )- 1。 （17）

根据式（17）绘制在 20 nm光谱宽度限制下的误差
曲 线 图 ，如 图 5（b）所 示 。 结 果 显 示 ，在 波 长 大 于

400 nm后，等差线误差不超过 0. 25%。

对 于 等 倾 线 ，由 于 在 推 导 过 程 中 并 未 假 设
δ→ 90°，故等倾线的补偿具有普适性。根据式（13）可

推导出谱宽限制下的等倾线相对误差可表示为

Δθ ′
θ
≤ ( )Δλ 2

λ2 -( Δλ/2 )2
。 （18）

由式（18）可知，在 20 nm光谱宽度限制下，在波长

大于 400 nm后，等倾线误差不超过 0. 025%。

4 对径受压圆盘模拟

对径受压圆盘的应力分布有理论上的精确解，可

模拟含有误差时的真实应力场。为进一步验证第 2章
中误差和补偿分析的正确性，采用弧度制单位对径受

压圆盘对圆偏光场进行模拟，此时圆盘直径为 50 mm，

圆盘厚度为 10 mm，对径压力为 800 N，误差项为 δ=
95°。

图 6（a）为模拟的等倾线条纹图，从中明显观察到

中间部分已经被分为多块区域，是测量误差的显著特

征，这是误差项的周期性造成的，故测量结果不能作为

真实应力分布的依据。同时，图 6（a）表明应力方向角

对偏振方向角和 1/4波片的误差敏感，如果不进行补

图 5 光谱宽度特性图。（a）不同失配误差下波长与光谱宽度的对应关系；（b）谱宽等于 20 nm时的误差曲线

Fig. 5 Plot of spectral width characteristic. (a) Correspondence between wavelength and spectral width under different mismatch
errors; (b) error curve under spectral width of 20 nm
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偿，要获取正确的应力方向角分布，就必须严格匹配波
片与光源波长，这将会限制瞬时光弹法的应用。

图 7（a）为补偿后的等倾线，可以看出周期性分布
的误差已经被消除，证明了补偿公式的正确性。然而，
此时等倾线上、下两端存在相位跳变的现象，发生跳变
的原因是应力方向角耦合了第一主应力和第二主应
力。研究发现，等倾线的相位跳变实际上可视为相位
解包裹问题，将等倾线条纹值放大 4倍以满足解包裹

条件，解完包裹后再缩小成 1/4即可，相应的表达式为
θ t = u ( θ× 4 )/4。 （19）

式中：u代表相位解包裹算法，本文采用基于可靠性排
序的二维相位展开算法［19］。注意，此时得出的方向角
是第一主应力或者第二主应力，究竟是哪个主应力取
决于解包裹原始种子点的方向角属性。由于两个方向
角正交，故得出一方即可。由于等倾线的补偿没有取
极限值作近似，故得到的是精确解 θ t，如图 7（b）所示。

图 6（b）显示了模拟的等差线条纹图，等差线条纹
越密集应力越集中，符合应力分布情况。由于包含误
差项的等差线条纹图在整体上变化不大，故截取一条
水平中位线来展示补偿前后的相位变化，如图 8所示。

可以看出，虽然加入误差前后的相位特征一致，但是加
入误差后相位的幅值下降，根据式（12）的计算结果可
合理地补偿幅值下降。

5 噪声模拟与实验验证

考虑到实际拍摄图像会受到噪声影响，在模拟过
程中分别加入高斯、椒盐和乘性噪声，结果发现椒盐噪
声对等差线的影响较小，对等倾线补偿效果影响最大
的是高斯噪声。图 9（a）为加入高斯噪声后的等倾线
圆盘模拟图。从图 9（b）可以看出，添加的噪声影响了
补偿效果，不能完全消除误差，在误差周期的边界处最
为明显，这是因为在这些位置处 I ′2 - I ′4太小，此时数值
计算陷入了无定义的范围中，但补偿后应力方向角分
离的结果仍然是可信的。

为了验证所提方法的正确性，选取一块冻结应力
较大的试件进行实验。采集 4幅偏振图像，利用式（5）
和式（6）计算得到的等倾线条纹和等差线条纹如图 10
（a）、（b）所示。

利用式（17）处理后得到的等倾线如图 10（c）所

图 6 对径受压圆盘模拟图。（a）含有误差的等倾线条纹图；（b）含有误差的等差线条纹图

Fig. 6 Simulation diagram of diameter-stressed disk. (a) Fringe pattern of isoclinic lines with error; (b) fringe pattern of isochromatic
lines with error

图 7 模拟的等倾线图。（a）补偿后的等倾线；（b）分离主应力方向后的等倾线

Fig. 7 Patterns of simulated isoclinic lines. (a) Pattern of isoclinic lines after compensation; (b) pattern of isoclinic lines after separating
principal stress direction

图 8 补偿前后等差线对比图

Fig. 8 Comparison of isochromatic lines before and after
compensation
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示，可以看出等倾线呈周期分布的误差明显减小，实验

结果中的等倾线补偿结果与含有高斯噪声的模拟结果

一致。实际上噪声主要来自光源照度的不均匀，而照

度不均匀引起的误差是高斯性质的，为尽量减少周期

性误差：一方面在测量过程中应选择合适的曝光时间

和增益，且尽量控制光源照度的均匀性，避免相机长时

间工作；另一方面可对获取的光弹图像进行一定处理

以抑制噪声，再对补偿后的等倾线进行进一步处理，去

除离群数据后得到的处理结果如图 10（d）所示。

6 结 论

将理论分析和数值模拟相结合，研究了 1/4波片

与光源波长的失配情况对圆偏场实时光弹相移法的影

响，并得出以下结论：1）等差线对 1/4波片误差的容忍

性高，条纹图样稳定性好；2）等倾线对 1/4波片误差较

敏感，条纹图样产生明显的非线性周期变化；3）光弹条

纹误差大小正比于 1/4波片的误差；4）等差线补偿适

用于线性方程，等倾线的补偿是非线性的，但可用两个

光强之差来表示，即等差线、等倾线都存在确切的补偿

公式；5）光源的光谱宽度会影响所提补偿方法的效果，

谱宽的限制与波长成正比，与失配误差成反比，可根据

失配值的大小来选取相应光谱宽度的光源（当谱宽小

于 20 nm、波 长 大 于 400 nm 时 ，失 配 误 差 小 于

0. 25%）；6）利用对径受压圆盘的模拟和实验验证了误

差分析的正确性，实验结果表明在实验过程中存在的

噪声主要是高斯噪声，滤波去除离群数据后得到的结

果较为理想。这些结论对正确评价光弹应力分析结果

起到积极的指导作用，可推进光弹相移法的发展。
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