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用解析修正的半经典回碰模型研究蜘蛛状
动量谱中的库仑位移

付国跃，张贵忠*，张晟华，史伟，姚建铨
天津大学精密仪器与光电子工程学院，天津 300072

摘要 报道了强激光脉冲电离氢原子诱导的蜘蛛状干涉光电子动量谱（PMD）的数值探究结果。标准的半经典回碰模型

（SRM）虽然简化了电子行为，但是忽略了难以处理的库仑作用。与以往的数值修正不同，对电离过程的库仑作用进行解

析近似处理，并将其引入到 SRM中，成功构建了解析修正的 SRM（AC-SRM）。运用该模型数值模拟计算了蜘蛛状 PMD
和库仑作用引起的干涉图样的系统性位移。用经典相位、含时薛定谔方程（TDSE）和电子轨迹等方法，对这种位移现象

进行了定量分析和机理探究。结果发现，所提的经典相位方法对 PMD中蜘蛛状干涉结构的库仑作用最敏感，对第一干

涉极小值尤为突出。精确的TDSE数值结果也证实了由AC-SRM所得到的模拟结果的正确性。
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Coulomb Shifts in Spiderlike Photoelectron Momentum Distributions by
Analytically-Coulomb-Corrected Semiclassical Rescattering Model

Fu Guoyue, Zhang Guizhong*, Zhang Shenghua, Shi Wei, Yao Jianquan
School of Precision Instrument and Optoelectronics Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China

Abstract This paper presents numerical results on the spiderlike photoelectron momentum distributions (PMDs) induced
by the ionization of hydrogen atoms by an intense laser pulse. In addition, although the standard semiclassical rescattering
model (SRM) has simplified actions of electrons, it fails to take complex Coulomb interaction into account. Different from
existing numerical correction, this paper carries out an analytical approximate treatment of Coulomb interaction during the
ionization, introduces it into SRM, and successfully constructs an analytically-Coulomb-corrected SRM (AC-SRM).
Based on AC-SRM, the systematic shifts of interference patterns caused by spiderlike PMDs and Coulomb interaction are
simulated and calculated. Furthermore, through the classical phase, time-dependent Schrödinger equation (TDSE),
electron orbit, and other methods, this paper quantitatively analyzes the shifts and explores the corresponding mechanism.
The results show that the proposed classical phase method is the most sensitive to the Coulomb interaction in the spiderlike
PMDs, especially to the first interference minima, and the accurate TDSE values verify the correctness of simulated
results obtained by AC-SRM.
Key words atomic and molecular physics; atomic photoionization; photoelectron holography; Coulomb interaction;
numerical simulation

1 引 言

在强激光电离原子时［1-3］，原子中的电子克服库仑

力离开母离子，发生电离。在隧穿电离的过程中，一些

电子离开母离子直接到达检测器，而另一些电子则被

振荡的激光电场转向并与母离子发生碰撞。若这两类

电子的最终动量相等，则会发生干涉，能在光电子动量

谱（PMD）上形成干涉条纹。类比激光全息，一般称这

两类电子为参考电子和信号电子，称这种干涉现象为

强场光电子全息（SFPH）［4-7］。2011年，Huismans等［6］

在 Xe原子的电离实验中观测到了蜘蛛状干涉动量结

构。他们研究发现，电子和母离子的时空信息被编码
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在蜘蛛状干涉结构的条纹图案中，故有望从蜘蛛状动

量谱中提取分子或原子的内部动力学信息和结构信
息［8-14］。此后，人们开展了大量关于蜘蛛状动量谱的理

论和实验研究［15-23］。

大多数理论研究都表明，库仑作用会对动量分布

或能量谱造成特定倾向的偏移或扭曲（对动量或能量

值较小的范围尤其明显）［24-43］。例如，Kelvich等［36］的研

究指出，对于单个电子的轨迹而言，当考虑电离电子与

原子核之间的库仑作用时，光电子动量谱甚至会呈现

焦散现象。虽然关于库仑作用在各类电离过程中的表

现已有广泛研究，但是由于库仑作用具有对电子轨迹

强烈依赖、在母离子附近难以计算等复杂特性，故在实

际计算中常因难以处理或计算量太大而被忽略。

半经典回碰模型（SRM）［44-48］、含时薛定谔方程

（TDSE）和许多其他模型［49-55］都被广泛应用于蜘蛛状

干涉结构的数值研究中。然而，传统的半经典模型简

化了电子行为，忽略了电子受到的库仑作用。在与隧

穿电离有关的干涉过程中，库仑作用的影响主要体现

在两个特定阶段，即电子在库仑势垒下的隧穿过程和

信号电子与母离子的回碰过程。目前涉及库仑作用的

理论包括：量子轨迹蒙特卡罗法（QTMC）［56-57］，该理论

方法除计算量大外，它在计算权重时使用了经典表示，

故也不能处理电子在库仑势垒下的运动；其余绝大多
数的修正方法是依赖于电子轨迹的微扰方法［58-59］，当

电子轨迹到达母离子时这些方法不得不对库仑势进行

软化处理。本文对 SRM的修正处理采用解析近似表

达式，用公式表述了库仑势在隧穿阶段对电子的贡献，

从而成功构建了解析修正的 SRM（AC-SRM）。该修

正方法大大减小了模拟计算成本，且修正项的物理意

义明确。在此修正模型的基础上，完成了蜘蛛状干涉

光电子动量谱的数值模拟计算，并观测到了库仑作用

诱导的干涉条纹的位移现象。结果表明，库仑作用在

蜘蛛状动量谱中的作用明显。此外，从经典作用相位

和电子轨迹等方面解读了这些变化的微观机理，也通

过 TDSE的求解证实了 AC-SRM的数值计算结果。

研究发现，与不考虑库仑作用的情形相比，库仑作用引

起了蜘蛛状干涉条纹的位移，且所提的经典作用相位

方法对这种条纹位移尤其敏感。

2 理论数值方法

在数值模拟过程中，取激光电场沿纵向（x轴）线

性偏振，且本文采用原子单位（a.u.）进行计算。激光
电场的表达式为

E ( t )= E 0 sin (ωt )， （1）
式中：t为时间变量；E 0 为激光电场的振幅；ω为角

频率。

标准的 SRM基于三步模型［44-48］。在蜘蛛状动量
谱的模拟中，该理论假定信号电子的初始速度为零

（v sigx = v sigy = 0），而 参 考 电 子 的 初 始 速 度 不 全 为 零

（v refx = 0，v refy ≠ 0）。此外，在电子离开原子核后的运动

过程中，只考虑激光电场作用，忽略库仑力。因此，电

子的纵向坐标可表示为

x ( t )= E 0[ sin (ωt )- sin (ωt0) ] /ω2， （2）
式中：t0 为电离时刻。根据式（2），可求出回碰时刻 tc
［x ( tc )= 0］。信号电子在回碰时刻与原子核发生前向

散射，之后与满足条件的参考电子干涉，最终形成蜘蛛

状动量谱结构。

为探究库仑作用的影响，仍以三步模型为基础，受

相关研究［36-37，60-61］的启发，采用解析公式来表达库仑作

用。在 AC-SRM中，仍采用半经典模型的初始速度设

定，但将库仑作用以额外修正的形式引入到电离时刻

的动量中。因此，电离电子将不再以原子核位置为电

离后运动的初始位置［x ( t0 )］，而是以更为准确的隧穿

电离后的隧道出口为初始位置 [62]。根据该库仑修正理

论（在原子单位制下，me= e= 1，其中 me为电子的质

量 ，e 为 电 子 的 电 荷 量），电 子 电 离 后 的 初 始 位 置

［x ( t0 )］和初始动量（px0，py0）为

x ( t0 )=- Ip/E ( t0 )， （3）
px0 =-(E 0/ω) cos (ωt0)+ δp

x0
， （4）

py0 = vy0 + δp
y0
， （5）

式中：Ip 是氢原子的电离能；vy0 为电子的横向初始速

度。式（4）和式（5）中修正项的具体表达为

δp
x0
= [ 4E ( t0 ) / ( 2Ip ) 3/2 ] Jx0， （6）

δp
y0
= [ - 2vy0| E ( t0 ) |/I 2p ] Jy0， （7）

参照文献［36］的推导，Jx0 ≈ π/4和Jy0 ≈ 1/4是有效近

似。在回碰过程前后，由于库仑势的对称性和前向散

射特征，故库仑修正为零。文献［36］对库仑作用的解

析近似证明，对电离时电子离开母离子的库仑作用的

处理能够充分考虑全局库仑作用。

在回碰时刻（tc）处，信号电子回到母离子位置

［x ( tc)= y ( tc)= 0］。这与 SRM一致，但信号电子的

动量（坐标）有相应的库仑修正

px0 =-( E 0/ω ) cos (ωt0 )+ πE ( t0 ) / ( 2Ip )3/2 ，（8）
x ( t )=x ( t0 )+ px0 ( t- t0 )+E 0[ sin (ωt )-sin (ωt0) ] /ω2，

（9）
x ( tc )= 0 。 （10）

信号电子回碰后被母离子以角度 θ c 前向弹性散

射。因此，信号电子在回碰后的速度和动量可表示为

v sigc =
E 0

ω
[ cos (ωtc )- cos (ωt0 )]+ p sigx0， （11）

p sigx = v sigx cos θ c -
E 0

ω
cos (ωtc )， （12）

p sigy = v sigc sin θ c ， （13）
式中：v sigc 为信号电子在回碰时刻（tc）的速度；p sigx0 为信

号电子在隧道出口处的纵向速度；p sigy 为信号电子在回

碰后的横向速度；p sigx 为信号电子在回碰后的纵向速

度。当信号电子的最终动量等于参考电子的最终动量

时，二者就发生干涉，此时在光电子动量谱上出现干涉

结构。
电子的相位是经典作用相位，其表达式为



2102001-3

研究论文 第 42 卷 第 21 期/2022 年 11 月/光学学报

S=∫
0

∞ é

ë
ê
êê
ê v

2 ( t )
2 + Ip

ù

û
úúúú dt。 （14）

信号电子和参考电子之间的相位差的表达式为

Δθ= 1
2 ∫ t ref0

tc

v2xdt+
1
2 v

2
y ( tc - t ref0 )-

1
2 ∫ t sig0

tc

v2xdt+

Ip ( t sig0 - t ref0 )， （15）
式中：t ref0 为参考电子的电离时刻；t sig0 为信号电子的电

离时刻；vx为纵向速度；vy为参考电子的横向速度。

与其他理论相似［44-48］，在AC-SRM中，蜘蛛状光电子

动量谱的强度分布W也由总相位差决定，其表达式为

W= cos2 ( Δθ/2 )。 （16）
为了更好地验证 AC-SRM的正确性，采用 TDSE

对氢原子的蜘蛛状光电子动量谱进行了数值模拟。

TDSE为

i ∂ψ ( r，t )∂t = é
ë
êêêê-

1
2 ∇

2+ V ( r )+ r ⋅E ( t )ù
û
úúúú ψ ( r，t )，（17）

式中：ψ ( r，t )为波函数；V ( r )=-1/ r 2 + b 为库仑

势［48］，由软化因子 b进行软化处理。在具体的数值模

拟中，采用波函数分割技术［49］将波函数分为内部波函

数 ψ in和外部波函数 ψ ex。选择的吸收函数为

V abs ( r )=
1

1+ exp ( )r- r0
Δr

， （18）

式中：r0为内部波函数的边界；Δr为重叠区域的宽度。

内部波函数和外部波函数被吸收函数分割为

ψ in ( r，t )= V abs ( r ) ψ ( r，t )， （19）

ψ ex ( r，t )= [1- V abs ( r )] ψ ( r，t )。 （20）
对于内部波函数，使用对称分裂算符法［63］计算波

函数的时间演化

ψ ( x，t0+Δt )=exp (-ip2 Δt4 ) exp (-iVΔt )×
exp (-ip2 Δt4 ) ψ ( x，t0 )+O ( Δt )3，（21）

式中：Δt为时间变化量；p为动量；O ( Δt )3 为高阶项。
对于外部波函数，计算其在动量空间中的时间演化

ψv ( p，t2 )= U ( t2，t1 ) ψv ( p，t1 )， （22）
式中：t2和t1 分别为最终时刻和当前时刻；U ( t2，t1 )是
精确传播算符［49］；ψv的模平方就是动量谱。

在采用 AC-SRM理论进行数值模拟计算时，先选
取激光脉冲峰值处的时间为电离时刻［46］，根据式（9）和
式（10）计算出回碰时刻，再根据式（4）和式（5）计算电
离电子的动量值，最后根据式（16）得到该动量值处的
电离信号强度，即蜘蛛状光电子动量谱。在数值模拟
中 ，激 光 脉 冲 的 强 度 和 波 长 分 别 在 I=
0. 001 a.u.( 3. 5× 1013 W/cm2 )和 λ= 2000 nm附近变
化［6，64-65］，并通过改变步长和采用 TDSE模拟的方式证
实了模拟结果的稳定可靠性。

3 结果讨论

为了展示库仑作用，基于 SRM和 AC-SRM数值
模拟了蜘蛛状光电子动量谱。其中，信号电子和参考
电子都在激光波谷后的 1/4周期内发生电离。在图 1
中，只展示了散射角在-30°~30°范围内的图像，以便

图 1 不同激光强度下的氢原子蜘蛛状光电子动量谱。（a）（e）E 0 = 0.0285 a.u.；（b）（f）E 0 = 0.0316 a.u.；（c）（g）E 0 = 0.0348 a.u.；
（d）（h）E 0 = 0.0379 a.u.

Fig. 1 Spiderlike PMDs of hydrogen atom with different laser intensities. (a) (e) E 0 = 0.0285 a.u.; (b) (f) E 0 = 0.0316 a.u.; (c) (g) E 0 =
0.0348 a.u.; (d)(h) E 0 = 0.0379 a.u.
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更好地观察到前几个干涉条纹。横向对比图 1中各图
可知，随着激光强度的增加，蜘蛛状干涉图像中出现越
来越多的干涉条纹（更多干涉极小值），且这对于有无
库 仑 作 用 的 光 电 子 动 量 谱 都 一 样 。 在 强 度 为
0. 0348 a. u. 的激光场中，不考虑库仑作用的干涉图像
中呈现出两个干涉极小值（仅比较 py正半轴范围），如

图 1（c）所示，但考虑库仑作用的情形下却能观察到三
个极小值。纵向对比图 1（a）与图 1（e）、图 1（b）与图 1
（f）、图 1（d）与图 1（h）也有着相似的结论。库仑修正
后的蜘蛛状光电子动量谱的模拟结果并没有完全再现
半经典理论的图样，而是在光电子动量谱中出现了更
多的蜘蛛腿（干涉极小值）。毫无疑问，这是库仑作用

产生的结果。
图 2给出了蜘蛛状干涉图像的纵向动量分布（切

割位置如图 1中的水平标记线所示）。纵向动量（px）
方向是激光的偏振方向。在图 2（a）中，相比 SRM的
结果，库仑修正后的切割曲线向更大的动量方向发生
了整体位移，这是因为在库仑作用下，电离电子回碰后
的速度和空间位置都发生了变化。图 2（a）中零位置
处的尖峰（虚线）是半经典理论对初始位置［x ( t0 )= 0］
的假设造成的。给电离电子设置一个初始位置的偏移
后便可以消除尖峰，如图 2（b）所示。可以发现，库仑
作用会导致纵向动量分布整体位移，但其形状几乎
一致。

横向动量（py）方向上的极小值点是蜘蛛状干涉结

构中最有意义的位置信息，尝试用极小值的位置变化

来定量描述库仑作用的影响。图 3给出了有无库仑作

用情形下的横向切割曲线。图 3中曲线切割位置如图

1中竖直标记线所示，从上到下的图对应于从右到左

的标记线位置，py= 0. 2 a.u.左右的凹陷为第一干涉

极小值。在图 3中定性地观察到，在相同条件下，相比

不考虑库仑作用的情形，考虑库仑作用后第二极小值

点和第三极小值点位于更大的横向动量位置（更大的

py绝对值）处。虽然变化的幅度较小，但是确切地观察

到了库仑作用所诱导的位移。注意，第一极小值处发

生的位移大小不易直接观察。

图 4给出了前三个干涉极小位置处提取的信息曲

线，用于表征不同激光强度下库仑作用的影响。图 4
从左至右三幅图分别提取于图 1中的竖直标记线（从

右到左），其中从下到上三组曲线分别对应于第一干涉

极小值、第二干涉极小值和第三干涉极小值。首先可

以看到，随着激光强度的增加，这些极小值的位置都向

远离零动量值的方向位移，这与之前的观测结果一致。

数值模拟结果还表明，当激光强度增加时，信号电子能

更早地返回母离子，发生散射的时刻也提前了。根据
文献［43］，散射时刻的提前会使得此类位移更容易出
现。然而，干涉极小值位置随激光强度增加的变化程
度较小。随着激光强度的增加，图 1中明显出现了更
多的蜘蛛腿（干涉极小值），原因是更强的激光脉冲扩
大了电子在重新碰撞前的速度范围，进而拓宽了动量
谱的横向动量范围。

此外，能在图 4中明确观察到，库仑作用影响了蜘
蛛状光电子动量谱的图像特征。除第一极小值外，一
旦考虑库仑作用，极小位置都明显向更大的横向动量
值处位移。与图 3相似，第一极小值的位移现象仍不
太明显。文献［6］也指出，库仑作用在光电子谱上的作
用有时不明显。因此，为了明显展示库仑作用对第一
干涉极小值的影响，采用相位方法，即提取经典作用在
干涉图像中极小值位置周围的相位信息。

图 5给出了前三个干涉极小值范围的相位分布
图，上下两块区域中覆盖区域较大的是 SRM的结果，
覆盖区域较小的是 AC-SRM的结果。式（15）是动量
的函数，故筛选动量范围，使式（15）分别等于 π、3π和
5π，就可得到图（5）中第一干涉极小值、第二干涉极小
值和第三干涉极小值对应的相位分布图。如图 5所

图 2 移动电子的初始位置前后蜘蛛状光电子动量谱的纵向切割曲线。（a）移动电子初始位置前；（b）电子的初始位置移动 15 a.u.后
Fig. 2 Longitudinal cut-plot curves of spiderlike PMDs before and after shifting initial position of ionized electron. (a) Before shifting

initial position of ionized electron; (b) after shifting initial position of ionized electron by 15 a.u.
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示，在考虑库仑作用的情形下，恒定相位范围的横向动
量跨度缩小，并且这些区域的中间位置也向更大的横

向动量位置（绝对值）位移，故可以推断，干涉极小值也

会进行相应的移动，这与之前的观测结果相符。与图

3或图 4相比，在图 5中可以清楚地判断出第一极小值

的位移倾向，且能明确观察到，相比于第二极小值和第
三极小值，第一极小值在相位变化幅度上最为突出，这
符合本文的预测，即具有更小横向动量的电子更难逃
离库仑场，这些电子受到库仑作用的影响会更明显。
作为表征库仑作用影响的一种新方案，该经典作用相
位图的表现效果更加明显，尤其是对于蜘蛛状光电子
动量谱中的第一干涉极小值。

在 SRM模型中引入的解析库仑修正项，本质上是

在微观过程中改变了信号电子和参考电子在干涉时的

动量分布，从而导致干涉条纹出现位移。由式（4）可

知，库仑修正的贡献主要来源于电离电子初始速度的

改变，其具体表述为

px0 =-( E 0/ω ) cos (ωt0 )+ Δpx0 ， （23）
Δpx0 = πE ( t0 ) / ( 2Ip )3/2 。 （24）

依据式（24）所示的库仑修正项，进一步推导以获

取更多的物理解释。将式（23）改写为

px0 =-( E 0/ω ) [ cos (ωt0 )+ β sin (ωt0 ) ]，（25）
β= πω/( 2Ip )3/2， （26）

进一步简化得

px0 =-( E 0/ω ) ( 1+ β 2 ) [ cos (ωt0 + φ c ) ]，（27）

图 3 蜘蛛状光电子动量谱的横向切割曲线

Fig. 3 Transverse cut-plot curves of spiderlike PMDs

图 4 不同激光强度下蜘蛛状光电子动量谱中前三个干涉极小值的横向动量

Fig. 4 Transverse momentum values of first three interference minima in spiderlike PMDs under different laser intensities
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φ c = arctan β。 （28）
由此可见，库仑修正的物理意义很明显，就是库仑

作用导致初始纵动量分布中出现了附加相位，如式
（27）所示。将数值模拟的具体参数（λ= 2000 nm）代

入到式（27）和式（28）中，计算得到 1+ β 2 = 1. 0452
（很接近于 1），而 φ c = 5. 0452°（远小于 ωt0的值），可见

库仑作用修正项的数值较小，约为 0. 1 a.u.。同时，在
图 2中也观察到了相同量级的位移。两者结果一致。

为了证实解析库仑修正的半经典模型及其模拟结
果的正确性，采用 TDSE进行了蜘蛛状动量谱的模拟
计算，结果如图 6所示。同时，采用与屏蔽库仑势（汤

川势能）类似的方法［19］来调节库仑势的强弱。图 6所
示的模拟结果与图 1结果所示的现象一致。图 6中第

一行三幅图比第二行三幅图具有更强的库仑效应，但

激光参数相同。从左向右激光强度依次增强。由图 6
可知，随着激光强度的增加（库仑势的不断减弱），蜘蛛

状的干涉条纹（平行于 px 方向的条纹）明显向零横动

量（py= 0）方向收缩。图 7曲线为图 6中垂直标记线

位置处的横向切割曲线，py= 0. 15 a.u.左右的凹陷为

第一干涉极小值。图 7明确显示了库仑作用对干涉极

小值的影响倾向，即库仑作用越强，干涉极小值的位置

越向大横向动量值处位移。图 7中的第一极小值和第

图 6 采用TDSE模拟的不同激光强度下氢原子蜘蛛状光电子动量谱

Fig. 6 Spiderlike PMDs of hydrogen atom simulated by TDSE under different laser intensities

图 5 蜘蛛状光电子动量谱极小值附近的相位分布图。（a）第一干涉极小值，相位在 π附近；（b）第二干涉极小值，相位在 3π附近；

（c）第三干涉极小值，相位在 5π附近

Fig. 5 Phase maps near interference minima of spiderlike PMDs. (a) First interference minimum, corresponding to phase of π;
(b) second interference minimum, corresponding to phase of 3π; (c) third interference minimum, corresponding to phase of 5π
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二极小值均如此，这也与图 3~5的趋势相似。
电离后的电子与母离子之间存在库仑引力，基于

AC-SRM对参考电子的运动轨迹进行了模拟，结果如
图 8所示。在具体模拟中，使用牛顿运动方程来追踪
电离电子的轨迹，同时也通过解析库仑修正项来考虑
库仑作用。与预期一致，电子的运动轨迹在库仑作用
下主要表现为聚焦［29-42］，即与无库仑作用的情形相比，
电子的运动轨迹在库仑力的作用下更接近母离子，如
图 8（a）所示。此外，还观察到，具有较大横向速度的
电子能够运动到更远的横向距离处，这是因为较大的
速度有助于电子更好地逃离库仑场，这类电子受到库
仑作用的影响会更小，这与之前的结论一致。同样，在
考虑库仑作用后，电子会被聚焦，进而更接近母离子，
如图 8（b）所示。

4 结 论

以往对半经典理论进行库仑修正，或是采用量子

轨迹蒙特卡罗法，或是沿着电子轨迹进行微扰近似处

理。前者计算量大且未考虑电子在势垒下的动力学过

程，而后者在电子到达母核时往往要进行库仑势的软

化处理，以避免发散，近似程度较大。与此相反，通过

在标准的 SRM中加入库仑作用的解析修正项，成功构

建了可用解析式表达且计算成本较低的 AC-SRM。

基于所提模型，成功模拟了氢原子蜘蛛状干涉结构的

光电子动量谱，捕捉到了库仑作用诱导的蜘蛛状结构

的系统性位移。此外，提出了经典作用相位追踪方法，

发现该方法对展示库仑作用效果极其敏感有效，对于

第一干涉极小值的效果尤为突出。此外，还通过求解

TDSE证实了 AC-SRM 结果的正确性。可以预测，

AC-SRM可用于研究其他需要考虑库仑作用的强场

过程。
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