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相位测量轮廓术中时空结合的三频相位展开
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摘要 提出了一种时空结合的三频时间相位展开方法,提高了三频时间相位展开方法的抑噪能力和相位展开的可

靠度。在所提方法中,用灵敏度大于1的条纹代替传统三频时间相位展开法中灵敏度为1的条纹。通过计算这些

条纹的截断相位,对其进行空间相位展开,并利用这些展开相位来指导其他两帧高灵敏度截断相位图的展开。与

传统三频时间相位展开方法相比,在最高灵敏度条纹空间频率相同的情况下,所提方法缩小了三套条纹之间的频

率倍数差,进而减小了噪声对相位展开的影响,提高了三频时间相位展开的可靠度和精度。
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1 引  言

基于结构光投影的相位测量轮廓术(PMP)[1-2]

采用点对点的算法来求解变形条纹中携带的相位信

息,避免了相邻点之间相位计算的影响,具有很高的

相位计算精度。随着数字投影设备的发展,基于

PMP的测量系统能以较低的成本获取被测物体的

高精度三维面形数据,故其被广泛应用于工业检测、

医学检测等领域中[3-7]。在相位计算中,反三角函数

会引起相位截断,此时需要通过相位展开[8-9]的方式

将截断的相位恢复成原来的连续相位。相位展开是

PMP中的重要步骤之一,可以分为空间相位展

开[10-14]和时间相位展开[15-22]。
空间相位展开是指沿着选择好的空间路径对一

帧截断相位图进行展开。空间相位展开方法可以分

为全局展开法与局部展开法。其中,全局展开法中最
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常见的是最小二乘法[10]和Lp 范数算法[11]。局部展

开法可分为基于可靠度的路径导向法[12]和基于极点

的路径导向法[13-14]。在非理想情况下,截断相位图会

受到噪声、阴影和条纹断裂等因素的影响,此时误差

会沿着展开路径传递,即使采用基于可靠性导向的展

开方法,也只能将误差传递限制在一定区域内。
时间相位展开利用多帧具有不同分辨率的截断

相位图沿时间轴进行相位展开,避免了展开误差在

像素间的传递,能对存在孤立区域的截断相位图进

行展开。在高精度PMP测量中,时间相位展开引

起了广泛的关注。常用的时间相位展开方法包括双

频光栅法[15-16]、线性展开法[17]、负指数展开法[18]、
三频相位展开法[19]以及三频外差法[20]等。虽然负

指数展开法具有很高的展开精度,但是所需投影和

采集的条纹数较多,故展开过程较为复杂和耗时。
三频时间相位展开法具有原理简单、展开速度快的

优点。在三频时间相位展开法中,首先,将周期数为

t=1,s,s的正弦条纹图投影到被测物体表面,其
中s为条纹最大周期数。然后,从电荷耦合器件

(CCD)采集的三组变形条纹中计算出相应的截断相

位。t=1时的截断相位即为展开的连续相位,可以

用来指导其他两组截断相位的展开。然而,在噪声

较大的地方,该方法存在相位展开级次错误的问题。
此外,文献[21]对几种时间相位展开方法进行了详

细比较。文献[22]对常用的时间相位展开方法进行

了综述,包括多频展开法、多波长展开法等。
本文提出并详细研究了时空结合的三频时间相

位展开方法,简称改进的三频展开法,并对该方法的

可靠性和展开效率进行了研究。在所提方法的第一

套投影条纹中,用周期数大于1的条纹图代替周期

数为1的条纹图。设第一套条纹的周期数为s0,第
二套条纹图周期数为s1,第三套条纹的周期数为s,
且三者需要符合三频时间相位展开的要求。当改进

前后的方法中最高灵敏度条纹周期相同时,由于在

所提方法中三套条纹之间的频率倍数差减小,故相

位展开过程中噪声对展开的影响减小,三频时间相

位展开的可靠性和精度得到了提高。

2 基本原理

2.1 三频时间相位展开原理

三频时间相位展开法投影三组不同频率(t=1,

s,s)的相移条纹图到被测物体表面时,通过相移算

法来得到三组不同分辨率的截断相位图。在一定相

位误差范围内,对三幅截断相位图中的同名像素点

沿着时间轴方向进行展开,以得到正确的展开相位。
以N 步相移算法为例,投影三套不同频率的条

纹图到被测物体表面上,CCD采集的变形条纹图可

表示为

Ik,i(m,n)=A(m,n)+B(m,n)×

cos2πfkm+φk(m,n)+2π
i-1
N




 


 , (1)

式中:(m,n)表示CCD中的像素坐标;A(m,n)表
示背景强度;B(m,n)表示条纹对比度;fk 表示不

同的条纹频率;k=0,1,2表示条纹套数序号,用于

标记周期数为t=1,s,s的条纹;相位函数φk(m,
n)表示条纹的变形;i表示条纹相移次数。

获得的截断相位公式可表示为

φw,t(m,n)=

arctan
∑
N

i=1
Ik,i(m,n)sin2π(i-1)/N  

∑
N

i=1
Ik,i(m,n)cos2π(i-1)/N  

,(2)

当t=1时,条纹相应的截断相位φw,1(m,n)就是连

续相位,用φu(1)表示。当t=s时,条纹相应的截

断相位可简写成φw(s),展开相位用φu(s)表示。
当t=s时,条纹相应的截断相位可简写为φw(s),

展开相位用φu(s)表示。图1给出了t=1,s,
s(s=16)时的条纹图和对应截断相位图的某一行

剖面。
从获取的条纹中,也可以得到条纹图的调制度

函数M(m,n)。调制度函数的作用是评价相位计

算结果的可靠度,若某一点的调制度越大,则相位计

算结果越可靠。对于N 步相移算法,其截断相位图

中点(m,n)处的调制度定义为

M(m,n)= ∑
N

i=1
Ik,i(m,n)sin(2πi/N)  2+ ∑

N

i=1
Ik,i(m,n)cos(2πi/N)  2, (3)

由于条纹中阴影、欠采样或低信噪比区域处的截断

相位数据是不可靠的,故需要用调制度模板将这些

区域标识出来。

在实际的相位展开中,φu(s)和φu(s)的计算

0112006-2



研究论文 第42卷
 

第1期/2022年1月/光学学报

图1 条纹图及其对应截断相位图中某一行的剖面。(a)~(c)条纹图;(d)~(f)截断相位图中某一行的剖面
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公式为

φu(s)=φw(s)+2π×

  NINT sφu(1)-φw(s)
2π





 






φu(s)=φw(s)+2π×

  NINT sφu(s)-φw(s)
2π





 




 ,
















(4)

式中:NINT(·)表示取整函数。
对每个像素点沿时间轴进行最小二乘拟合,可

以得到拟合斜率[18]

ω̂=∑
3

k=1
vk-1φ(vk-1)∑

3

k=1
v2(k-1), (5)

式中:v=s。拟合斜率的标准差[18]为

σ̂ω =
σφ

12+s2
+s2

。 (6)

式中:σφ 为最大条纹灵敏度情况下的相位标准差。

展开相位Φ 可由拟合斜率ω̂ 乘以最大投影条

纹数s获得,即Φ=ω̂s。由此可见,三频展开过程只

需要进行两次计算:从t=1到t=s和从t=s到

t=s,展开原理简单且耗时短。
由(4)式可知,要得到正确的展开相位,两帧展

开相位间必须满足

vφu(1)-φw(s)
2π <0.5

vφu(s)-φw(s)
2π <0.5












。 (7)

  然而,当截断相位噪声较大时,展开过程中乘法

运算所带来的噪声放大可能会造成取整操作中的级

次错误。例如,要得到展开相位φu(s),需要用展

开相位φu(1)乘以v。若φu(1)中存在大小为δφ(1)
的噪声,那么在进行相位展开时,该噪声也会被相应

地放大v倍,其中δ表示噪声大小。若每一套条纹

图引入的噪声近似相同,那么(7)式可以写成

vδφw(vk)<π。 (8)
  由上述分析可知,在三频时间相位展开法中,s
取值越大,级次v就越大,展开可靠性就越低。
2.2 时空结合的三频时间相位展开原理

空间相位展开通过沿单帧截断相位图中的展开

路径进行加或减2njπ(nj∈Z)的方式来获得连续相

位。以一维截断相位φ展开为连续相位Φ 为例,上
述过程可以描述为

Φ(j)=φ(j)+2njπ
nj=NINT{[φ(j)-φ(j-1)]/2π+0.5}+nj-1

n0=0







 ,

(9)
式中:j表示采样点序号,j=0,…,N-1,其中N
是采样点总数;nj 表示条纹级次。

在(9)式所示的展开过程中,任何两个相邻抽样

点之间的相位变化应小于π,即必须满足抽样定理的

要求,每个条纹至少有两个抽样点,此时抽样频率大

于最高空间频率的二倍,否则将导致相位展开错误。
对于不完善的相位图,空间相位展开会导致相位误差
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在像素点间传递。当截断相位图中存在孤立区域时,
利用空间相位展开方式很难实现正确的相位展开。

所提方法提高了三频时间相位展开的可靠性,
具体做法为用周期数s0>1的条纹代替传统三频时

间相位展开法中周期数为1的条纹。设第一套条纹

的周期数为s0,最后一套条纹的周期数为s,二者比

值设置为

v20=
s
s0
, (10)

式中:v0表示三套投影条纹相邻条纹周期数之间的

倍率。此时,第二套条纹的周期数为

s1=v0·s0。 (11)
  由(2)式可知,

 

当t=s0 时,条纹的截断相位可

简写为φw(s0),相应的展开相位可根据(9)式求得,
用φu(s0)表示。当t=s1 时,条纹的截断相位可简

写成φw(s1),相应的展开相位用φu(s1)表示;当t=
s时,条纹的截断相位简写为φw(s),相应的展开相

位用φu(s)表示。由(4)式可知,φu(s1)和φu(s)的
计算公式为

φu(s1)=φw(s1)+2π×

  NINTv0φu(s0)-φw(s1)
2π




 




φu(s)=φw(s)+2π×

  NINTv02φu(s1)-φw(s)
2π




 

















, (12)

此时所提方法在相位展开过程中的误差允许范围

变为

δφw(t)<
π
v0
, (13)

此时相位误差允许范围会增大,即
v
v0=

s0。 (14)

  由于增大了第一套与第二套条纹的条纹周期

数,即条纹的等效波长降低,因此截断相位的计算精

度有所增加。与传统三频时间相位展开方法相比,
所提方法只需设计好第一套条纹的周期宽度。因

此,在两种方法都能正确展开相位的情况下,所提方

法得到的拟合斜率标准差更小,进而提高了相位展

开的精度。此外,在噪声较大时,所提方法仍然可以

得到可靠的展开结果,参考(5)式,可以得到此时的

拟合斜率为

ω̂B=
s0φu(s0)+s1φu(s1)+sφu(s)

s20+s21+s2
, (15)

此时拟合斜率对应的标准差为

σ'̂ω=
σφ

s20+s21+s2
。 (16)

  由于σφ 仅由最高频率的投影条纹决定,故当传

统三频时间相位展开法与所提方法的最高频率条纹

的周期数相同时,所提方法的拟合标准差相较传统

方法会略微减小,即

σ̂ω

σ'̂ω
=

s20+s21+s2

12+s2
+s2

。 (17)

  由(10)~(17)式的分析可知,所提方法通过增

加空间相位展开步骤,在最低频率的条纹能正确展

开的情况下,增大了 s0倍的相位误差允许范围,拓
宽了三频时间相位展开法的使用范围。

在所提方法中,当第一组最低频条纹的周期数

不小于2且物面非连续跳变引起的条纹变形不超过

半个条纹周期时,采用空间相位展开方法能够正确

展开低频的截断相位,并且得到的连续相位可用来

指导后续高频条纹的展开。由于空间相位展开结果

与所选取的展开起始点有关,故在实际应用时,需要

在最低频条纹的第一个周期处设置标记点,并且此

标记点需要出现在CCD采集的条纹图中。

3 计算机仿真

为了验证所提方法的有效性,进行了计算机仿

真。假设传统三频时间相位展开方法和所提方法的

最高频率条纹相同。如果将传统三频时间相位展开

方法中三组条纹周期数分别设为t=1,8,64,则所

提方法的条纹周期数可设为t=4,16,64和t=16,
32,64。在模拟过程中,通过四步相移的方式得到物

体的三维面形。计算机仿真中的变形条纹图可用

(1)式表示,此时i=1,2,3,4。将待测物体放置在

大小为512
 

pixel×512
 

pixel的像素空间中,其由矩

形台阶和圆台构成,如图2所示。

图2 计算机仿真中的待测物体

Fig 
 

2 Object
 

to
 

be
 

measured
 

in
 

computer
 

simulation

对比了不考虑噪声情况下两种方法对三种条纹
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频率的重建精度。利用传统三频时间相位展开法和 所提方法得到的变形条纹图如图3所示。

图3 无噪声情况下的变形条纹图。(a)~(c)当t=1,8,64时,利用传统三频时间相位展开法得到的变形条纹;
(d)~(f)当t=4,16,64时,利用所提方法得到的变形条纹;(g)~(i)当t=16,32,64时,利用所提方法得到的变形条纹

Fig 
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  利用传统三频时间相位展开方法和所提方法得

到的重建结果及误差分布如图4所示。可以发现,
在没有噪声的情况下,传统三频时间相位展开方法

和条纹周期数为t=4,16,64的所提方法都具有很

好的重建结果,而在条纹周期数为t=16,32,64的

所提方法的展开结果中出现了错误,原因是第一套

条纹的变形条纹图中某些相邻采样点之间的相位变

化超过了π,进而在使用空间相位展开时第一套变

形条纹的相位展开会出现错误。因此,在实际实验

中应根据待测对象的不同,选择满足抽样定理的

s0,使低频条纹能够被正确展开。

在模拟条纹中加入6%(噪声强度占信号强度

的百分比)的高斯白噪声后,利用两种方法得到的变

形条纹图如图5所示。
当有噪声时,对利用传统三频相位展开方法和

条纹周期数为t=4,16,64情况下的所提方法的重

建结果和重建误差进行了对比分析,结果如图6所

示。表1给出了利用两种方法得到的重建结果的误

差。可以发现,噪声使得传统三频相位展开过程中

的一些点出现级次误差,产生了毛刺,进而此时重建

结果误差较大。然而,所提方法在高噪声时依然能

够获得正确的物体高度信息。
表1 重建结果的误差

Table
 

1 Errors
 

of
 

reconstruction
 

results unit:mm

Method Standard
 

deviation Maximum
 

error Minimum
 

error
Traditional

 

three-frequency
 

temporal
 

phase
 

unwrapping
 

method 0.5849 111.6744 -110.6744
Proposed

 

method 0.2571 1.1099 -1.2044

  图7展示了当噪声从0增加到10%时,两种方

法的重建误差的标准差分布。当添加的噪声在0~
5%范围内时,噪声带来的相位计算误差在进行倍乘

后,没有超过(8)式给出的误差允许范围,此时利用

传统三频时间相位展开法与所提方法得到的重建结

果的误差标准差相差不大,所提方法只是略微提高

了测量精度。在噪声大于5%的情况下,利用传统

三频时间相位展开法展开某些点的相位时,计算误
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图4 在无噪声情况下,利用不同方法得到的重建结果及重建误差。(a)(b)传统三频时间相位展开法;
(c)(d)

 

t=4,16,64情况下的所提方法;(e)(f)
 

t=16,32,64情况下的所提方法

Fig 
 

4Reconstruction
 

results
 

and
 

reconstruction
 

errors
 

obtained
 

by
 

different
 

methods
 

in
 

case
 

of
 

no
 

noise 
 

 a  b 
 

Traditional
 

three-frequency
 

temporal
 

phase
 

unwrapping
 

method 
 

 c  d 
 

proposed
 

method
 

with
 

t=4 16 64 
              

 

 e  f 
 

proposed
 

method
 

with
 

t=16 32 64

图5 有噪声情况下的变形条纹图。(a)~(c)利用传统三频时间相位展开法得到的变形条纹;
(d)~(f)利用t=4,16,64的所提方法得到的变形条纹

Fig 
 

5 Deformed
 

fringe
 

patterns
 

with
 

noise 
 

 a -- c 
 

Deformed
 

fringe
 

patterns
 

obtained
 

by
 

traditional
 

three-frequency
temporal

 

phase
 

unwrapping
 

method 
 

 d -- f 
 

deformed
 

fringe
 

patterns
 

obtained
 

by
 

proposed
 

method
 

with
 

t=4 16 64

差超过了误差允许范围,在这些地方出现级次跳变

错误,进而展开结果中存在毛刺。然而,此时所提方

法仍能够进行正确的相位展开。由此可见,所提方

法只需增加一次空间相位展开的时间复杂度,而无

0112006-6
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图6 在有噪声情况下,利用不同方法得到的重建结果及重建误差。(a)(b)传统三频时间相位展开法;
(c)(d)

 

t=4,16,64情况下的所提方法

Fig 
 

6 Reconstruction
 

results
 

and
 

reconstruction
 

errors
 

obtained
 

by
 

different
 

methods
 

in
 

case
 

of
 

noise 
 a  b 

 

Traditional
 

three-frequency
 

temporal
 

phase
 

unwrapping
 

method 
 

 c  d 
 

proposed
 

method
 

with
 

t=4 16 64

图7 在不同噪声下,两种方法的重建误差的标准差分布

Fig 
 

7 Standard
 

deviation
 

distribution
 

of
 

reconstruction
errors

 

of
 

two
 

methods
 

under
 

different
 

noises

需增加条纹投影帧数,就可以提升在高噪声环境下

相位展开的稳定性。

4 实  验

为了验证所提方法的有效性,在投影条纹上人

为添加了噪声,采集到的三个频率的变形条纹如图

8所示。图8(a)~(c)为利用传统三频时间相位展

开法得到的三组变形条纹;图8(d)~(f)为利用所

提方法得到的三组变形条纹。当采用相同的相移算

法且利用相同的调制度模板来确定测量物面的有效

区域时,两种展开方法得到的重建结果如图9所示。

图8 利用不同方法得到的变形条纹图。(a)~(c)传统三频时间相位展开法;(d)~(f)所提方法

Fig 
 

8 Deformed
 

fringe
 

patterns
 

obtained
 

by
 

different
 

methods 
 

 a -- c 
 

Traditional
 

three-frequency
temporal

 

phase
 

unwrapping
 

method 
 

 d -- f 
 

proposed
 

method
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图9 利用不同方法得到的重建结果。(a)传统三频时间相位展开法;(b)所提方法;
(c)图9(a)的局部放大;(d)图9(b)的局部放大

Fig 
 

9 Reconstruction
 

results
 

obtained
 

by
 

different
 

methods 
 

 a 
 

Traditional
 

three-frequency
 

temporal
 

phase
 

unwrapping
method 

 

 b 
 

proposed
 

method 
 

 c 
 

local
 

magnification
 

of
 

Fig 
 

9 a  
 

 d 
 

local
 

magnification
 

of
 

Fig 
 

9 b 

图9(a)展示了利用传统三频时间相位展开方法得

到的重建结果,可以发现,在物面的右侧存在错误,
其局部放大如图9(c)所示,这表明展开过程中存在

条纹级次确定错误的现象。图9(d)为利用所提方

法得到的对应区域的重建结果。对比图9(c)和图9
(d)可知,所提方法在噪声较大情况下也能得到正确

的展开结果。
 

5 结  论

提出了时空相位展开相结合的改进三频时间相

位展开方法。用灵敏度大于1的条纹代替传统三频

时间相位展开法中灵敏度为1的条纹,通过空间相

位展开算法计算其展开相位,并利用该展开相位来

指导中频和高频截断相位图的展开。与传统三频时

间相位展开法相比,所提方法在最高条纹频率不变

的情况下,缩小了三个条纹之间的频率倍数差,减小

了相位展开过程中噪声对展开的影响,提高了三频

时间相位展开的可靠性和精度。
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