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摘要 以能量守恒定律为基础分析一种会聚光场的衍射积分公式,推导出以一个衍射源参考波面为半球面的衍射

积分公式的倾斜因子,给出一个计算焦平面上光场分布的表达式,并以虚拟矢量子波干涉解释会聚光场的衍射过

程。根据满足正弦条件的聚焦物镜对光波波面的变换特性,给出平坦波面光场经过物镜聚焦后的焦面光场计算表

达式,并以简单直角坐标偏振和简单柱面坐标偏振的拉盖尔-高斯光束聚焦特性为例说明该公式的应用。
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1 引  言

会聚波面为聚焦光学系统中的常见波面,在考

察单色会聚球面波通过圆孔衍射后在焦点附近的光

场特性时,由于忽略了衍射源波面上倾斜因子的影

响,惠更斯-菲涅耳(Huggens-
 

Fresnel)原理[1-2]由德

拜(Debye)积 分[2-4]或 里 查 德-沃 耳 夫(Richards-

Wolf)衍射积分公式[5]表达。
柱面坐标偏振光场由于具有一些如光镊子、粒

子加速和高分辨率成像等潜在的特殊应用,光场表

达和传输特性分析及其应用研究已成为热点课

题[6-11]。德拜积分或里查德-沃耳夫矢量衍射积分

公式常被用于各类偏振光束聚焦特性的数值计算和

模拟[10-15],由于忽略了衍射积分公式中的观察方倾
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斜因子,基于数值计算的电场强度或光强分布图成

为焦面光场的常用表达形式,但能够用于焦面光场

特性分析的解析函数较少。
本文以矢量光场特性和行波场辐射能量守恒为

基础分析适用于会聚光场特性分析的衍射积分公式,
将分析衍射问题的衍射源参考面设定于半球形波面,
将观察参考面设定于焦平面,推断出用于分析会聚光

场焦平面特性的衍射积分公式中的观察方倾斜因子,
观察方倾斜因子为观察方倾斜角余弦的平方根,并以

虚拟矢量子波相干叠加解释会聚光场的衍射过程。
根据聚焦物镜对光波波面的变换功能,当入射

平坦波面垂直于聚焦物镜的光轴时,满足正弦条件

的聚焦物镜的变迹(或切趾)因子[3,5]为物镜像方光

线倾斜角余弦的平方根,基于此给出一种平坦波面

光场经过满足正弦条件的聚焦物镜聚焦时的焦面光

场表达式,并以一个简单直角坐标偏振LG00 模高

斯(Gauss)光束和简单柱面坐标偏振LG10 模拉盖

尔(Laguerre)-高斯光束[9,16]的聚焦特性为例说明该

公式的应用。

2 观察方倾斜因子的选择

根据惠更斯原理[2]分析衍射过程,衍射源参考

面Σ 为会聚光场的半球形波面,波面曲率半径为

R,曲率中心为O',观察参考面Σ'为焦平面处的平

坦波面,它与直角坐标系的x'O'y'平面重合,如图1
所示。

图1 会聚波面衍射过程示意图

Fig.
 

1 Schematic
 

of
 

the
 

diffraction
 

from
 

converging
 

wave
 

front

  设衍射过程位于无源的各向同性均匀介质空间

区域,波长为λ的光波在区域中的电场和磁场分布

函数具有相同的表达形式,参考子波波矢k 与衍射

源参考点P 处光波波矢ks 的夹角为衍射源方倾斜

角θs,参考子波波矢k 与观察参考点P'处光波波矢

k0 的夹角为观察方倾斜角θo,并假设衍射积分公式

的倾斜因子K(θs,θo)由衍射源方倾斜角θs 和观察

方倾斜角θo 共同决定[16],根据惠更斯-菲涅耳原

理[2],当衍射源参考点P 与观察参考点P'之间的距

离L≫λ时,观察参考面Σ'上P'点的光场分布函数

U(P')可表达为

U(P')=∬
Σ

U(P)exp
(ikL)
iλL K(θs,θo)dσ, (1)

式中:U(P)为衍射源参考面Σ 上的光场分布函数,i
为虚数单位,k 为光波的波数,dσ 为衍射源参考面

的微面元。
 

若焦平面Σ'上的光场有效径向尺寸r'max较小,

衍射源波面Σ 的曲率半径R≫2r'2max/λ,衍射源参

考点P 处的光波波矢ks 与z 轴的夹角为θ',可借

鉴瑞利判断简化衍射源参考点 P(Rsin
 

θ'cos
 

φ,

Rsin
 

θ'sin
 

φ,-Rcos
 

θ')与观察参考点P'(r'cos
 

φ',

r'sin
 

φ',0)之间的距离L 的表达式,即L ≈R-
r'sin

 

θ'cos(φ-φ'),简化引起的误差远小于λ/4。
当R≫r'max时,衍射源方倾斜角θs≈0,观察方倾斜

角θo≈-θ',可以认为倾斜因子K(θs,θo)几乎与衍

射源方倾斜角θs 无关,只由观察方倾斜角θo 计算,
假设K(θo)为偶函数,有K(θs,θo)≈K(θo)≈K(θ')。

由于 衍 射 源 微 面 元 dσ=R2sin
 

θ'dθ'dφ,由
(1)式知,观 察 平 面 Σ'上 的 光 场 径 向 分 布 函 数

U(r',φ')可由衍射源参考半球面上的光场角向分

布函数U(R,θ',φ)表达为

U(r',φ')=
Rexp(ikR)

iλ ∫
π/2

0
 ∫
2π

0

K(θ')U(R,θ',φ)×

exp[-ikr'sin
 

θ'cos(φ'-φ)]sin
 

θ'dφdθ'。(2)

  采用场分布函数Um(r')表达两类偏振光场,

下标m 标注偏振类型[16]。m=0表示简单直角坐

标偏振光场,Um(r')代表光场的x 轴或y 轴分量,
或x 轴分量与y 轴分量的组合;m=1表示光场为
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简单柱面坐标偏振光场,Um(r')代表光场的径向或

角向分量,或径向分量和角向分量的组合。根据m
阶贝 塞 尔(Bessel)函 数Jm (α)的 积 分 形 式 表 达

式[17-19],观察参考平面Σ'上光场的径向空间频率表

达式f'r=sin
 

θ'/λ 及 其 微 分 形 式 表 达 式 df'r=
(cos

 

θ'/λ)dθ',观察平面Σ'上的两类偏振光场的径

向分布函数Um(r')可由衍射源参考半球面Σ 上的

光场角向分布函数Um(R,θ')表达为

Um(r')=

2πRλexp(iΦ)∫
�

0

K(θ')Um(R,θ')
cos

 

θ' circ(λf'r)×

Jm(2πr'f'r)f'rdf'r, (3)
式中,Φ=kR-(m +1)π/2为 相 位 延 迟,θ'=
arcsin(λf'r),用 于 θ' 和f'r 之 间 的 变 量 替 换,

 

circ(λf'r)为圆孔函数。
衍射源参考面为半球形波面,倾斜角θ'≤π/2,

焦面光场的径向空间频率f'r≤1/λ,(3)式中的圆孔

函数circ(λf'r)=1。
根据数学概念上的空间频谱定义,焦面光场的

径向空间频谱Sm(f'r)为场分布函数Um (r')的

m 阶汉克尔(Hankel)变换,根据汉克尔变换[9,16,20]

的性质,由(3)式知,焦平面光场的径向空间频谱可

表达为

Sm(f'r)=
RλK(θ')Um(R,θ')exp(iΦ)

cos
 

θ'
。 (4)

  根据帕斯瓦尔(Parseval)定理[1],基于参考平

面上光场径向分布函数Um(r')计算的焦面光场总

功率与基于数学概念上的径向空间频谱分布函数

Sm(f'r)计算的焦面光场总功率等效,由基于径向空

间频谱分布函数计算的光场总功率表达式[16]和

(4)式知,在观察参考平面Σ'上,焦面光场总功率

POP 的计算式为

POP=2πC0∫
�

0

R2λ2K2(θ')Um(R,θ')2

cos2θ' f'rdf'r,

(5)
式中:C0 常数[9,16],Um(R,θ')为光场分布函数

Um(R,θ')的模。
衍射源波面为半球面,当波面曲率半径R≫λ

时,波面的尺寸远大于λ,衍射源微面元dσ 上的能

流密度可由坡印亭(Poynting)矢量[2,21]时间平均值

计算,衍 射 源 微 面 元 上 的 光 场 功 率 dPDS =
C0 Um(R,θ')2dσ,由微面元dσ、空间频率f'r及其

微分形式df'r的表达式知,衍射源参考面Σ 上的光

场总功率PDS 可表达为

PDS=2πR2λ2C0∫
�

0

Um(R,θ')2

cos
 

θ' f'rdf'r。 (6)

  由(5)式和(6)式知,当且仅当衍射积分公式的

倾斜因子K(θ')=cos1/2θ'时,焦平面上的光场总功

率POP 等于半球形衍射源参考面上的光场总功率

PDS,满足能量守恒定律。
而当采用德拜积分或里查德-沃耳夫衍射积分

公式分析焦面光场特性时,由于未考虑子波干涉叠

加时的矢量特性,忽略了观察方倾斜角θo 对倾斜因

子K(θs,θo)的影响,认为倾斜因子 K(θ')=1,由
(5)式和(6)式知,基于 K(θ')=1计算的焦平面上

的光场总功率POP 大于半球形衍射源参考面上的

光场总功率PDS。
可见,对于半球形波面衍射源,在分析焦面光场

特性时,由于衍射源方倾斜 角θs≈0,倾 斜 因 子

K(θs,θo)由观察方倾斜因子K(θo)表达,观察方倾

斜因子的合理表达式为K(θo)=cos1
/2θo,基于该倾

斜因子表达的衍射场符合行波场辐射能守恒定律。
作为一种解释,本文以矢量光场干涉特性、惠更

斯-菲涅耳原理和能量守恒定律为基础,认为在观察

参考点P'处参加干涉叠加的虚拟子波为矢量形式

的子波,参考子波波矢k 方向、振幅为u(θo)的矢量

子波对P'处观察参考波面微面元dσ'法线(波矢ko

方向)上的能流贡献等效于振幅为u(θo)cos1
/2θo 标

量子波的贡献。以观察参考点 P'处振动方向为

O'y'平面内的某个子波电场E 为例,由于E、H 和k
三者互相垂直,当子波波矢k 与z 轴的夹角为θo
时,子波磁场H 在x'O'z'平面内,H 与z 轴的夹角

为π/2-θo,不同衍射源参考点P 产生的子波波矢

k 方向不同,即使子波电场E 方向相同,子波磁场

H 方向不同,在干涉叠加时的贡献也不同。若子波

波矢k 方向振幅为u(θo)的矢量子波能流密度为

s(θo),则它对P'处观察参考波面微面元dσ'法线方

向的能流贡献为能流密度在微面元法线上的分量

s(θo)cos
 

θo,与振幅为u(θo)cos1
/2θo 的标量子波的

能流贡献等效,表现为观察方倾斜因子 K(θo)=
cos1/2θo。

可见,衍射过程可以认为是虚拟矢量子波相干

叠加的过程。

3 平坦波面光场的聚焦特性

设像方焦距为f'的聚焦物镜的物、像双方介质
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均为空气,光场径向分布函数为Um(r)的平坦波面

简单直角坐标偏振光场或简单柱面坐标偏振光场与

聚焦物镜的物方焦面 ΣF 重合,如图1所示。若

Um(r)表达的平坦波面光场的径向尺寸较大,聚焦

物镜物方主面位于物方焦面光场的菲涅耳衍射深

区,聚 焦 物 镜 物 方 主 面 处 的 光 场 径 向 分 布 函 数

Um(rH)可表达为Um(rH)=Um(r)exp(ikf')。
若聚焦物镜的成像条件满足正弦条件,物方焦

面径向坐标r 与像方光线倾斜角θ'的关系为r=
f'sin

 

θ',聚焦物镜的变迹因子[3,5]a(θ')=cos1/2θ',
根据透镜对波面的变换特性,平坦波面光场经过聚

焦物镜变换后的光场波面为立体角小于2π球面度

的球冠面,当参考波面Σ 的顶点与聚焦物镜像方主

点重合时,波面曲率半径R=f',波面曲率中心与聚

焦物镜的像方焦点重合。若聚焦物镜的数值孔径为

NA,聚 焦 物 镜 的 最 大 像 方 孔 径 角 θ'max=
arcsin(NA),则 参 考 波 面 Σ 上 的 光 场 分 布 函 数

Um(R,θ')可由聚焦物镜的变迹因子a(θ')和物方

焦面处的光场分布函数Um(r)表达为

Um(R,θ')=circ
θ'

θ'max  Um(r)cos1
/2θ'exp[ik(f'+s)],

(7)
式中:s为聚焦物镜物、像双方主面之间的光程。

当聚焦物镜的焦距f'与像方焦面光场的有效

径向尺寸r'max关系满足f'≫2r'2max/λ 时,聚焦物镜

像方焦面的光场波面可近似为小平面,根据满足正

弦条件的聚焦物镜物、像双方的坐标变换关系,像方

焦面的空间频率f'r与物方焦面的径向坐标r 的关

系为f'r=r/(λf'),由于倾斜因子K(θ')=cos1/2θ',
由(3)式和(7)式知,聚焦物镜像方焦面的光场径向

分布函数Um(r')可表达为

Um(r')=
2π
λf'
exp(iΦ1)∫

�

0

circ r
rNA  ×

Um(r)Jm
2πr'r
λf'  rdr, (8)

式中:Φ1=k(2f'+s)-(m+1)π/2为相位延迟,

rNA=NA·f'为由聚焦物镜数值孔径NA 和焦距f'
决定的物方焦面光场最大径向尺寸。

当聚焦物镜物方焦面光场的最大径向尺寸大于

rNA 时,聚焦物镜的通光孔径限制参加变换的光场

径向 尺 寸,聚 焦 物 镜 像 方 焦 面 的 光 场 分 布 函 数

Um(r')为circ(r/rNA)Um(r)的 m 阶汉克尔变换

形式。
当聚焦物镜物方焦面光场的最大径向尺寸小于

rNA 时,圆孔函数circ(r/rNA)=1,根据满足正弦条

件的聚焦物镜物、像双方的坐标变换关系,物方焦面

的空间频率fr 与像方焦面的径向坐标r'的关系为

fr=r'/(λf'),聚焦物镜像方焦面的光场径向分布

函数Um(r')由物方焦面光场的径向频谱函数表

达为

Um(r')=
2π
λf'
exp(iΦ1)∫

�

0

Um(r)Jm(2πrfr)rdr。

(9)

  由帕斯瓦尔(Parseval)定理[1]、(9)式和空间频

率fr 与径向坐标r'的关系式知,基于径向分布函

数Um(r')计算的聚焦物镜像方焦面光场总功率等

于基于径向分布函数Um(r)计算的聚焦物镜物方

焦面光场总功率,满足能量守恒定律。
(8)式和(9)式与傅里叶光学导论[1]中基于菲涅

耳或傍轴近似条件下表达的傅里叶变换透镜的传输

特性[1]基本一致,(9)式与满足正弦条件的准直物镜

在数值孔径大于物方焦面最大径向空间频率与波长

乘积时的物、像双方焦面光场关系式[16]一致。可

见,观察方倾斜因子 K(θ')=cos1/2θ'具有合理性,
它与聚焦物镜的变迹因子a(θ')=cos1/2θ'将物、像
双方焦面光场的m 阶汉克尔变换关系从傍轴领域

推广到满足正弦条件的聚焦物镜领域。
若聚焦物镜物方焦面处的光场为平坦波面的简

单直角坐标偏振LG00 模或简单柱面坐标偏振LG10
模拉盖尔-高斯光束[22]束腰光斑,光场分布函数表

达为

Um(r)=Cm,1
1
ω0  r

ω0  
m

exp-
r2

ω2
0  , (10)

式中:Cm,1 为常数,ω0 为基模高斯光束束腰光斑

半径。
由(8)式和(10)式知,聚焦物镜像方焦面的光场

分布函数Um(r')可表达为

Um(r')=
2πCm,1

λf'
exp(iΦ1)∫

rNA

0

r
ω0  

m+1

×

exp-
r2

ω2
0  Jm

2πr'r
λf'  dr。 (11)

  当聚焦物镜的数值孔径NA≫ω0/f',且聚焦物

镜物方焦面的基模高斯光束瑞利距离zR≫f'时,由
(9)式和(10)式知,聚焦物镜像方焦面处的光场分布

Um(r')可表达为

Um(r')=Cm,1exp(iΦ1)
1
ω'0  r'

ω'0  
m

exp-
r'2

ω'20  ,
(12)
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式中,ω'=λf'/(πω0)为聚焦物镜像方焦面处的基

模高斯光束束腰光斑半径。
(12)式与傍轴条件下的高斯光束变换特性一

致,这表明观察方倾斜因子由观察方倾斜角余弦平

方根表达具有合理性。

4 结  论

根据矢量光场特性、能量守恒定律和空间频谱

理论分析衍射积分公式,推断出用于计算半球形波

面衍射源的焦面光场分布的衍射积分公式倾斜因子

K(θs,θo),由观察方倾斜角θo 表达为K(θs,θo)=
cos1/2θo,并基于此给出计算会聚波面的焦面光场分

布的表达式,表明衍射过程可以认为是虚拟的矢量

子波相干叠加的过程。结合聚焦物镜对光场的变换

功能,给出平坦波面光场经过满足正弦条件的聚焦

物镜后的焦面光场表达式,当物方焦面上的光场最

大径向尺寸小于NA·f'时,聚焦物镜像方焦面光场

分布函数与傍轴条件下的聚焦物镜像方焦面光场分

布函数一致,进一步论证了观察方倾斜因子为观察

方倾斜角余弦平方根的合理性。
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