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基于快速迭代有限差分强度传输方程的相位恢复
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摘要 强度传输方程(TIE)是用于非干涉相位恢复的重要手段之一。传统方法受限于输入图像的形状或收敛速

度,进而限制了TIE的普遍性和相位恢复效率。因此,提出了一种基于快速迭代有限差分法(FIFDM)的TIE相位

恢复方法。该方法在基于有限差分法(FDM)的TIE求解方法的基础上,考虑迭代过程中各点的相关性并引入松

弛因子来实现相位恢复。仿真和实验结果表明,与离散余弦变换(DCT)法、FDM 相比,所提方法具有更快的恢复

速度、更高的准确性和更强的抗噪性能。
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1 引  言

相位信息是诸多领域中不可或缺的信息,如光

学测量、电子和X射线显微、衍射成像[1-3]等。人眼

或光电探测器只能识别物体强度的变化而无法直接

识别相位的变化,故无法判断相位物体的厚度或折

射率的变化。因此,相位恢复在上述领域中显得尤

为重要,是定量相位成像研究的重要课题之一。纵
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观目前的定量相位成像技术,大致可以分为两类,即
干涉法[4-6]和非干涉法[7-8]。其中,干涉法经过数十

年的发展已日趋成熟,形成了如电子散斑干涉[9]、数
字全息[10-12]等分支。由于干涉法是基于干涉原理

的,故干涉法不仅对光源等质量要求较高,还需要复

杂的干涉装置,同时对测量环境的要求也较为苛刻。
然而,非干涉法是利用直接测量的强度信息来实现

相位恢复的,进而具有结构简单、适应性强等特点。
强度传输方程(TIE)是非干涉相位恢复中最具

代表性的方法之一,由 Teague[13]利用傍轴近似条

件下的亥姆霍兹方程推导而出,可利用格林方程

法[7,
 

14]、泽尔尼克多项式法[15]、快速傅里叶变换

(FFT)法
 [16-18]、多重网格法[19]等对其进行求解。

在诸多求解方法中,FFT法具有无需迭代、算法实

现简单、速度快、恢复效果良好的优点,从而被广泛

使用。但是,FFT法中假设有限信号是周期性的且

是重复的,而在实际中这种假设并不是普遍成立

的[18,20]。为此,有学者提出对图像进行镜像填充,
以满足周期性边界条件[21-22],但是这类方法未在物

理上获得证明,故在相位恢复方面的应用仍受到一

定的限制。之后,针对 FFT 法的边界伪影问题,

Zuo等[23-24]利用离 散 余 弦 变 换(DCT)法 来 求 解

TIE,实现了复杂边界条件下的高质量快速相位恢

复。因此,DCT法引起了广泛关注,并衍生了出多

种技术[25-27]。然而,为了将诺伊曼格林函数分解为

傅里叶余弦谐波的叠加,DCT法需假设输入图像为

正方形。虽然在增加软边界(孔径)约束条件后,

DCT法可适用于矩形输入图像,但是依然对矩形图

像的尺寸有严格的限制,故无法满足实际工程中输

入图像尺寸不同的需求。2018年,Zhang等[28]提出

利用有限差分法(FDM)来实现 TIE的数值求解。
与FFT法相比,FDM法的限定条件相对较宽松,故
在重建简单物体时能够达到较高的精度。此外,

FDM法能够较好地适应不同的边界条件,从而拥有

较好的延拓性,能够处理不同尺寸的矩形输入图像。
但是,在FDM法中每个像素点是独立迭代更新的,
未考虑相邻两次迭代相位变化的影响。因此,利用

FDM法处理较为复杂的物体或尺寸较大的图像时,
存在迭代收敛速度缓慢、相位恢复结果出现畸变的

问题,从而该方法目前处理的图像尺寸均较小,仅为

64
 

pixel×64
 

pixel。
纵观目前的研究成果,TIE数值求解方法的普

适性、准确性和有效性,很大程度上由限制性的预处

理、假设和预先信息等保证,并依赖于边界条件的严

苛性、输入图像的形状等。但是,上述限定条件在实

际中是难以同时严格满足的。因此,本文关注的是

在对输入图像的形状以及边界条件上进行适当兼

容,使TIE求解在相对FDM 有较大速度提升的前

提下,提高其相位恢复结果的准确度并能够具有较

强的普适性。
本文从分析FDM 的数学模型着手,通过利用

迭代过程各点的相关性并引入松弛因子,建立了快

速迭代有限差分法(FIFDM)的数学模型,实现了矩

形输入图像复杂相位的快速高精度重建。此外,将
利用所提方法得到的相位恢复结果与DCT、FDM
的相位恢复结果进行了比较。

2 基本原理

当平面波光束透过相位不均匀的物体时,光束

的波前会产生变化,在某些区域波前会发生会聚或

者发散现象,从而导致光强在传输过程中产生变化。

Teague在傍轴条件下对亥姆霍兹方程进行推导,建
立了相干光束纵向强度变化与相位之间的定量关

系,得到了TIE,即

�·(I·�φ)=-k∂I∂z
, (1)

式中:
 

I是聚焦面的强度分布;φ 是获得的物体相位

分布;k是波数,且k=2π/λ,λ 是入射光束的波长;

∂I/∂z是强度图在z轴上的导数。(1)式中的∂I/∂z
可利用两幅轻微离焦的相邻强度分布的微分近似形

式表示为

∂I
∂z≈

I(+Δz)-I(-Δz)
2Δz

, (2)

式中:Δz 为离焦距离;I(+Δz)与I(-Δz)分别表

示后焦面与前焦面的强度分布。本文中的实验对象

为相位物体,其光场强度分布是均匀的,进而(1)式
可以简化为

�2φ=-
k
I

I(+Δz)-I(-Δz)
2Δz




 


 , (3)

式中:�2为拉普拉斯算子,其表达式为

�2φ=
∂2φ
∂x2+

∂2φ
∂y2
。 (4)

  将(4)式表示成离散形式,即在x 和y 方向上

分别对φ 进行二阶有限差分近似

∂2φ
∂x2=φi+1,j -2φi,j +φi-1,j

Δx2

∂2φ
∂y2=φi,j+1-2φi,j +φi,j-1

Δy2












, (5)

式中:φi,j 表示网格点(i,
 

j)处的相位信息,其中i、
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j分别表示x 和y 方向的网格坐标;Δx 和Δy 分别

表示x 和y 方向上的差分间隔。由此可见,在实际

实验中,强度图像中单个像素的尺寸会影响差分的

效果。将(5)式代入(3)式可以得到

φi+1,j -2φi,j +φi-1,j

Δx2 +φi,j+1-2φi,j +φi,j-1

Δy2 ≈

-k I(+Δz)-I(-Δz)
2Δz




 


 。 (6)

  鉴于电荷耦合器件(CCD)等图像传感器的单个

像素形状均为方形,令Δx=Δy=h,将(6)式变形为

FDM的迭代求解表达式

φ
(n+1)
i,j ≈

1
4
· h2·k I(+Δz)-I(-Δz)

2Δz



 


 + 
φ
(n)
i+1,j +φ

(n)
i-1,j +φ

(n)
i,j+1+φ

(n)
i,j-1 , (7)

式中:φ
(n+1)
i,j 的上标为(i,j)点处的迭代次数;n=0,

1,2,…。
在传统FDM 中,当前点每一次的迭代结果都

只与上一次相邻点的迭代结果相关,而不是将每一

次得到的结果在所有点遍历结束后再更新,这造成

该方法的恢复结果精度不高且收敛速度缓慢,甚至

会发生无法收敛的情况。从(7)式中可以看出,每一

点处每一次的迭代结果都是与周围点相关的,进而

可以利用这一相关性,将每一次迭代的结果进行全

域更新以加快收敛速度。此外,每一点处每一次的

迭代结果与上一次的迭代结果也是具有相关性的。
因此,可通过引入松弛因子ω,并联系上一次该点的

迭代结果,调整本次的迭代结果,实现收敛速度的进

一步加快。基于上述思想,调整(7)式的表达形式,
可得到所提FIFDM的数学模型表达式

φ
(n+1)
i,j ≈

1
4-ω

· h2·k I(+Δz)-I(-Δz)
2Δz




 


 + 
φ
(n)
i+1,j +φ

(n+1)
i-1,j +φ

(n)
i,j+1+φ

(n+1)
i,j-1 -ω·φ

(n)
i,j 。

(8)

  从上述过程中可以看出,所提FIFDM 衍生自

FDM,采用逐点运算方式,从而能够较好地适应不

同的边界条件,且不受图像尺寸和形状的影响。此

外,与FDM 相比,所提FIFDM 是将每个像素点的

迭代更新延拓到整个像面,充分利用了像面各点的

互相关性以及目标点的自相关性。此外,所提方法

利用松弛因子对迭代结果进行修正,加快了收敛速

度。在迭代过程中,将每一轮迭代结果与上一轮迭

代结果进行比较,当两者误差值在给定的误差范围

内或迭代次数达到预设值[27]时,则认为本轮结果为

精确解,结束迭代并输出期望的相位恢复结果。
合理地利用每个点之间的相关性并选择合适松

弛因子,可达到快速收敛的效果。然而,需要注意的

是,只有在某些范围内,松弛因子才与求解速度和相

位信息的恢复精度成正比。松弛因子受制于物体表

面的相位梯度,当梯度过大时,相邻像素间的相关性

会减小,此时松弛因子应取小值。当松弛因子过大

时,会造成上一轮的迭代结果在新一轮的迭代结果

中所占比重过大,进而影响到相位信息的恢复效果

甚至会引起相位畸变。因此,松弛因子的取值范围

一般为0~2。
为了评 价 相 位 恢 复 质 量,利 用 均 方 根 误 差

(RMSE,
 

φRMSE)来衡量,其定义为

φRMSE=∑
M

m=0
∑
N

n=0

[φ(m,n)-φr(m,n)]2

M ×N
,(9)

式中:
 

φ 为原始相位;φr 为恢复相位;M 和N 为输

入图像的尺寸。RMSE越小,相位恢复质量越好。

3 仿真验证与分析
 

为验证所提方法的有效性,利用计算机进行仿

真验证。在仿真过程中,假设照明光源是波长为

572
 

nm 的 平 面 波,图 像 探 测 器 的 像 素 尺 寸 为

4.8
 

μm×4.8
 

μm,待测物体均为相位物体,生成的

聚焦图像的强度分布均匀。同时,利用角谱法[29]生

成两幅离焦图像,其强度分布分别为I(+Δz)和
I(-Δz),离焦距离Δz 为10

 

μm。为计算松弛因

子,首先利用二分法[30]确定松弛因子ω 的取值域。
然后,以0.0005步长搜索松弛因子ω 的取值域,以
确定RMSE最小时对应的ω 值。最后,确定ω 为

1.9885。当相邻迭代的相位误差绝对值的最大值小

于1
 

μrad时,认为迭代结果收敛,相位恢复过程

结束。
在第一个仿真中,待测相位物体聚焦分布在正

方 形 的 像 素 网 格 平 面 上,所 得 图 像 大 小 为

512
 

pixel×512
 

pixel,由二维peaks函数生成所得,
强度分布如图1(a)所示,相位分布如图1(b)所示。
可以看出,强度分布中是无法获得物体相位信息的。
在生成三幅强度图像(一幅聚焦、两幅离焦)后,利用

所提FIFDM进行相位恢复,并与DCT、FDM 的相

位恢复结果进行比较,如图2所示。可以看出,三种

方法均可重建出待测物体的相位,但是 DCT 和

FDM的相位重建误差较大。DCT的恢复结果不仅

存在较大的偏差,还产生了残差平面漂移现象,这是

图像尺寸较大且物体相对较复杂造成的。FDM 各
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点未利用迭代过程中自身的相位梯度变化信息,在
造成较大畸变的同时,产生了偏差和残差。虽然所

提FIFDM 的恢复结果在边界处残差较大,造成色

标幅度跨度较大,但是其沿图像中心对称分布,且集

中于边界处非常狭窄部分,故不影响恢复质量。此

外,主体部分残差的分布与物体的相位分布相关,没
有出现分散或集中现象,且数值非常小,即FIFDM
能够准确且无偏移地重建出待测物体的相位信息。

图1 聚焦在正方形网格平面上的相位物体的强度分布和相位分布。(a)强度分布;(b)相位分布

Fig 
 

1 Intensity
 

distribution
 

and
 

phase
 

distribution
 

of
 

phase
 

object
 

focused
 

on
 

square
 

grid
 

plane 

 a 
 

Intensity
 

distribution 
 

 b 
 

phase
 

distribution

图2 正方形输入图像的相位恢复结果。(a)~(c)相位分布;(d)~(f)残差分布

Fig 
 

2 Phase
 

retrieval
 

result
 

of
 

square
 

input
 

image 
 

 a -- c 
 

Phase
 

distribution 
 

 d -- f 
 

residual
 

error
 

distribution

  为 了 进 一 步 揭 示 所 提 算 法 的 优 越 性,利 用

DCT、FDM、FIFDM 分别重建具有不同图像尺寸

(128
 

pixel×128
 

pixel、256
 

pixel×256
 

pixel、

512
 

pixel×512
 

pixel,分别记为picture
 

1、picture
 

2、

picture
 

3)的待测物体。图3展示了利用 DCT、

FDM、FIFDM对不同图像尺寸的待测物体进行相

位恢复的计算时间与 RMSE。可以看出,与 DCT
相比,所提FIFDM 的耗时略有增加。与FDM 相

比,所提FIFDM的耗时明显缩减,即显著地提升了

相位恢复速度。同时,与DCT和FDM 相比,所提

FIFDM的RMSE值极小,即显著提升了恢复质量。
此外,随着图像尺寸的增大,所提FIFDM 的RMSE
值有减小趋势,出现该现象的原因是随着图像尺寸

的增大,对于相同待测物体,像素间相位分布的相关

性增强,抑制了恢复误差,算法稳定性得到了提升。
因此,所提算法适用于较大尺寸相位图像的恢复。
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图3 不同尺寸图像的相位恢复结果。(a)计算时间;(b)φRMSE

Fig 
 

3 Phase
 

retrieval
 

results
 

of
 

images
 

with
 

different
 

sizes 
 

 a 
 

Computing
 

time 
 

 b 
 

φRMSE

  在第二个仿真中,待测相位物体聚焦分布在

矩 形 的 像 素 网 格 平 面 上,所 得 图 像 大 小 为

480
 

pixel×320
 

pixel,强度分布如图4(a)所示,相
位分布如图4(b)所示。利用 DCT、FDM、FIFDM
恢复出的相位分布和残差图如图5所示,恢复相

位的 RMSE 值 分 别 为 9.6424×106,0.0452,

0.0059
 

rad。可以看出,对于矩形输入图像,DCT
的恢复结果中虽然保留了待测相位的形貌,但出

现了巨大的相位偏差和残差。此外,通过大量的

仿真后发现,DCT造成的偏差无规律可循,且无法

有效消除,这就意味着在实际应用中,DCT失效。

FDM可以较好地完成恢复工作,但恢复图像中仍

存在较大的畸变、偏差和残差。所提FIFDM 不仅

可以很好地完成相位图像恢复,还具有较小的残

差,且 主 要 集 中 分 布 在 边 缘 部 分,这 表 明 所 提

FIFDM具有较好的恢复质量和较强的普遍性。

图4 聚焦在矩形网格平面上的相位物体的强度分布和相位分布。(a)强度分布;(b)相位分布

Fig 
 

4 Intensity
 

distribution
 

and
 

phase
 

distribution
 

of
 

phase
 

object
 

focused
 

on
 

rectangular
 

grid
 

plane 

 a 
 

Intensity
 

distribution 
 

 b 
 

phase
 

distribution

  为了验证所提方法在噪声情况下的准确性和稳

定性,在图4所示的相位物体中加入伪随机加性噪

声,即

φnoise(x,y)=φ(x,y)+ϑrandom(x,y), (10)
式中:φnoise(x,y)为 加 入 噪 声 后 的 相 位 分 布;

ϑrandom(x,y)为 伪 随 机 加 性 噪 声,取 值 范 围 为

[-0.05
 

rad,
 

0.05
 

rad]。 利 用 DCT、FDM、

FIFDM恢复出的相位分布和残差图如图6所示,
恢 复 相 位 的 RMSE 值 分 别 为 2.8489×107,

0.0477,0.0166
 

rad。可以看出,虽然三种方法均

能保留待测相位的形貌,但是因为噪声的影响,三
种方法的恢复质量均有所下降。DCT的恢复结果

中出现了严重的相位偏差和残差。FDM的恢复结

果中存在较大的畸变、偏差和残差。所提FIFDM

的恢复结果中仅有较小的残差,且主要集中于边

缘部分,从而证明了所提方法具有较高的准确性

和较强的抗噪性能。
图7展示了噪声情况下不同离焦距离对恢复结

果的影响,恢复相位的RMSE值分别为0.0167
 

rad
(Δz=10

 

μm)和0.0159
 

rad(Δz=500
 

μm)。从图7
(b1)、

 

(b2)中可以看出,与Δz=10
 

μm 的情况相

比,Δz=500
 

μm时的强度轴向导数已经出现了模

糊,轮廓信息不再清晰明确。从7(d1)、
 

(d2)中可

以发现,与 文 献[31]中 的 结 果 相 同,选 取 Δz=
500

 

μm时虽然可显著提升恢复结果的信噪比,但是

会使得恢复结果的非线性误差增大,尤其是高频信

息丢失严重,主要表现在边缘部分。因此,在实验中

应合理选择离焦距离。
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图5 矩形输入图像的相位恢复结果。(a)~(c)相位分布;(d)~(f)残差分布

Fig 
 

5 Phase
 

retrieval
 

result
 

of
 

rectangular
 

input
 

image 
 

 a -- c 
 

Phase
 

distribution 

 d -- f 
 

residual
 

error
 

distribution

图6 加噪图像的相位恢复结果。(a)~(c)相位分布;(d)~(f)残差分布

Fig 
 

6 Phase
 

retrieval
 

result
 

of
 

noisy
 

image 
 

 a -- c 
 

Phase
 

distribution 
 

 d -- f 
 

residual
 

error
 

distribution
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图7 利用所提方法得到的在不同离焦距离下加噪图像的恢复结果。(a1)(a2)强度的轴向导数分布;
(b1)(b2)图7(a1)、(a2)中虚线框中区域的放大;(c1)(c2)相位恢复结果;(d1)(d2)残差分布

Fig 
 

7Retrieval
 

results
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images
 

at
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obtained
 

by
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result 
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error
 

distribution

4 实验结果与分析
 

为了进一步证明FIFDM 的优越性,在上述仿

真分析的基础上,利用实际实验进行验证。在实验

过程中,选取显微物镜的放大倍数为40,待测物为

红细胞。
在第一个实验中,待测物体分布在正方形的像

素网 格 平 面 上,所 得 图 像 大 小 为 256
 

pixel×
256

 

pixel。不同离焦距离处采集到的强度图如图8

(a)~(c)所示,DCT、FDM、FIFDM 的相位恢复结

果如图8(d)~(f)所示。可以看出,三种方法均能

很好地实现相位恢复,但与DCT和FDM 相比,所
提FIFDM 的 恢 复 结 果 中 边 缘 部 分 的 细 节 更 加

丰富。
在第二个实验中,待测物体分布在矩形的像素

网格 平 面 上,得 到 的 图 像 大 小 为 256
 

pixel×
380

 

pixel。不同离焦距离处采集到的强度图如图9
(a)~(c)所示,DCT、FDM、FIFDM 的相位恢复结
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果如图9(d)~(f)所示。可以看出,DCT法已经失

效,FDM和FIFDM 均能很好地实现相位恢复,但
由图3可知,与 FDM 相比,所提 FIFDM 的耗时

更短。

图8 不同离焦距离处的正方形强度图像和相位恢复结果。(a)(d)
 

Δz=-10
 

μm;(b)(e)
 

Δz=0;(c)(f)
 

Δz=10
 

μm
 

Fig 
 

8 Square
 

intensity
 

images
 

and
 

phase
 

retrieval
 

results
 

at
 

different
 

defocus
 

distances 

 a  d 
 

Δz=-10
 

μm 
 

 b  e 
 

Δz=0 
 

 c  f 
 

Δz=10
 

μm

图9 不同离焦距离处的矩形强度图像和相位恢复结果。(a)(d)
 

Δz=-10
 

μm;(b)(e)
 

Δz=0;(c)(f)
 

Δz=10
 

μm
 

Fig 
 

9 Rectangular
 

intensity
 

images
 

and
 

phase
 

retrieval
 

results
 

at
 

different
 

defocus
 

distances 

 a  d 
 

Δz=-10
 

μm 
 

 b  e 
 

Δz=0 
 

 c  f 
 

Δz=10
 

μm

5 结  论

在基于FDM的TIE求解方法的基础上,考虑

迭代过程中各点的相关性并引入松弛因子,建立了

基于FIFDM的TIE相位恢复模型,并将其相位恢

复结果与DCT、FDM的相位恢复结果进行了比较。
分析结果表明,与DCT法相比,所提方法不仅能够

准确地实现正方形输入图像的相位恢复,还能够准

确地实现矩形输入图像的相位恢复。与FDM 相

比,所提方法具有更快的恢复速度、更高的准确性和

更强的抗噪性能,从而具有更强的普适性。然而,所
提方法也存在局限性:1)所提方法将像素点迭代更

新延拓到整个像面,会将只存在于一个地方的噪声

或者误差扩散到整个像平面,造成测量精度的整体

下降;2)所提方法只关注了纯相位物体,而对于非纯

相位物体场景,在运用(2)式的差分近似时聚焦面强

度分布的梯度函数[32]会影响TIE求解。虽然引入

Teague辅助函数可以消除该影响,但是会将 TIE
求解变换成两次泊松方程求解,使运算变得复杂且

耗时。后续将对上述两个问题进行深入研究。
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