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摘要 旋转双棱镜用于目标跟踪时,其光束转向与棱镜旋转之间存在非线性关系。基于两步法解算两套棱镜角位

置逆向解,沿目标移动方向求其方向导数来计算棱镜转速与光束转向率的比值,分析不同指向目标沿不同方向移

动时的棱镜驱动和控制要求。结果表明:对于确定的旋转双棱镜系统,目标跟踪对棱镜驱动和控制要求只取决于

当前目标指向偏转角及目标移动方向与径向的夹角;目标沿切向或径向移动,将分别导致系统观测场中央区和边

缘区目标跟踪的棱镜旋转控制奇异性;目标跟踪对两棱镜旋转驱动和控制的要求存在微小差异,基于两套逆向解

的分析结果无显著差异。

关键词 光学器件;
 

旋转双棱镜;
 

目标跟踪;
 

非线性问题;
 

非近轴光线追迹

中图分类号 O439   文献标志码 A  doi:
 

10.3788/AOS202141.1823002

Nonlinearity
 

Problem
 

Analysis
 

of
 

Target
 

Tracking
 

Based
 

on
Rotational

 

Double
 

Prisms

Zhou
 

Yuan1 
 

Chen
 

Ying1􀆽 
 

Jiang
 

Guobao1 
 

Wang
 

Zhiyou1 
 

Zou
 

Yingchang1 
Fan

 

Shixun2 
 

Fan
 

Dapeng2 
 

Hu
 

Fangrong3
1College

 

of
 

Electronic
 

Communication
 

and
 

Electrical
 

Engineering 
 

Changsha
 

University 
Changsha 

 

Hunan
 

410022 
 

China 
2College

 

of
 

Intelligence
 

Science
 

and
 

Technology 
 

National
 

University
 

of
 

Defense
 

Technology 
Changsha 

 

Hunan
 

410073 
 

China 
3School

 

of
 

Electronic
 

Engineering
 

and
 

Automation 
 

Guilin
 

University
 

of
 

Electronic
 

Technology 
Guilin 

 

Guangxi
 

541004 
 

China

Abstract For
 

target
 

tracking
 

based
 

on
 

rotational
 

double
 

prisms 
 

the
 

relation
 

between
 

beam
 

steering
 

and
 

prism
 

rotation
 

is
 

nonlinear 
 

Based
 

on
 

the
 

two
 

groups
 

of
 

inverse
 

solutions
 

of
 

prism
 

orientations
 

derived
 

using
 

the
 

two-step
 

method 
 

the
 

directional
 

derivative
 

in
 

the
 

moving
 

direction
 

of
 

the
 

target
 

is
 

calculated
 

to
 

derive
 

the
 

ratio
 

of
 

the
 

rotational
 

speed
 

of
 

the
 

prisms
 

to
 

the
 

slewing
 

rate
 

of
 

beams 
 

which
 

is
 

used
 

to
 

discuss
 

the
 

requirements
 

of
 

tracking
 

targets
 

with
 

different
 

orientations
 

in
 

different
 

moving
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direction 
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may
 

result
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control
 

singularity
 

for
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inner
 

and
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of
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field
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regard 
 

respectively 
 

The
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of
 

target
 

tracking
 

for
 

driving
 

and
 

controlling
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the
 

rotation
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the
 

two
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are
 

slightly
 

different 
 

There
 

are
 

minor
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in
 

the
 

analysis
 

results
 

based
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groups
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inverse
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1 引  言

旋转双棱镜通过两块棱镜的共轴旋转来实现

光束 偏 转,可 用 于 光 束 或 成 像 视 轴 的 指 向 控

制[1-2]。在激光雷达、自由空间激光通信、激光制

导等领域[3-4],旋转双棱镜可用于激光光束扫描、
瞄准和目标跟踪。在空间观测、红外对抗、军事侦

察、安防监视、机器人视觉引导等领域,旋转双棱

镜可用于改变成像视轴[5],扩大搜索范围,实现目

标成像跟踪。旋转双棱镜因其结构紧凑、偏转角

度大、指 向 精 度 高、动 态 特 性 好、可 靠 性 高 等 优

点[6],在光束扫描、目标瞄准与跟踪等方面具有良

好的应用前景[7]。
旋转双棱镜用于目标跟踪时,需要驱动和控

制两棱镜的旋转来控制光束或成像视轴指向,使
其瞄准和跟踪目标。对于传统的万向框架型和反

射镜型束转机构,光束的转向角与各轴旋转角通

常为线性关系[8-9],这就简化了旋转部件的旋转控

制结构。而旋转双棱镜出射光束指向与两棱镜旋

转角位置之间的关系为非线性[10],故随目标移动

时其转向角与两棱镜旋转角之间呈非线性关系,
导致光束转向率(slewing

 

rate),即光束转向角速度

与棱镜转速间呈非线性关系。通过探究这些非线

性关系,可实现目标跟踪,为棱镜的旋转驱动控制

提供基础支撑数据。
旋转双棱镜出射光束指向与两棱镜旋转角位置

之间的非线性关系可归结为正向解和逆向解问题,
可用两步法、迭代法、查表法等得到远场精确解析解

或近场数值解[11-13]。已有研究较少涉及出射光束转

向角与棱镜旋转角,以及光束转向率与棱镜转速之

间的非线性问题。国外学者Ostaszewski等[14-16]提

出了这些非线性问题,并对衍生的控制奇异性问题

做了简单解释。中国科学院光电技术研究所的李锦

英团队在对旋转双棱镜闭环控制方法的探索中,将
非线性问题列为首要解决的问题之一[8,

 

17-18]。同济

大学的李安虎教授团队基于两步法分析了出射光束

径向和切向转向率,解释了系统观测场中央和边缘

区的控制奇异性问题[19]。2013年本课题组针对确

定的旋转双棱镜,在系统观测场密集采样目标指向,
利用两步法求得对应的棱镜旋转角位置值在系统观

测场内的分布情况;通过计算其梯度矢量场,估算满

足各指向点目标跟踪要求的最大棱镜转速及对应的

目标移动方向[20]。该工作虽定量探讨了目标跟踪

对棱镜旋转驱动和控制的要求,但仍存在不足,包
括:1)棱镜角位置梯度值并不精确等于棱镜转速与

光束转向率的比值;2)只分析了符合要求的最大棱

镜转速,未涉及不同移动方向目标跟踪的转速要求;

3)未能通过解析方法分析棱镜转速与光束转向率的

非线性关系。
本文针对径向、切向、任意方向移动目标的光

束偏转特点,采用棱镜转速与光束转向率的比值

来分析目标跟踪对棱镜旋转驱动和控制的要求。
首先,基于两步法反解棱镜的旋转角位置来推导

出棱镜转速的表达式,计算并分析光束转向角、转
向率及棱镜转速与光束转向率的比值;然后,分析

径向和切向移动目标光束偏转特点及其对棱镜转

速的要求;最后,将任意方向移动目标的光束转向

率分解为径向和切向分量,计算棱镜角位置方向

导数来推算棱镜转速与光束转向率之比,从而分

析不同指向目标沿不同方向移动时,目标跟踪对

棱镜旋转驱动控制的要求。

2 旋转双棱镜的棱镜旋转与出射光束

转向之间的关系

图1(a)为旋转双棱镜光束偏转系统示意图,
两折射棱镜Π1、Π2 可共轴独立旋转,坐标z轴为

其共同旋转轴,即系统光轴。棱镜 Π1 和 Π2 的折

射系数均为n,顶角均为α,旋转角位置分别表示

为ϕ1 和ϕ2,定义为棱镜薄端指向与x
 

轴正向之间

的夹角,朝y 轴正向旋转为正值。入射光束逆z
 

轴方向入射,出射光束指向用极坐标,即偏转角Φ
和极角Θ描述。通过改变ϕ1、ϕ2,可使出射光束在

系统能达到的最大偏转角Φm 界定的圆锥形观测

场内实现任意指向调整。本文分析Li[11]提出的

21-12型系统结构,即两棱镜主截面均为直角三角

形,其直角面均垂直于系统光轴并相互紧靠,如图

1(b)所示。
当目标在系统观测场内移动时,通过驱动两棱

镜旋转,可使系统出射光束或成像视轴指向目标并

随其移动而转向。为控制棱镜旋转以跟踪目标,需
明确棱镜旋转角与出射光束转向角,以及棱镜转速

与出射光束转向率之间的关系。
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图1 旋转双棱镜光束偏转系统示意图。(a)系统参数描述;(b)系统结构

Fig 
 

1 Schematic
 

for
 

rotational-double-prism-based
 

beam
 

steering
 

system 
 

 a 
 

Description
 

of
 

the
system

 

parameters 
 

 b 
 

system
 

arrangement

2.1 棱镜旋转角位置、旋转角度及转速

由系统出射光束的目标指向推算两棱镜的旋转

角位置,即为逆向解问题。可基于矢量形式的斯涅

耳定律进行非近轴光线追迹,用两步法解算得到棱

镜角位置的两套解析解。对于21-12型系统结构,
若极坐标表示的目标指向为(Φ,

 

Θ),
 

则第一套解

(ϕ1)C1、(ϕ2)C1 和 第 二 套 解 (ϕ1)C2、(ϕ2)C2 分 别

为[11,
 

21]
 

(ϕ1)C1=Θ-Θ0
(ϕ2)C1=Θ-Θ0+ Δϕ , (1)

(ϕ1)C2=Θ+Θ0
(ϕ2)C2=Θ+Θ0- Δϕ , (2)

Δϕ =arccos
1

a1tan
 

αa2+
1

2a2+cos
 

Φ  1-n
2-
a2+cos

 

Φ
cos

 

α  
2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁    , (3)

tan
 

Θ0=
a3sin

 

αsinΔϕ
a1+a3sin

 

αcosΔϕ
, (4)

a1=sin
 

αcos
 

α- n2-sin2α  
a2=- n2-sin2αcos

 

α+sin2α  
a3=- a1sin

 

αcosΔϕ -a2cos
 

α  + 1-n2+a1sin
 

αcosΔϕ -a2cos
 

α  2

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。 (5)

  对于确定的系统,棱镜折射系数n、顶角α均确

定,则可由(1)~(5)式计算得到目标指向(Φ,Θ)对
应的两棱镜角位置的两套解析解均为Φ、Θ 的非线

性函数。当系统出射光束随目标移动而转向时,两
棱镜角位置需相应改变,即棱镜旋转,其旋转角即为

出射光束始末指向对应的棱镜角位置之差,分别为

Δ(ϕ1)C1、Δ(ϕ2)C1、Δ(ϕ1)C2、Δ(ϕ2)C2。将这些旋转

角除以光束转向时间可得到两棱镜需要达到的转

速,即将(1)式和(2)式对时间求导,表达式为

(ω1)C1=
dΘ
dt-

dΘ0
dt

(ω2)C1=
dΘ
dt-

dΘ0
dt +

d Δϕ  
dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

, (6)

(ω1)C2=
dΘ
dt+

dΘ0
dt

(ω2)C2=
dΘ
dt+

dΘ0
dt -

d Δϕ  
dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

。 (7)

2.2 系统出射光束指向、转向角及转向率

系统出射光束在圆锥形三维空间内转动,其始

末指向可用单位方向矢量s1、s2 表示,其转向角ΔΨ
为s1 到s2 的角度,如图2(a)所示。在二维极坐标

平面,采用偏转角Ф 和极角Θ 来描述光束指向,采
用两个极坐标值的改变量ΔΦ、ΔΘ 来描述光束转向

角,如图2(b)所示。
始末指向s1、s2 的方向余弦分量可表示为
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图2 出射光束转向角ΔΨ。(a)三维空间光束转向示意图;(b)极坐标中光束转向示意图

Fig 
 

2 Slewing
 

angle
 

ΔΨ
 

of
 

outgoing
 

beam 
 

 a 
 

Schematic
 

for
 

beam
 

steering
 

in
 

three-dimensional
 

space 

 b 
 

schematic
 

for
 

beam
 

steering
 

in
 

polar
 

coordinate

K1=sin
 

Φcos
 

Θ
L1=sin

 

Φsin
 

Θ
M1=-cos

 

Φ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , (8)

K2=sin(Φ+ΔΦ)cos(Θ+ΔΘ)

L2=sin(Φ+ΔΦ)sin(Θ+ΔΘ)

M2=-cos(Φ+ΔΦ)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 。 (9)

  光束转向角ΔΨ 的大小可通过s1 和s2 的数量

积来计算,即

cos
 

ΔΨ=s1·s2=K1K2+L1L2+M1M2。
(10)

  将(8)式和(9)式代入(10)式,可得

ΔΨ=

arccoscos
 

ΔΦ-2sin
 

Φsin(Φ+ΔΦ)sin2
ΔΘ
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

 

。

(11)
由(11)式可知,光束转向角的大小不但依赖于光束

指向极坐标值的变化量ΔΦ、ΔΘ,还与光束的初始

指向偏转角Ф 有关。跟踪目标时,光束转向角ΔΨ
及转动方向需由目标路径按照始末指向来计算。将

光束转向角ΔΨ 除以光束转向时间可得光束转向

率ωslew。

2.3 棱镜转速与光束转向率之比

对于目标跟踪应用,需要分析目标连续平滑跟

踪所要求的棱镜转速,以便于评估目标跟踪对棱镜

驱动电机的驱动能力及棱镜旋转控制的要求。为

此,定 义 棱 镜 转 速 与 光 束 转 向 率 之 比 (M1)C1、
(M2)C1 及(M1)C2、(M2)C2,其表达式为

(M1)C1=
(ω1)C1
ωslew

=
Δ(ϕ1)C1
ΔΨ

(M2)C1=
(ω2)C1
ωslew

=
Δ(ϕ2)C1
ΔΨ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

, (12)

(M1)C2=
(ω1)C2
ωslew

=
Δ(ϕ1)C2
ΔΨ

(M2)C2=
(ω2)C2
ωslew

=
Δ(ϕ2)C2
ΔΨ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

。 (13)

  显然,棱镜转速与光束转向率之比表征了目标

跟踪应用对旋转双棱镜系统中驱动电机驱动能力及

棱镜旋转控制的要求。该比值越大,对驱动能力和

旋转控制的要求越高。
在传统万向框架型和反射面型光束偏转机构中,

转向角ΔΨ 通常与旋转部件的旋转角呈线性关系,其
光束转向率与旋转部件转速间的关系也是线性的,其
比值通常为恒定值。但对于旋转双棱镜系统,转向角

ΔΨ 与两棱镜旋转角Δϕ1、Δϕ2 之间并不存在线性关

系,光束转向率与两棱镜转速间的关系呈现非线性,
导致其比值为一个变值。当系统用于目标跟踪时,若
目标在系统观测场内的不同指向位置,或者在同一指

向位置但沿不同方向移动,则即使出射光束随目标偏

转相同角度ΔΨ,要求的棱镜旋转角Δϕ1、Δϕ2 也可能

不同。因此,针对不同目标指向位置和不同目标移动

方向,目标跟踪对棱镜转速的要求可能不同,即棱镜

转速与光束转向率的比值随目标指向位置和移动方

向的变化而改变。目标跟踪应用中,一些目标沿已知

的轨迹运动,另一些运动轨迹未知。不管哪种情况,
目标的指向位置时刻改变,其移动方向也可能时刻变

化。因此,应该结合目标的当前指向位置、目标的移

动方向来分析棱镜转速与光束转向率的比值变化。
 

3 旋转双棱镜出射光束指向随目标

径向和切向移动分析

3.1 出射光束指向随目标径向移动分析

沿径向移动的目标在平行于由出射光束和系统
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光轴确定的平面内运动,目标指向的极角Θ保持恒

定,即dΘ/dt=0,而偏转角Ф 随时间变化,如图3
所示。对比(6)式和(7)式可知

(ω1)C1=-(ω1)C2=-
dΘ0
dt

(ω2)C1=-(ω2)C2=-
dΘ0
dt +

d Δϕ  
dt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

,

(14)
式中:负号表示棱镜旋转方向相反。由(14)式可知,
当系统跟踪沿径向移动的目标时,对两套解分析的

棱镜转速大小要求相同,只是旋转方向相反。
由(11)式可知,由于ΔΘ=0,光束转向角ΔΨ=

ΔΦ,即光束转向角等于偏转角的改变量。这可以参

照图3,根据径向运动的特点理解。出射光束跟随

径向运动目标偏转,是在光束与系统光轴确定的平

面(子午面)内偏转,其转向角等于光束偏转角的改

变量。系统出射光束指向随沿径向移动的目标光束

的转向率(ωslew)R 为

(ωslew)R=
ΔΨ
Δt =

dΦ
dt
。 (15)

图3 径向移动目标指向的转向角ΔΨ。(a)三维空间光束转向示意图;(b)极坐标中光束转向示意图
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图4 径向移动目标跟踪中棱镜转速与光束转向率之比。(a)玻璃棱镜系统;(b)锗棱镜系统
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  将(14)式和(15)式代入(12)式和(13)式,可得

两棱镜转速与光束转向率之比:

(M1)C1=-(M1)C2=-
dΘ0
dΦ

(M2)C1=-(M2)C2=-
dΘ0
dΦ +

d Δϕ  
dΦ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

。

(16)
对于任一光束偏转角Ф,可由(3)式和(4)式推算出

Θ0 和 Δϕ 随光束偏转角Ф 的变化关系,然后将其

对Ф 求导,代入(16)式即可求得两棱镜转速与光束

转向率之比。

本研究分析了作为可见光和红外波段光束偏转

应用典型例子的玻璃和锗材料的旋转双棱镜。玻璃

棱镜材料为K9玻璃,在587.6
 

nm波长下的折射系

数n=1.5163[22],棱镜顶角α=10°,可计算得到系

统的最大偏转角Φm=10.61°。锗棱镜在11
 

μm波

长下的折射系数n=4.0[23],顶角α=8°,可计算得

到系统的最大偏转角为Φm=67.489°。图4(a)、
(b)分别展示了玻璃棱镜和锗棱镜系统的棱镜转速

与光束转向率之比。可以看出,(M1)C1、(M2)C1 的

绝对值随Ф 的增加而增大。当Ф 接近最大值Φm,
即系 统 跟 踪 目 标 到 达 观 测 场 边 缘 时,(M1)C1、
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(M2)C1 的绝对值急剧增加直至趋向无穷。对比锗

棱镜和玻璃棱镜的分析结果可知,锗棱镜系统的棱

镜转速与径向光束转向率的比值比玻璃系统的小得

多。这是因为锗的折射系数大,偏转力大,在同样的

棱镜转速下,出射光束转向角大。

3.2 出射光束指向随目标切向移动分析

对于沿切向移动的目标,出射光束指向的极角

Θ随时间改变而偏转角Ф 保持恒定,如图5所示。
由(3)~(5)式可知,对于确定的旋转双棱镜系统,

Θ0 和Δϕ只取决于光束的偏转角Ф,与极角Θ无

关。故对于切向移动的目标,Θ0 和Δϕ不随时间变

化,即dΘ0/dt=0,d(Δϕ )/dt=0。故由(6)、(7)
式可知,无论针对哪套逆向解,棱镜Π1 和Π2 的转

速都要求等于dΘ/dt,即
(ω1)C1=(ω2)C1=(ω1)C2=(ω2)C2=dΘ/dt。

(17)
该结果可以做如下解释:当光束随沿切向运动的目

标偏转时,光束偏转角不变,两棱镜保持相对旋转方

位不变,一起随目标旋转,因此两棱镜的转速均等于

光束极角的变化率。

图5 切向移动目标指向的转向角ΔΨ。(a)三维空间光束转向示意图;(b)极坐标中光束转向示意图
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  由(11)式可知,由于出射光束跟随沿切向移动

的目标偏转时偏转角Ф 不变,即ΔΦ=0,则光束转

向角可表示为

cos
 

ΔΨ=1-2sin2Φsin2
ΔΘ
2  。 (18)

  在分析出射光束瞬时转向率时,其极角及转向

角改变量ΔΘ、ΔΨ 均很小,对(18)式的正弦、余弦因

子 作 小 角 近 似,即 cosΔΨ ≈ 1- (ΔΨ )2/2,

sin(ΔΘ/2)≈ΔΘ/2,则可得

ΔΨ/ΔΘ=sin
 

Φ。 (19)
即系统出射光束指向随目标作切向移动的光束的转

向率(ωslew)T 可表示为

(ωslew)T=sin
 

Φ·(dΘ/dt)。 (20)

  将(20)、(17)式代入(12)、(13)式,可得到两棱

镜转速与光束转向率之比:

(M1)C1=(M2)C1=(M1)C2=(M2)C2=
1
sin

 

Φ
。

(21)
因此,对于切向运动目标的跟踪,棱镜转速与光束转

向率之比仅取决于光束的偏转角,而与系统本身

无关。
图6展示了切向运动目标跟踪中棱镜转速与

图6 切向运动目标跟踪中棱镜转速与光束转向率之比的变化
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光束转向率之比随目标光束偏转角的变化关系。
目标光束偏转角越小,比值越大,连续平滑跟踪对

棱镜驱动和控制的要求越高。对于在系统观测场

中心,即系统光轴附近作切向运动的目标,系统出

射光束的偏转角较小,导致棱镜转速与光束转向

率比值很大,棱镜驱动和控制难度较大。这可以

参照图5,根据切向运动的特点理解:当目标光束

偏转角较小时,出射光束随目标沿着较小半顶角

(即偏转角Ф)的圆锥面绕系统光轴旋转。棱镜转

速始终等于光束极角的变化率,而光束转向角很
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小(最大仅为2Ф),光束转向率小,导致棱镜转速

与光束转向率的比值很大。

4 旋转双棱镜出射光束指向随目标沿

任意路径移动的分析

当系统出射光束随目标沿任意路径移动时,光
束转向率及要求的两棱镜转速均与目标的当前指

向、目标的移动方向有关。需要根据目标移动轨迹,
分析轨迹上指向点在观测场中的位置以及此时目标

移动方向来计算棱镜转速与光束转向率之比。
为不失一般性,假设出射光束跟随目标从一个

指向s1 转向临近的另一指向s2,光束偏转角和极角

改变一个小角度ΔΦ、ΔΘ,如图7所示。光束转向率

可先由(11)式算出光束转向角ΔΨ 后,再除以光束

转向时间得到。可以看出,不同的光束转动方向对

应不同的ΔΦ、ΔΘ 值,从而得到不同的光束转向率。
光束瞬时转向率可定义为转向时间Δt无穷小时的

转向率,表示为

ωslew=lim
Δt→0

ΔΨ
Δt  。 (22)

此时,光束转向角ΔΨ 以及光束偏转角和极角的改

变量ΔΦ、ΔΘ 均为无穷小。在(11)式中,将这些角

度的正弦和余弦值应用小角近似,即

cos
 

ΔΨ ≈1-(ΔΨ)2/2
cos

 

ΔΦ ≈1-(ΔΦ)2/2
sin(ΔΘ/2)≈ΔΘ/2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 , (23)

可得

ΔΨ ≈ Δ2Φ+(sin
 

Φ·ΔΘ)2。 (24)

  分析(24)式和(22)式并对照(15)式和(20)式可

知,光束瞬时转向率可分解为径向转向率(ωslew)R
和切向转向率(ωslew)T,即在径向存在关系

dΦ
dΨ  R=1, (25)

在切向存在关系

dΘ
dΨ  T= 1

sin
 

Φ
。 (26)

图7 出射光束瞬时转向率的分解。(a)三维空间光束转向示意图;(b)极坐标中光束转向示意图
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  若目标在观察场中的移动方向与径向的夹角为

θ,系统出射光束跟随目标旋转时,要求的棱镜转速

与光束转向率之比即为棱镜旋转角位置函数在观测

场内沿目标移动方向的方向导数。联合(12)、(13)
式和(25)、(26)式求解,可得到棱镜转速与光束转向

率之比:

(M1)C1=
d(ϕ1)C1
dΨ =

∂(ϕ1)C1
∂Φ

·ΔΦ
ΔΨ +

∂(ϕ1)C1
∂Θ

·ΔΘ
ΔΨ =

∂(ϕ1)C1
∂Φ

·cos
 

θ+
∂(ϕ1)C1
∂Θ

·sin
 

θ
sin

 

Φ
, (27)

(M2)C1=
d(ϕ2)C1
dΨ =

∂(ϕ2)C1
∂Φ

·ΔΦ
ΔΨ +

∂(ϕ2)C1
∂Θ

·ΔΘ
ΔΨ =

∂(ϕ2)C1
∂Φ

·cos
 

θ+
∂(ϕ2)C1
∂Θ

·sin
 

θ
sin

 

Φ
, (28)

(M1)C2=
d(ϕ1)C2
dΨ =

∂(ϕ1)C2
∂Φ

·ΔΦ
ΔΨ +

∂(ϕ1)C2
∂Θ

·ΔΘ
ΔΨ =

∂(ϕ1)C2
∂Φ

·cos
 

θ+
∂(ϕ1)C2
∂Θ

·sin
 

θ
sin

 

Φ
, (29)

(M2)C2=
d(ϕ2)C2
dΨ =

∂(ϕ2)C2
∂Φ

·ΔΦ
ΔΨ +

∂(ϕ2)C2
∂Θ

·ΔΘ
ΔΨ =

∂(ϕ2)C2
∂Φ

·cos
 

θ+
∂(ϕ2)C2
∂Θ

·sin
 

θ
sin

 

Φ
。 (30)
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  对照(1)、(2)式并考虑到Θ0、Δϕ 均只与Φ 有

关而与Θ 无关,可知

∂(ϕ1)C1
∂Φ =-

∂(ϕ1)C2
∂Φ =-

dΘ0
dΦ

∂(ϕ1)C1
∂Θ =

∂(ϕ1)C2
∂Θ =1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

, (31)

∂(ϕ2)C1
∂Φ =-

∂(ϕ2)C2
∂Φ = -

dΘ0
dΦ +

d Δϕ  
dΦ

∂(ϕ2)C1
∂Θ =

∂(ϕ2)C2
∂Θ =1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

。

(32)

  仔细分析(27)~(30)式可知,(M1)C1、(M2)C1、
(M1)C2、(M2)C2 只与Ф、θ有关,而与Θ 无关,说明

对于相同偏转角而不同极角指向上的目标,目标跟

踪对棱镜旋转驱动和控制的要求相同。目标指向的

当前偏转角不同,或目标沿不同方向移动(即θ不

同),目标跟踪时对棱镜旋转驱动和控制的要求

不同。
分析目标跟踪对棱镜旋转驱动和控制的要求

时,可由(3)、(4)式推算出Θ0 和Δϕ 随光束偏转角

Ф 的变化关系,并将其对Ф 求导,得到dΘ0/dΦ、

d(Δϕ )/dΦ 的值,和θ值一起先后代入(31)、(32)
式以及(27)~(30)式,即可求出(M1)C1、(M2)C1、
(M1)C2、(M2)C2。由这些比值的大小可比较不同偏

转角、不同移动方向目标跟踪对棱镜旋转驱动和控

制的要求。
图8、图9所示分别为针对第一套和第二套逆

向解,玻璃棱镜系统用于目标跟踪时要求的棱镜转

速与光束转向率之比随目标指向偏转角Ф 的变化。
比较图8、图9的相应子图,可对比分析基于第一套

和第二套逆向解的计算结果。可以看到:各相应子

图中实线和虚线位置相互对换,即基于第一套逆向

解计算得出的(M1)C1 与基于第二套逆向解计算得

出的(M2)C2 随目标指向偏转角Ф 的变化大致相

同,而基于第一套逆向解计算得出的(M2)C1 与基于

第二套逆向解计算得出的(M1)C2 随目标指向偏转

角Ф 的变化也大致相同。因此,旋转双棱镜用于目

标跟踪时,无论基于哪套逆向解来跟踪目标,对棱镜

旋转驱动和控制的要求无显著差异,只是两块棱镜

的转速与光束转向率比值要求相互交换。
分别比较图8和图9中θ值相差180°的两幅子

图,此时目标移动方向相反,类似于图10中的方向

D1 与方向D3、方向D2 与方向D4,(M1)C1、(M2)C1
或(M1)C2、(M2)C2 值在两对应子图中符号相反而

绝对值相等,说明两种情况下对两棱镜旋转驱动控

制的要求相同,仅旋转方向相反。
在图8(a)、(b)或图9(a)、(b)中θ为0°和180°,目

标沿径向移动,所得结果与图4(a)相同,即(M1)C1、
(M2)C1、(M1)C2、(M2)C2 的绝对值随目标指向偏转角

Ф 的增大而增加。当Ф 接近最大值Φm 时,其值急剧

增加直至趋向无穷大,即系统观测场边缘区域存在控

制奇点。
在图8(g)、(h)或图9(g)、(h)中θ 为90°和

270°,目标沿切向移动,所得结果与图6类似,即
(M1)C1、(M2)C1、(M1)C2、(M2)C2 的绝对值随目标

指向偏转角Ф 的减小而增加。对于在系统观测场

中心附近区域,即系统光轴附近作切向运动的目标,
由于系统出射光束的偏转角Ф 趋于0,因此棱镜转

速与光束转向率的比值趋向无穷大,即系统观测场

中央区域存在控制奇点。
在图8或图9的其他子图中,目标运动包含径向

和切向分量。当目标在系统观测场边缘区域时,径向

运动分量导致棱镜转速与光束转向率的比值急剧增

大;当目标在系统观测场中心附近区域时,切向运动

分量导致棱镜转速与光束转向率的比值急剧增大。
系统观测场边缘区域和中央区域均存在控制奇点。

比较图8或图9的子图(c)(θ=30°)和(k)(θ=
150°)、(e)(θ=60°)和(i)(θ=120°)、(d)(θ=210°)
和(l)(θ=330°)、(f)(θ=240°)和(j)(θ=300°)可知,
所对比的两图中实线和虚线位置相互对换,即一子

图中的(M1)C1 值与另一子图中的(M2)C2 值随目标

指向偏转角Ф 的变化大致相同。虽然图8、图9只

针对几种夹角展示了以上变化规律,但大量的计算

结果表明,若目标移动方向与径向的夹角θ相同,以
上规律均成立。因此,旋转双棱镜用于目标跟踪时,
对于相同偏转角Ф 指向上的目标,在与径向夹角相

同的目标运动方向(如图10中的方向D1、方向D2、
方向D3、方向D4)上,对棱镜旋转驱动和控制的要

求大致相同,只是两块棱镜的转速与光束转向率的

比值要求相互交换,或者棱镜的旋转方向相反。
 

归纳上述研究结果,可对旋转双棱镜目标跟踪

应用中棱镜转速与光束转向率的比值随目标指向及

运动方向的变化进行总体分析,且只需计算目标指

向偏转角Ф 在0~Φm 内变化、目标移动方向与径

向夹角θ在0°~360°变化时棱镜转速与光束转向率

之比的变化。需要关注的是该比值的大小,故只需

比较其绝对值。针对玻璃棱镜系统,以等值线展示

了(M1)C1、(M2)C1、(M1)C2、(M2)C2的绝对值随目
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图8 玻璃棱镜系统用于目标跟踪时要求的棱镜转速与光束转向率之比(对于第一套逆向解)。(a)
 

θ=0°;(b)
 

θ=180°;
(c)

 

θ=30°;(d)
 

θ=210°;(e)
 

θ=60°;(f)
 

θ=240°;(g)
 

θ=90°;(h)
 

θ=270°;(i)
 

θ=120°;(j)
 

θ=300°;(k)
 

θ=150°;(l)
 

θ=330°
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标指向偏转角Ф 及运动方向相对于径向的夹角θ
的变化(图11)。图11(a)展示的(M1)C1 与图11(d)
展示的(M2)C2 的等值线大致相同,而图11(b)展示

的(M2)C1 与图11(c)展示的(M1)C2 的等值线大致

相同。这再次说明,无论基于哪套逆向解来跟踪目

标,对棱镜旋转驱动和控制的要求无显著差异,只是

两棱镜的转速与光束转向率的比值要求互换。

在图11各子图的A 点附近区域,棱镜转速与

光束转向率的比值较大,这是因为该区域目标指向

偏转角Ф 较小,目标在系统观测场中央区,即系统

光轴附近,而目标运动方向相对于径向的夹角θ趋

向90°和270°,即运动方向趋向切向,导致棱镜旋转

驱动和控制的难度增大。在图11各子图的B 点附

近区域,棱镜转速与光束转向率的比值也较大,这是
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图9 玻璃棱镜系统用于目标跟踪时要求的棱镜转速与光束转向率之比(对于第二套逆向解)。(a)
 

θ=0°;(b)
 

θ=180°;
(c)

 

θ=30°;(d)
 

θ=210°;(e)
 

θ=60°;(f)
 

θ=240°;(g)
 

θ=90°;(h)
 

θ=270°;(i)
 

θ=120°;(j)
 

θ=300°;(k)
 

θ=150°;(l)
 

θ=330°
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因为该区域的目标指向偏转角Ф 较大,目标在系统

观测场边缘,而夹角θ趋向0°、180°和360°,即运动

方向趋向径向,从而增加了棱镜旋转驱动和控制的

难度。
通过对比图11(a)、(b),或比较图11(c)、(d),

可整体比较两棱镜的旋转和驱动控制要求。将图

11(b)展 示 的(M2)C1 等 值 线 图 垂 直 翻 转,即 与

图11(a)展示的(M1)C1 等值线图大致相同。同样,
将图11(d)展示的(M2)C2 等值线图垂直翻转,即与

图11(c)展示的(M1)C2 等值线图类似。这说明目

标沿着θ方向移动时一棱镜的转速和光束转向率之

比,与目标沿着360°-θ方向移动时另一棱镜的转

速和光束转向率之比相等。总体来看,为在整个系

统观测场内跟踪目标,对两棱镜旋转驱动和控制的
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图10 与径向夹角θ相同的目标运动方向

Fig 
 

10 Moving
 

direction
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target
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same
 

angle
θ

 

to
 

radial
 

direction

要求相同。
图12(a)展示了针对玻璃棱镜系统,旋转双棱

镜用于目标跟踪时要求的棱镜转速与光束转向率之

比的最大值 M m,对于(M1)C1、(M2)C1、(M1)C2、
(M2)C2,M m值随Ф的变化曲线大致重合,其细

微差异展示于图12(b)。由图12(a)可知,当Ф 趋

于0°,即目标靠近系统光轴,或者当Ф 趋向系统最

大偏转角,即目标靠近系统观测场边缘,要求的棱

镜转速与光束转向率之比趋向无穷大时,棱镜旋

转驱 动 和 控 制 困 难。在 图12(b)中,Δ(M2)C1、

Δ(M1)C2、Δ(M2)C2 分别为 (M2)C1 、(M1)C2 、
(M2)C2 的最 大 值 与 (M1)C1 的 最 大 值 之 差。

可知,Δ(M1)C2 恒为零,而 Δ(M2)C1 与 Δ(M2)C2
相 等,说 明 基 于 两 套 逆 向 解 的 分 析 结 果 相 同。

Δ(M2)C1 和Δ(M2)C2 不为零,但其值较小,说明目

标跟踪对第二块棱镜旋转驱动控制的要求相对第一

块棱镜略有不同,但差异较小。图12(c)展示了对

应的目标运动方向与径向的夹角θ的变化趋势。可

以看出,当Ф 值较小时,棱镜转速与光束转向率之

比的最大值出现在夹角θ趋近90°或270°的目标运

动方向,即切向。随着Ф 值增大,对应的夹角θ逐

渐趋向0°、180°和360°,即径向。

图11 棱镜转速与光束转向率之比的绝对值随Ф 及θ的变化(针对玻璃棱镜系统)。
(a)

 

(M1)C1 ;(b)
 

(M2)C1 ;(c)
 

(M1)C2 ;(d)
 

(M2)C2
Fig 
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  本研究的意义体现在能从理论上解释相关文

献提出的非线性、奇异性现象,并提出解析分析方

法。关于系统观测场中央区域出现的奇异性问

题,文献[12-16]中描述的现象和规律与本文通过

解析方法分析的结果一致。关于边缘区域出现的

奇异性问题,文献[19]中的仿真结果也与本文分

析结果相符。本文通过计算棱镜角位置的方向导

数,推算和分析棱镜转速与光束转向率的比值,定
量分析目标跟踪中的非线性问题。该方法不仅能

针对沿径向或切向移动的目标,还可针对沿任意

方向移动的目标,分析目标跟踪对棱镜旋转驱动

和控制的要求。
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图12 目标跟踪时要求的棱镜转速与光束转向率之比的最大值 M m 及其对应的θ值(针对玻璃棱镜系统)。

(a)要求的最大M 值;(b)要求的最大M 值之差;(c)要求的最大M 值对应的θ值

Fig 
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5 结  论

基于两步法反解得到的两套棱镜角位置逆向

解,根据沿径向、切向、任意方向移动的目标光束偏

转特点,通过计算棱镜角位置的方向导数来推算和

分析棱镜转速与光束转向率的比值,分析目标跟踪

对棱镜旋转驱动和控制的要求。结果表明,对于确

定的旋转双棱镜系统,目标跟踪对棱镜旋转驱动和

控制的要求只决定于目标指向的当前偏转角以及目

标的移动方向,而与目标指向的当前极角无关。对

于相同偏转角指向上的目标,目标跟踪对棱镜旋转

驱动控制的要求只取决于目标移动方向与径向的夹

角大小。系统跟踪目标靠近观测场中心和边缘时,
目标沿切向、径向移动,将分别导致棱镜转速与光束

转向率之比急剧增加直至无穷大,棱镜旋转驱动控

制出现奇异性。研究还发现,基于两套逆向解的分

析结果无明显差异。为在整个系统观测场内跟踪目

标,对两棱镜的旋转驱动和控制要求略有不同,但差

异较小。本文通过解析方法定量分析光束转向与棱

镜旋转之间的非线性关系,探讨了不同指向目标沿

不同方向移动时棱镜旋转驱动和控制要求,其研究

方法和结果能在旋转双棱镜的目标跟踪应用中为系

统驱动控制设计提供参考。后续工作将探讨系统观

测场中央和边缘区的奇异性控制方法,并在目标跟

踪应用中寻求合适的解决办法。
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