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向量代数在固定和跟踪平面太阳能计算中的应用
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摘要 太阳能计算是依据太阳几何学并结合地面太阳辐射数据来计算太阳能接收器所收集到的太阳辐射。尽管

其计算过程因接收器的结构、光学特性、安装方式的不同而存在很大差异,但最基本的计算是确定太阳光在接收器

上的入射角和太阳光在特定截面上的投影入射角。传统方法采用天球坐标作为描述太阳运动规律和相关计算的

基础,导致相关计算过程十分复杂。以固定和跟踪太阳板为案例,详细分析了如何用向量方法分析线与线(面)的
空间角度关系及光线经过镜面反射后的空间传输规律,阐述了选择和建立坐标系的原则及坐标转换的简便方法。

研究结果显示:根据实际需要选择和建立合理的坐标系可以大大简化光线在固定和跟踪平面上的入射角及光线在

特定面投影角的计算过程,向量代数非常适用于分析光线在反射式线聚光器内的三维传输过程。
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Abstract Solar
 

energy
 

calculation
 

aims
 

at
 

calculating
 

solar
 

radiation
 

collected
 

by
 

a
 

solar
 

receiver
 

using
 

solar
 

geometry
 

and
 

radiation
 

data 
 

The
 

essential
 

calculation
 

includes
 

the
 

incident
 

angle
 

of
 

solar
 

rays
 

on
 

the
 

receivers
 

and
 

the
 

projection
 

angle
 

of
 

solar
 

rays
 

on
 

a
 

specific
 

plane 
 

although
 

the
 

calculation
 

procedure
 

quite
 

differs
 

due
 

to
 

the
 

receiver
 

differences
 

in
 

structure 
 

orientation
 

as
 

well
 

as
 

optical
 

characteristics 
 

To
 

date 
 

the
 

spherical
 

coordinate
 

system
 

is
 

taken
 

as
 

the
 

basis
 

for
 

describing
 

the
 

law
 

of
 

solar
 

motion
 

and
 

related
 

calculation 
 

However 
 

such
 

a
 

conventional
 

method
 

makes
 

the
 

calculation
 

process
 

complex 
 

In
 

this
 

article 
 

taking
 

the
 

fixed
 

and
 

tracked
 

solar
 

panels
 

as
 

case
 

studies 
 

it
 

is
 

analyzed
 

in
 

detail
 

that
 

how
 

to
 

use
 

vector
 

algebra
 

for
 

coordinate
 

transformation 
 

how
 

to
 

select
 

and
 

establish
 

coordinate
 

systems 
 

and
 

how
 

to
 

use
 

vector
 

algebra
 

to
 

analyze
 

the
 

spatial
 

angle
 

relationship
 

between
 

line
 

and
 

line
 

 plane 
 

as
 

well
 

as
 

the
 

spatial
 

transmission
 

law
 

of
 

solar
 

rays
 

after
 

mirror
 

reflection 
 

The
 

analysis
 

results
 

show
 

that
 

the
 

calculation
 

process
 

of
 

the
 

incident
 

angle
 

of
 

solar
 

rays
 

on
 

fixed
 

and
 

tracked
 

solar
 

panels
 

as
 

well
 

as
 

the
 

projection
 

angle
 

of
 

solar
 

rays
 

on
 

a
 

specific
 

plane
 

can
 

be
 

greatly
 

simplified
 

by
 

selecting
 

and
 

establishing
 

a
 

reasonable
 

coordinate
 

system
 

according
 

to
 

actual
 

needs 
 

and
 

vector
 

algebra
 

is
 

very
 

suitable
 

for
 

analyzing
 

the
 

three-dimensional
 

transmission
 

process
 

of
 

solar
 

rays
 

within
 

a
 

reflective
 

linear
 

solar
 

concentrator 
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1 引  言

太阳能系统的研究和设计的目标是最大限度地

获取太阳辐射资源并高效利用太阳资源[1-4]。在过

去的二十年里,为了提高太阳能集热器的太阳能利

用性能,各种类型的太阳跟踪机制被提出。但是,没
有一个理想的跟踪装置适用于所有的太阳能工程,
设计者面临许多可以选择的设计方案,评估这些设

计方案需要繁琐的计算。Caton[5]在设计光伏水泵

系统时,对比分析了十种光伏组件布置方案的性能:

3个固定方向布置方案,6个单轴跟踪方案,1个双

轴跟踪方案。因此,运用简便的方法描述各种跟踪

器的跟踪机制、分析跟踪效率、评估跟踪系统的经济

效益是非常有必要的。大量的理论和实验研究表

明:相对于固定式太阳板,采用跟踪技术可以使太阳

板年采光量或者发电量增加20%~40%[6-9]。
太阳能计算的目的就是依据太阳在地面上方的

运动规律和太阳辐射数据,结合接收器的光学和几

何结构特性,计算地面接收器所接收的太阳辐射,并
对影响其光学性能的因素进行分析,从而优化系统

结构和运行方式。长期以来,人们习惯于以地面天

球坐标为基础分析太阳在固定面和跟踪平面上方的

运动规律,但由于地面太阳能接收器的结构、光学特

性、安装朝向和跟踪形式具有多样性,相关的计算过

程极为复杂。地面接收器的采光特性与其结构、光
学特性、运行方式等诸多因素有关,总体上分为两

类:一类接收器所接收的直射辐射只取决于太阳光

在采光面上的入射角,如太阳电池和平板型集热器

等[10-11];另一类太阳接收器的采光量不但与入射角

有关,还与太阳光线在横截面上的投影角有关,如抛

物槽[12-14]、非 跟 踪 线 聚 光 器[15-17]和 真 空 管 集 热

器[2,18]。因此,太阳能计算过程的核心内容是计算

太阳光线在接收器面上的入射角和太阳光在特定截

面(如横截面)上的投影角。无论是计算入射角还是

计算投影入射角,关键问题就是寻找太阳光线与面

的空间几何关系。在数学上,分析线与面或者线与

线之间的几何关系最常用的方法是解析几何和向量

代数。太阳能计算中寻找光线(直线)与面之间的几

何关系,用向量代数更简单、直接,而用向量代数来

分析线与面(线)之间的空间几何关系的基础是根据

实际需要选择或者建立合适的笛卡儿坐标系。

Rabl[19]利用向量代数分析了太阳与地球的空

间几何关系,建立了用向量代数计算太阳光线在固

定或者跟踪平面接收器上的入射角的基础,但没有

分析如何根据实际需要来选择或者建立合适的坐标

系以描述太阳的空间位置,且坐标转换方法仍然采

用常规的坐标分量投影方法,转换过程繁琐且容易

出错。Sproul[20]用向量代数分析了太阳与地面接

收器的几何关系。Tang等[21-22]利用太阳几何学结

合向量代数分析了曲面屋顶建筑的光学和热性能,
并以空调负荷最小为优化目标对曲面建筑的结构参

数进行了优化。2018年,
 

Tang等[23-25]利用向量代

数分析了太阳辐射在复合抛物面内的三维传输过

程。这些研究成果显示,利用向量代数并结合光的

反射和折射定律及地面太阳辐射资料,可大大简化

地面接收器太阳能的计算,同时方便分析太阳辐射

在接收器内的复杂传输过程。
长期以来,大多研究是以天球坐标来描述太阳

的运动规律,并以此为基础开展相关理论研究和工

程设计。由于地面太阳能系统在结构、安装朝向、跟
踪模式、光学特性上具有多样性,要求根据实际需要

选择和建立合理的坐标系,以方便分析太阳光线与

太阳接收器法线或特定截面(如横截面)的空间角度

关系。本文构建了基于向量代数的坐标变换技术,
以固定和跟踪太阳能接收器为案例,详细阐述了向

量方法在太阳能计算和光能传输中的应用,为相关

理论研究及工程设计提供了参考。

2 描述太阳运动规律的基本坐标系及

坐标转换方法

2.1 赤道坐标系中的向量表示

如图1所示,建立一个赤道坐标系O-XYZ,Z
轴指向北极。X 轴、Y 轴在赤道平面内,X 轴指向

正南,Y 轴指向正东。在赤道坐标系里,用赤纬角δ
和时角ω 来描述太阳的位置。太阳通过当地子午

线时w=0(太阳中午),偏西(下午)为“+”。赤纬

角δ是日地连线和赤道平面的夹角,太阳在赤道以

北为“+”,太阳在赤道以南为“-”,太阳在赤道上为

0。δ计算公式为

sin
 

δ=sin
 

23.45°cos360°
(N +10)
365.25

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , (1)

式中:N 为1月1号起的第N 天。

  在赤道坐标系里,地心指至太阳的单位矢量ns

可表示为

ns=(cos
 

δcos
 

ω,-cos
 

δsin
 

ω,sin
 

δ)。 (2)

  在纬度为λ的地区,朝向正南且倾角为β的平

板接收器表面法线的单位向量nc 可以表示为

nc=[cos(λ-β),0,-sin(λ-β)]。 (3)
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图1 赤道坐标系

Fig.
 

1 Equatorial
 

coordinate
 

system

  在纬度为λ的地区,水平面法线的单位向量nh

可以表示为

nh=(cos
 

λ,0,sin
 

λ)。 (4)

2.2 水平面坐标系的向量表示

地面坐标系O'-X'Y'Z'是将赤道坐标系O-XYZ
绕Y 轴顺时针方向旋转λ 的结果。如图2所示,

Y'O'Z'坐标面位于水平面,X'轴垂直地面指向天

顶,Y'指向正东,Z'指向北面天空,太阳的方位角ϕs

为太阳向量在水平面上的投影与正南方向的夹角。

X'、Z'轴在O-XYZ 坐标系中的单位向量分别为

X'=(cos
 

λ,
 

0,
 

sin
 

λ)、Z'=(-sin
 

λ,
 

0,
 

cos
 

λ),因
此太阳在X'Y'Z'

 

坐标系中的单位向量n's的坐标分

量为

n'x=ns·X'=nxcos
 

λ+nzsin
 

λ
n'y=ny

n'z=ns·Z'=-nxsin
 

λ+nzcos
 

λ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 。 (5)

图2 太阳和太阳板在地平面坐标系中的单位向量

Fig.
 

2 Unit
 

vectors
 

of
 

sun
 

and
 

solar
 

panel
 

in
 

horizontal
 

coordinate
 

system

  可见,利用向量代数进行坐标转换更简单、直
接。而传统的坐标转换是先分别将nx 和nz 投影到

X'、Z'
 

轴上再求出n'x和n'z,转换过程繁琐。

  在地面坐标系里,对于倾角为β(电池板平面与

水平面的夹角)、方位角为ϕc(电池板表面法线的地

面投影线与正南方的夹角)的接收平面,其表面法线

单位矢量n'c表示为

n'c= (cos
 

β,-sin
 

βsin
 

ϕc,-sin
 

βcos
 

ϕc)。 (6)

2.3 太阳光线在固定面上的入射角及日出、日落时角

在分析太阳在固定面上的入射角时,先选择一

个合适的坐标系以方便确定固定平面法线的向量,
然后利用太阳和太阳板法线向量的点积cos

 

θ=ns·

nc=n's·n'c推导出入射角θ的计算表达式。为了求解

太阳在太阳板上的日升、日落时角,需要先计算入射

角等于90°时所对应的时角,然后结合地面日升、日
落时角来确定。

例如,在水平面坐标系中,地面法线的向量为n'h=
(1,0,0),因此太阳在地面的入射角(又称天顶角)为

cos
 

θz =(n'x,n'y,n'z)·(1,0,0)=
n'x=cos

 

λcos
 

δcos
 

ω+sin
 

λsin
 

δ。 (7)

  令θz=90°,可以得到太阳在地面的日升、日落

时角为

cos
 

ω0=-tan
 

δtan
 

λ。 (8)

  建筑物南面立墙法线的向量为(0,
 

0,
 

-1),太
阳在南面立墙上的入射角为

cos
 

θsw=(n'x,n'y,n'z)·(0,0,-1)=
-n'z=-cos

 

δcos
 

ωsin
 

λ+sin
 

δcos
 

λ, (9)
令θsw=90°,结合地面日落时角w0,可得南面立墙

的日升(wss)、日落时角(wsr)为
ωsw,ss=-min(ωsw,ω0)

ωsw,sr=min(ωsw,ω0) , (10)

式中:

cos
 

ωsw=tan
 

δ/tan
 

λ。 (11)

  又如,在赤道平面坐标系中,安装在纬度为λ处

的面向正南且倾角为β的太阳板(如图1所示)的太

阳入射角为

cos
 

θin=ns·nc=cos(λ-β)cos
 

δcos
 

ω+
sin(λ-β)sin

 

δ。 (12)

  令θin=90°,可以得到太阳在太阳板上的日升、
日落时角为

cos
 

ωc=-tan
 

δtan(λ-β)。 (13)

  由于太阳板装在地面上,太阳在倾斜太阳板上

的日升(wss)、日落(wssr)时角还应参考当地水平面

的日升、日落时角(w0),即
ωss=-min(ωc,ω0)

ωsr=min(ωc,ω0) 。 (14)
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  如图2所示,在地面坐标系中,太阳在倾角为

β、方位角为ϕc(南偏西为正)的太阳板上的入射

角为

cos
 

θc=n's·n'c=n'xcos
 

β-
n'ysin

 

βsin
 

ϕc-n'zsin
 

βcos
 

ϕc。 (15)

  令θc=90°,可求得数值解w1 和w2,然后结合

地面日落时角w0 确定太阳在倾斜面上的日升、日
落时角。在许多实际应用中,计算日升、日落时角

(时间)的目的是为了计算太阳板日采光量,但太阳

在非正南倾斜面上的日升、日落时角的计算十分繁

琐,在用计算机计算日直射辐照量时,可引入一个控

制函数,然后进行全天积分:

Hb=∫
t0

-t0
Ibcos

 

θcg(θc)dt, (16)

g(θc)=
1, cos

 

θc≥0
0, cos

 

θc<0 , (17)

式中:Hb 为倾斜面上的日直射辐照量;Ib 为太阳在

垂直于入射光线平面上的辐射强度;t0 为日落太阳

时;g(θc)为控制函数;cos
 

θc<0意味着太阳照射在

太阳板的背面。引入这样一个控制函数可以简化日

升、日落时角的推导和计算。
在选择坐标系时,以方便确定固定平面的法线

向量为准则。例如:计算太阳在北极地面上的入射

角应选用赤道平面坐标,因为北极地面(水平面)与
赤道平面平行,北极地面在赤道平面坐标中的向量

为(0,0,1),其入射角为cos
 

θz=(0,0,1)·ns=sin
 

δ
 

(在夏半年,sin
 

δ>0,
 

太阳整天不落,wc=180°;而
在冬半年,sin

 

δ<0,
 

太阳照不到北极,wc=0)。又

如,对于面向正南、倾角为当地纬度的集热器,其法

线在赤道平面坐标系中的坐标为(1,0,0),太阳入射

角为cos
  

θc=nx=cos
 

δcos
 

ω。

3 投影角

在设计太阳系统时,需要考虑前后太阳板或建

筑的遮挡。此外,在计算线聚光器和真空管集热器

的采光量时,需要知道太阳光在线聚光器/真空管横

截面上的投影入射角。投影角是指太阳光在特定平

面或横截面上的投影与该平面(横截面)的参考直线

的夹角。如图2所示,太阳的方位角是指太阳向量

在水平面上的投影与正南方向的夹角,即典型的投

影角。在地面坐标系中,太阳向量在地面(
 

坐标面)
的投影X'分量为0,是一个二维向量,因此太阳在

地面上的投影相对于正南的角度可以很方便地用投

影向量的两个分量n'y 和n'z求出:

tan
 

ϕs=
-n'y

-n'z
=
n'y

n'z
。 (18)

  如图3所示,太阳板面向正南,前后排是否遮挡

取决于太阳板在南北方向上的影长D,而D 的大小

取决于太阳光在南北向垂直面上的投影与地面法线

的夹角,其中h 为太阳板的垂直高度。在地面坐标

系中,南北向垂直面与坐标面X'O'Z'一致,太阳在

坐标系X'O'Z'中的投影为二维向量,其投影相对

X'轴的角度可以简单地由太阳向量的n'x和n'z两个

分量来计算,即

tan
 

θx'z' =
-n'x

n'z
=
cos

 

δ
 

cos
 

ω
 

sin
 

λ-sin
 

δ
 

cos
 

λ
cos

 

δ
 

cos
 

ω
 

cos
 

λ+sin
 

δ
 

sin
 

λ
,

(19)

D=L
 

cos
 

β+L
 

sin
 

β
 

tan
 

θx'z', (20)
式中:L 为太阳板的宽度。

图3 太阳板前后遮档距离示意图

Fig.
 

3 Schematic
 

of
 

shading
 

distance
 

before
 

and
 

after
 

solar
 

panel

 

  中午时(w=0)太阳的投影入射角为θx'z'=
λ-δ。
  图4为非南北向建筑物前后遮挡示意图,建筑

的方位为南偏西ϕ。前后是否遮挡取决于建筑在南

偏西ϕ 方向的影子长度,在计算影子的长度时,需
要计算太阳在南偏西ϕ 方向垂直面上的投影与地

面法线的夹角。由于投影面与地面坐标系中的坐标

平面不一致,因此在地面坐标系中,太阳在南偏西ϕ
垂直面上的投影不是二维向量,其投影角计算非常

复杂。为了方便分析和计算,先建立一个新坐标系,
新坐标系中的一个坐标面与投影面一致。如图4所

示,新坐标系 X″Y″Z″
 

为地面坐标系X'Y'Z'绕X'
 

轴旋转ϕ 所得,依据前面的坐标转换方法,太阳在新

坐标系的n″y  和n″z可表示为

n″x=n'x

n″y=n's·Y″=n's·(0,cos
 

ϕ,-sin
 

ϕ)=
n'ycos

 

ϕ-n'zsin
 

ϕ
n″z=n's·Z″=n's·(0,sin

 

ϕ,cos
 

ϕ)=
n'ysin

 

ϕ+n'zcos
 

ϕ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,(21)
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图4 非正南朝向建筑物的遮挡距离示意图。(a)非南向建筑的示意图;
 

(b)太阳光线在与建筑物朝向一致的垂直平面上的投影角

Fig.
 

4 Schematics
 

of
 

shading
 

distance
 

between
 

non-southern
 

faced
 

buildings 
 

 a 
 

Schematic
 

of
 

non-southern
 

faced
 

buildings 
 

 b 
 

projection
 

angle
 

of
 

sun
 

rays
 

on
 

vertical
 

plane
 

consistent
 

with
 

orientation
 

of
 

building

式中:Y″=(0,cos
 

ϕ,-sin
 

ϕ)和Z″=(0,sin
 

ϕ,cos
 

ϕ)
分别为坐标轴Y″和Z″

 

在坐标系X'Y'Z'中的单位

向量。

  而太阳在X″O″Z″
 

面上的投影为二维向量,与
地面法线(Z″

 

轴)的夹角为

tan
 

θx″z″ =
-n″z
n″x

, (22)

D=h
 

tan
 

θx″z″。 (23)

  上述分析显示,在计算投影入射角时,先根据问

题的需要确定投影面,然后选择或建立合适的坐标

系。为了简化分析和计算,所选或新建的坐标系的

一个坐标面必须与投影面一致。这是因为太阳在一

个坐标系中为三维向量,而它在坐标面上的投影为

二维向量,如果投影面与坐标面不一致,太阳在投影

面上的投影还是三维向量,无法直接推导出投影角

的计算表达式。当投影面与坐标面一致时,投影角

就能简单地根据太阳的二维投影向量的两个分量来

计算,从而简化了投影角的计算。
然而,研究者直接依据太阳在地面坐标系中的

坐标来计算太阳在非南北向垂直面上的投影角(侧
面角)。太阳板R的方位角为ϕc,太阳高度角αs 和

R面的投影角αp 如图5所示[26]。

  根据Duffie等[26]给出的定义,侧面投影角的推

导过程为

H
tan

 

αp
=L

 

cos(ϕs-ϕc)=
H

tan
 

αs
cos(ϕs-ϕc)⇒

tan
 

αp=
tan

 

αs
cos(ϕs-ϕc)

。 (24)

  推导过程看似简单,但必须先画示意图,将太阳

投影到地面上再投影到侧面,然后推导出投影角。

图5αs 和αp 的示意图[26]

Fig.
 

5 Schematic
 

of
 

αs and
 

αp 26 

但如果要计算太阳光在其他面如倾斜线聚光器、真
空管和跟踪轴横截面上的入射角,其分析和推导更

加复杂。事实上,这里的αp 就是(22)式中的θx″z″,
而本文所给出的推导简洁、清晰,容易理解。

4 向量代数在跟踪系统计算中的应用

在实际应用中,跟踪技术通常关注三个问题:如
何跟踪;跟踪效率(即太阳在跟踪面上的入射角余弦

cos
 

θc);跟踪平面与地面的夹角βc 以便计算天空散

射辐射。跟踪系统总体上分为双轴和单轴跟踪。

4.1 双轴跟踪系统

对于双轴跟踪系统,要求跟踪平面的法线始终

指向太阳,即跟踪平面的法线向量等于太阳向量。
在地面坐标系中有

n'c=n's。 (25)

  太阳在跟踪平面上的入射角为

cos
 

θc=n's·n'c=1。 (26)

  双轴跟踪系统采用水平轴和垂直轴独立跟踪,
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水平轴用于调整太阳板的倾角即用于跟踪太阳的天

顶角,而垂直轴用于跟踪太阳的方位角。在地面坐

标系统中,地面法线的向量为n'h=(1,0,0),
 

因此,
跟踪平面的倾角为

cos
 

βc=n'c·n'h=n'x=cos
 

θz。 (27)

  而跟踪平面的方位角ϕc 等于太阳在水平面上

的投影的方位角,即

tan
 

ϕc=
-n'y

-n'z
=
n'y

n'z
。 (28)

跟踪系统的运行从日出开始直至日落。

4.2 单轴跟踪系统

在笛卡儿坐标系中,太阳光在一个坐标面上的入

射角的正切的平方等于太阳光在其他两个坐标面上

的投影入射角的正切平方之和。如太阳在Y″O″Z″面

上的入射角为tan
 

θ=
n″s,y″z″
n″x

=
n″z
n″x  

2

+
n″y
n″x  

2

=

tan2θx″z″+tan2θx″y″,其中n″s,y″z″为太阳向量在Y″Z″

面上的投影。对于单轴跟踪系统,跟踪平面的法线

始终在与跟踪轴垂直的平面上(跟踪轴横截面)上
移动,因此,为了使太阳在跟踪平面上的入射角θc
最小,要求跟踪平面的法线与太阳光线在跟踪轴

横截面的投影重合,从而使太阳光在跟踪轴横截

面上的投影入射角为0。依据这一跟踪原则,结合

向量代数可以方便地推导出太阳在单轴跟踪平面

上的入射角、跟踪平面姿态角及与地面夹角的计

算表达式。

4.2.1 地轴跟踪

地轴跟踪是指跟踪轴平行于地轴。如图6所

示,由于跟踪轴与赤道平面坐标系中的Z 轴一致,
因此选择赤道平面坐标来进行分析较为方便、合适。
依据单轴跟踪的技术要求,要求跟踪平面的法线向

量nc 与太阳在跟踪轴横截面(XOY 坐标面)上的投

影向量ns,xy 重合,即

nc=ns,xy =(nx,ny,0)/ n2
x +n2

y。 (29)

图6 地轴跟踪太阳板在赤道坐标系中的法线向量。
 

(a)跟踪太阳板的法线在XOZ 坐标面的投影;
(b)跟踪太阳板的法线在XOY 坐标面的投影

Fig.
 

6 Normal
 

vector
 

of
 

polar
 

axis
 

sun-tracking
 

solar
 

panel
 

in
 

equatorial
 

coordinate
 

system 
 

 a 
 

Projection
 

of
 

normal
 

of
 

tracing
 

solar
 

panel
 

on
 

XOZ
 

coordinate
 

plane 
 

 b 
 

projection
 

of
 

normal
 

of
 

tracing
 

solar
 

plane
 

on
 

XOY
 

coordinate
 

plane

  由于太阳在 XOY 平面上的投影为二维向量,

其模 长 为 n2
x+n2

y,因 此 其 单 位 向 量 为 ns,xy =

(nx,ny,0)/ n2x+n2y。太阳在跟踪平面上的入射角为

cos
 

θc=ns·nc=(nx,ny,nz)·

(nx,ny,0)/ n2
x +n2

y = n2
x +n2

y。 (30)

  将(2)式代入(30)式,得

cos
 

θc=cos
 

δ。 (31)

  δ的年变化范围为0°~23.45°,因此cos
 

θc 的

年变化范围为0.92~1.00,年平均值为0.96,也就

是说地轴跟踪系统年平均跟踪效率为双轴跟踪系统

的96%。在跟踪过程中,nc=ns,xy。如图6所示,
跟踪平面的法线偏离天顶的姿态角ψ(下午为正)为

tan
 

ψ=
-ny

nx
=
cos

 

δsin
 

ω
cos

 

δcos
 

ω=tan
 

ω。 (32)

即ψ=ω,因此,地轴跟踪系统的姿态角等于时角。
在 赤 道 坐 标 系 中,地 面 法 线 向 量 为 nh =
(cos

 

λ,0,sin
 

λ),因此,跟踪平面与地面的夹角为

cos
 

βc=nc·nh=ns,xy·nh=

nxcos
 

λ/ n2
x +n2

x =cos
 

ωcos
 

λ。 (33)

4.2.2 水平轴跟踪

对于南北水平轴跟踪系统,其跟踪轴与地面坐

标系的Z'轴一致,为了方便分析,可选用地面坐标。
如图7(a)所示,Z'轴为跟踪轴,在跟踪过程中要求

跟踪 平 面 法 线 向 量 与 太 阳 在 跟 踪 轴 横 截 面

(X'O'Y')的投影向量重合,即
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n'c=n's,x'y'=(n'x,n'y,0)/ n'2x +n'2y。 (34)

  太阳在跟踪平面上的入射角为

cos
 

θc=n'c·n's= n'2x +n'2z =

1-cos2δ
 

sin2ω。 (35)

  跟踪平面法线相对天顶的姿态角ψ(偏西为

正)为

tan
 

ψ=
-n'y

n'x
= -cos

 

δ
 

sin
 

ω
cos

 

δ
 

cos
 

ω
 

cos
 

λ+sin
 

δ
 

sin
 

λ
。

(36)

  跟踪平面与地面的夹角为

cos
 

βc=n'c·n'h=(1,0,0)·

(n'x,n'y,0)/ n'2x +n'2y =n'2x/ n'2x +n'2y。
(37)

  用同样的方法可以推导出东西水平轴跟踪

[图7(b)]太阳板的跟踪效率、姿态角及与地面的夹

角。但是当水平跟踪轴与坐标轴的取向不一致时,
为了便于找到太阳在跟踪轴横截面上的投影向量,
需要建立一个新坐标,使跟踪轴与坐标轴一致。

图7 水平面轴跟踪太阳板在地面坐标系中的法线向量。(a)南北水平面轴跟踪太阳板;(b)东西水平面轴跟踪太阳板

Fig.
 

7 Normal
 

vector
 

of
 

horizontal
 

axis
 

sun-tracking
 

panel
 

in
 

horizontal
 

coordinate
 

system 
 

 a 
 

N-S
 

horizontal
 

axis
 

sun-tracking
 

panel 
 

 b 
 

E-W
 

horizontal
 

axis
 

sun-tracking
 

panel

4.2.3 南北倾斜轴跟踪

对于 南 北 倾 斜 轴 跟 踪
 

(inclined
 

north-south
 

axis,
 

INSA)
 

系统,其跟踪轴既不与水平面坐标系

的坐标轴平行,也不与赤道坐标系的坐标轴平行,因
此,为了便于分析,先选择一个原坐标系,通过旋转

坐标轴来建立一个新坐标系,新坐标系的一根坐标

轴必须与跟踪轴平行。原则上水平面坐标系和赤道

平面坐标系均可以作为原坐标系,但水平面坐标系

本身源自赤道平面坐标系,因此选用赤道平面坐标

系更合适。
 

如图8所示,设跟踪轴与地面的夹角为β,跟踪

轴与赤道坐标系中的Z 轴的角为λ-β,新坐标系的

Z″
 

轴平行跟踪轴指向北面天空,Y″轴平行地面指向

正东,X″垂直于跟踪轴指向南面天空,新坐标系

X″Y″Z″是赤道平面坐标系绕Y 轴旋转λ-β的结果,
依据前面的坐标转换方法,太阳矢量n″s在 X″Y″Z″

 

的坐标分量为

n″x=ns·[cos(λ-β),0,sin(λ-β)]=
nxcos(λ-β)+nzsin(λ-β)

n″y=ny

n″z=ns·[-sin(λ-β),0,cos(λ-β)]=
-nxsin(λ-β)+nzcos(λ-β)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

(38)

  在新坐标系中,Z″为跟踪轴,在跟踪过程中要

求跟踪平面的法线向量n″c与太阳在跟踪轴横截面

(即X″O″Y″)上的投影向量重合,即

n″c=n″s,x″z″=(n″x,0,n″z)/ n″2x +n″2z。 (39)

  太阳在跟踪平面上的入射角为

cos
 

θc=n″c·n″s= n″2x +n″2z。 (40)

  跟踪平面法线相对天顶的姿态角ψ(偏西为

正)为

tan
 

ψ=
-n″y

n″x
=

-cos
 

δsin
 

ω
cos

 

δcos
 

ωcos(λ-β)+sin
 

δsin(λ-β)
。 (41)

  如图8所示,地面法线在新坐标系中的向量为

n″h=[cos(λ-β),0,sin(λ-β)]。 (42)

  因此,跟踪平面与地面的夹角为

cos
 

βc=n″c·n″h=[cos(λ-β),0,sin(λ-β)]·

(n″x,0,n″z)/ n″2x +n″2z =

n″xcos(λ-β)/ n″2x+n″2z。 (43)

4.2.4 垂直轴跟踪

在双轴跟踪系统中,水平轴用于跟踪太阳的天

顶角,使太阳板的倾角β等于太阳的天顶角θz,而垂

直轴用于跟踪太阳的方位角,使集热器的方位角ϕc
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图8 新坐标系的建立及南北倾斜轴跟踪太阳板的法线向量。(a)新坐标系与赤道平面坐标系的关系;
(b)新坐标系统中南北倾斜轴跟踪太阳板的法线向量

Fig.
 

8Newly
 

proposed
 

coordinate
 

system
 

and
 

normal
 

vector
 

of
 

INSA
 

tracked
 

solar
 

panels  a Relationship
 

between
 

newly
 

proposed
 

coordinate
 

and
 

equatorial
 

coordinate
 

systems 
 

 b normal
 

vector
 

of
 

INSA
 

tracked
 

solar
 

panels
 

in
 

newly
 

                proposed
 

coordinate
 

system
 

等于太阳的方位角ϕs。因此,对于单独的垂直轴跟

踪系统,在跟踪过程中,要求跟踪平面的方位角始终

等于太阳的方位角。
如图9所示,因跟踪轴为地面法线,与地面坐标

系的坐标轴一致,故选用地面坐标系来进行分析较

为方便。假设太阳板安装在倾角为β的垂直轴跟踪

平台上,在地面坐标系中,太阳板法线的向量为

n'c= (cos
 

β,-sin
 

βsin
 

ϕs,
 

-sin
 

βcos
 

ϕs)。 (44)

图9 垂直轴跟踪原理及跟踪平面法线在水平面坐标中的向量。(a)垂直轴跟踪系统示意图;
(b)太阳板法线在水平面上的投影向量

Fig.
 

9 Scheme
 

of
 

vertical
 

axis
 

sun-tracking
 

system
 

and
 

vector
 

of
 

sun-tracking
 

panel
 

normal
 

in
 

horizontal
 

coordinate
 

system 
 

 a 
 

Scheme
 

of
 

vertical
 

axis
 

sun-tracking
 

system 
 

 b 
 

projection
 

vector
 

of
 

o
 

solar
 

panel
 

normal
 

on
 

horizontal
 

plane

  同样地,太阳在地面坐标系中的向量为

n's=(cos
 

θz,-sin
 

θzsin
 

ϕs,
 

-sin
 

θzcos
 

ϕs)。
(45)

  太阳在跟踪平面上的入射角为

cos
 

θc=n's·n'c=cos(λ-β)。 (46)

  跟踪平面与地面的夹角始终为β,其方位角满

足(18)式。
作为计算案例,图10给出了地轴跟踪系统、水

平东西轴和水平南北轴跟踪系统在两分(δ=0)和冬

至
 

(δ=-23.45°)日的跟踪效率及太阳在面向正南

且倾角为λ的固定式太阳板上的入射角余弦随时间

的变化曲线。

4.2.5 倾斜南北轴多位置跟踪(INSA-MP)
前面分析显示,倾斜南北轴跟踪的目的是使跟

踪平面的法线与太阳在跟踪轴横截面上的投影重

合,从而使太阳在跟踪平面上的入射角最小。然而,
对于非聚光型太阳能接收器(如太阳电池),即使入

射角偏离垂直入射20°,其对采光量的影响也是非

常有限的(因为cos
 

20°=0.94),
 

因此没有必要采用

连续跟踪技术,可以采用每隔一段时间调整一次跟

踪平面姿态角的简单跟踪技术。
如图11所示,跟踪轴为倾斜南北轴(INSA),轴
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图10 不同跟踪方式的跟踪效率随时间的变化曲线。(a)两分;(b)冬至日

Fig.
 

10 Sun-tracking
 

efficiency
 

versus
 

time
 

for
 

different
 

sun-tracking
 

techniques 
 

 a 
 

Equinoxes 
 

 b 
 

winter
 

solstice
 

的倾角为β,姿态角(又称方位角)每天绕INSA自

东向西调整 M 次(INSA-MP),使得太阳光线在跟

踪轴横截面上的投影与跟踪平面法线的夹角(投影

入射角)小于设定的角度θa。每天调整次数M 与θa
的取值有关,为了使太阳板在中午面向正南,M 应

取奇数。INSA-MP系统与INSA连续跟踪系统的

跟踪轴相同,因此,可采用4.2.3节中的坐标系

X″Y″Z″来 进 行 分 析。在 X″Y″Z″坐 标 系 统 中,

INSA-MP太阳板在第i(0,±1,±2,…)个跟踪位

置的法线向量为

n″c=(cos
 

γi,-sin
 

γi,0), (47)
式中:γi 为太阳板在第i个跟踪位偏离天顶的姿态

角
 

(下午为正)。如图11所示,对于INSA-7P跟踪

系统,有

γi=

0, θp≤θa
2θa,θa<θp≤3θa
4θa, 3θa<θp≤5θa
6θa,θp>5θa

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

, (48)

式中:θp 为 太 阳 光 在INSA 轴 横 截 面 即 坐 标 面

X″O″Y″上的投影相对于X″轴的投影角,其大小取决

于太阳在X″O″Y″上(二维)投影向量的两个分量,即

θp=

arctan
n″y

n″x

, n″x>0

0.5π, n″x=0

0.5π+arctan
n″x

n″y

, n″x<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。 (49)

图11 倾斜南北轴多位置跟踪系统沿跟踪轴方向的后视图

Fig.
 

11 Back
 

view
 

of
 

INSA-MP
 

system
 

in
 

direction
 

of
 

INSA

  太阳在INSA-7P上的入射角为

cos
 

θc=n″s·n″c=n″xcos
 

γi-n″ysin
 

γi。(50)

  跟踪平面与地面的夹角为

cos
 

βc=n″c·n″h=[cos(λ-β),0,sin(λ-β)]·

n″c=cos(λ-β)cos
 

γi。 (51)

  在实际应用中,先根据需要确定每天的调整次

数,然后根据当地的太阳辐射资源采用循环寻优的

计算方法找出年采光量最大时所对应的最佳的

θa
[27],或者依据当地冬至日的日落时角(wo)按照

θa=w0/M 来估算。在跟踪过程中,可依据光敏元

件或者投影角的计算公式(49)式及姿态角调整的要

求(48)式,通过计算调整时间,实现姿态角的自动控

制。作为计算案例,图12给出了北京(λ=39.95°,

β=λ)
 

INSA-3P、INSA-5P、INSA-7P及INSA连续
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图12 不同跟踪系统的跟踪效率随时间的变化曲线。(a)两分;(b)两至日

Fig.
 

12 Tracking
 

efficiency
 

versus
 

time
 

for
 

different
 

tracking
 

systems 
 

 a 
 

Equinoxes 
 

 b 
 

solstices

跟踪系统的跟踪效率。可以看出,随着 M 的增加,

INSA-MP的跟踪效率逐渐接近INSA连续跟踪系

统的跟踪效率。

4.2.6 定日镜和光的反射定律

如图13(a)所示,
 

定日镜将地面太阳光反射到

位于塔顶的太阳能接收器的双轴跟踪系统中,在运

行的过程中,各定日镜因所处位置不同,需要采用不

同的跟踪控制程序,但必须满足光的反射定律:

i·n'c=r·n'c, (52)
(i×r)·n'c=0, (53)

式中:i为入射光的向量;r为反射光的单位向量;n'c
为定日镜的法线向量。(53)式是入射光、反射光和

镜面法线在同一平面上的数学表达形式。在地面坐

标系中,入射光的向量为
 

i=(n'x,n'y,n'z)。假设某

定日镜离地面高度为h,在地面坐标系中的坐标为

(h,yc,zc),位于塔顶的太阳接收器的高度为 H,则
反射光的单位向量为

r=(H -h,
 

-yc,
 

-zc)/D, (54)

式中:D= (H-h)2+y2
c+z2c  为定日镜与太阳接

收器之间的直线距离。由于入射光、反射光和镜面

法线在同一平面上,因此,定日镜法线向量n'c是向

量i和r的线性组合,即

n'c=ai+br, (55)
 

式中:a 和b为待定常数。

图13 太阳塔示意图及光的反射。(a)
 

太阳塔示意图;
 

(b)
 

i、r及n'c之间的关系

Fig.
 

13 Scheme
 

of
 

solar
 

tower
 

and
 

reflection
 

of
 

light 
 

 a 
 

Schematic
 

of
 

solar
 

tower 
 

 b 
 

relationship
 

among
 

vectors
 

i 
 

r
 

and
 

n'c

  将(55)式代入(52)式,得
(a-b)(1-i·r)=0, (56)

式中:i·r=cos
 

2θc。由(56)式得a=b,
 

因此(55)式
变为

n'c=a(i+r)=
a[n'x-(H-h)/D,n'y-yc/D,n'z-zc/D]。(57)

  令向量nc 的模长|nc|=1,结合图13(b)中ai,

ar,nc
 三者之间的几何关系,得
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2a2+2a2cos
 

2θc=a2(2+2i·r)=1,(58)

a=(2+2i·r)-0.5。 (59)

  由于cos
 

2θc =i·r,因此太阳在定日镜上的入

射角为

cos
 

θc=0.5(1+i·r)-0.5。 (60)

  在定日镜跟踪期间,当1+i·r<0时,定日镜停

止跟踪。定日镜采用双轴跟踪,水平轴控制定日镜

的倾角,垂直轴用于控制其方位角。定日镜的倾角为

cos
 

θc=nc·(1,0,0)=
 

a[
 

n'x-(H -h)/D]。
(61)

  定日镜相对于正南的方位角为

tan
 

ϕc=
-nc,y'

-nc,z'
=
n'y-yc/D
n'z-zc/D

。 (62)

  在实际应用中,当已知i和n时,由n=a(i+r)
及(59)式可得到反射光的向量为

r=-i+(i·n)n。 (63)

4.2.7 投影入射角与投影反射角的关系

单轴跟踪被广泛用于抛物槽聚光器,在跟踪过

程中,抛物槽采光面的法线与太阳光在抛物槽横截

面上的投影重合,光线在抛物槽或其他线聚光器横

截面上的传输过程是否满足投影入射角等于投影反

射角是理论分析和系统设计的重要关注点。在笛卡

儿XYZ 坐标中,太阳光线在XOY 坐标面上的投影

入射角θi,xy 等于入射光和镜面法线在XOY 坐标面

上的投影向量的点积:

cos
 

θi,xy =
(ix,iy,0)·(nx,ny,0)

i2x +i2y n2
x +n2

x

=

i·n-iznz

1-i2z 1-n2
z

=
cos

 

θi-iznz

1-i2z 1-n2
z

。 (64)

  同样地,太阳在XOY 平面上的投影反射角为

cos
 

θr,xy =
(rx,ry,0)·(nx,ny,0)

r2x +r2y n2
x +n2

y

=

r·n-rznz

1-r2z 1-n2
z

=
cos

 

θr -rznz

1-r2z 1-n2
z

。 (65)

  当镜面法线位于投影面 XOY 时,nz=0,由
 

(42)式得

r=(rx,ry,rz)=
(-ix +2nxcos

 

θi,-iy +2nycos
 

θi,-iz),
(66)

因此有

rz =iz。 (67)

  由于cos
 

θi=cos
 

θr,由(65)~(67)式可知,只有

当nz=0时,
 

cos
 

θi,xy=cos
 

θr,xy,否则两者不相等。

而在XOZ 坐标面上,投影入射角与投影反射角分

别为tan
 

θi,xz=
iz

ix
和tan

 

θr,xz=
rz

rx

。由(66)式

和(67)式得:iz = rz ,rx=-ix+2nxcos
 

θi。
当

 

ix>0时,rx<ix,θr,xz>θi,xz
 即投影反射角大于

投影入射角。由此可见,当反射面的法线位于投影

面时,投影入射角等于投影反射角,否则,投影入射

角不等于投影反射角。这一结果表明:太阳光在线

聚光器横截面上的投影入射角等于反射角,但其轴

向投影反射角大于其投影入射角,因此,在研究和分

析线聚光器的光线传输过程时,只需要考虑横向投

影角,其传输过程可按照入射角等于反射角的规律

进行分析。这表明线聚光器的光学效率只与太阳光

的横向投影入射角有关,而采光量不仅与太阳光在

采光面上的入射角有关,还与光线在横截面上的投

影入射角有关。

5 结  论

案例分析显示,简化太阳能计算的核心是根据

实际需要选择或建立合适的坐标系来描述太阳在地

面上方的运动规律,描述太阳运动的基本坐标系为

建立在赤道平面上的笛卡儿坐标系。由于日、地相

距遥远,建立在地面上的不同笛卡儿坐标系均可以

通过旋转坐标轴来实现相互转换。太阳在一个坐标

系中的三个分量代表太阳向量在三个坐标轴上的投

影,因此,太阳在新坐标系中的分量可以分别用太阳

和新坐标轴在原坐标系中的向量的点积来实现转

换。对于固定平面,坐标系的选择和建立应方便确

定其法线向量。由于太阳向量在笛卡儿坐标中为三

维向量,但太阳在坐标面上的投影为二维向量,因
此,在计算投影角时,坐标系的选择和建立应使其中

一个坐标面与投影面一致,这样就能简单地根据太

阳投影向量的二个分量来计算其投影角。太阳在笛

卡儿坐标系一个坐标面上的入射角与它在另外两个

坐标面上的投影入射角有关,单轴跟踪的目的是使

太阳光在一个坐标面上的投影入射角为0,从而使

太阳光在跟踪平面上的入射角最小,因此,单轴跟踪

的准则是使跟踪平面的法线与太阳光线在跟踪轴横

截面上的投影重合。为了方便寻找太阳光在跟踪轴

横截面上的投影,坐标系的选择和建立应保证一根

坐标轴与跟踪轴的取向一致。利用向量代数结合光

的反射定律可以方便地找到入射向量、反射向量和

镜面法线向量之间的空间关系,从而简化了太阳光

线在定日镜上的入射角的推导。分析显示,只有当
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镜面法线位于投影面时,投影入射角才等于投影反

射角,因此,太阳光在线聚光器横截面上的投影入射

角等于投影反射角,线聚光器的采光量不仅与太阳

在采光面上的入射角有关,还与太阳光在横截面上

的投影入射角有关。分析表明:采用向量代数可以

大大简化相关的计算和理论分析,分析过程简单,条
理清晰,便于理解。
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