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基于二维泰勒理论的非迭代离散梯度积分方法
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摘要 提出基于二维泰勒展开的积分重建方法,采用前二阶项近似表示两点间的高度差,结合一阶项与二阶项间

的近似关系,推导出新的差分算子,并应用于区域法中。同时,提出一种计算非矩阵高度数据的非迭代计算方法。

数值实验结果表明:当采样点按照桶形和枕形等非矩形分布时,本文方法的重建精度为0.1~0.2
 

μm,优于其他方

法的0.5~0.7
 

μm;对于采样点数量为29236的非矩阵数据的重建,本文方法的计算时间为0.1
 

s左右,明显小于

迭代方法的计算时间,并且,随着采样点数量的增加,其速度方面的优势更加突出。
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Abstract We
 

proposed
 

an
 

integration
 

method
 

based
 

on
 

two-dimensional
 

Taylor
 

expansion 
 

in
 

which
 

the
 

terms
 

in
 

the
 

first
 

two
 

orders
 

were
 

used
 

to
 

approximate
 

the
 

height
 

difference
 

between
 

two
 

points 
 

Combining
 

the
 

approximation
 

relation
 

between
 

the
 

first-order
 

term
 

and
 

the
 

second-order
 

one 
 

we
 

derived
 

a
 

new
 

difference
 

operator 
 

which
 

was
 

applied
 

to
 

the
 

zone
 

method 
 

In
 

addition 
 

we
 

proposed
 

a
 

non-iterative
 

method
 

to
 

calculate
 

non-matrix
 

height 
 

Numerical
 

results
 

show
 

that
 

when
 

the
 

sampling
 

points
 

are
 

distributed
 

in
 

the
 

barrel
 

and
 

pillow
 

shapes 
 

the
 

reconstruction
 

accuracy
 

of
 

the
 

proposed
 

method
 

is
 

0 1--0 2
 

μm 
 

which
 

is
 

better
 

than
 

that
 

of
 

other
 

methods
 

 0 5--
0 7

 

μm  
 

For
 

the
 

reconstruction
 

of
 

non-matrix
 

data
 

with
 

29236
 

sampling
 

points 
 

the
 

calculation
 

time
 

of
 

our
 

method
 

is
 

about
 

0 1
 

s 
 

significantly
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than
 

that
 

of
 

the
 

iterative
 

methods 
 

and
 

it
 

is
 

much
 

shorter
 

as
 

the
 

number
 

of
 

sampling
 

points
 

increases 
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1 引  言

在波前重建和面型检测方法中,直接的测量值

往往不是最终的目标结果,它需要根据梯度或差分

的分布情况进行计算。积分离散梯度是一种重要方

法,普 遍 应 用 在 夏 克-哈 特 曼 波 前 检 测 (Shack-
Hartmann

 

wavefront
 

sensing)[1-4]、横向剪切干涉测

量(lateral
 

shearing
 

interferometry)[5-6]、阴影恢复

形状 法 (shape
 

from
 

shading)[7-8]、偏 振 重 建 法

(shape
 

from
 

polarization)[9-10]、相 位 测 量 偏 折 术
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(phase
 

measuring
 

deflectometry)[11-14]等。离散梯

度积分方法的性能影响着重建结果的精度和计算时

间,因此,高计算精度和快计算速度是研究人员的研

究目标。
目前提出的梯度积分方法主要可以分为两类:

模式法和区域法。模式法将被测表面表示为一组正

交基函数的线性组合,通过计算各展开项的系数确

定重建的表面。常用的基函数包括复指数正交基函

数[15]、泽尼克正交基函数[16]、径向基函数[17]等。使

用复指数正交基函数时,高度展开过程与离散傅里

叶变换过程一致,借助快速傅里叶变换算法可以显

著提高重建效率,适用于数据量较大的计算。区域

法是根据目标区域内两点之间差分与梯度之间的关

系计算高度,该过程相当于求解规模较大的超定线

性方程组,该方法结合稀疏矩阵的运算后,其计算速

度明显提升。一般情况下,模式法和区域法通过差

分算子建立梯度与高度差之间的关系,因此,差分算

子的截断误差将直接影响重建结果的精度。早期使

用的差分算子包括Fried算子[18]、Hudgin算子[19]

和Southwell算子[20],其中Southwell算子计算的

高度位置与测量的梯度位置相同,且具有相邻的高

度关系约束,更加适合于波前和面型重建。为了改

善Southwell算子的截断误差:Huang等[21]采用迭

代补偿的方式提高重建精度;Li等[22]在一维泰勒理

论的基础上,通过增加算子中的梯度点数量来降低

截断误差。采样点的排列情况也会对差分算子的截

断误差产生影响,非矩形的排列形式使得相邻点间

的差分同时受两个方向梯度的影响。为降低重建误

差:Ren等[23]在法向量垂直于两端点确定的矢量的

假设下,提出利用最小二乘积分法与径向基函数积

分方法相结合的方法重建表面;Huang等[24]同时考

虑x、y 方向上的梯度组合与相邻高度差之间的关

系,提出一种更加一般化的差分算子。梯度积分方

法还会面临非矩阵梯度数据的问题,常见的方法是

将Gerchberg迭代路线引入到积分方法中,通过填

充和迭代来计算目标高度数据,但这种方法会增加

计算时间,降低重建效率[25-27]。
由以上文献分析可知,采样点的非标准矩形分

布会降低梯度积分方法的重建精度,而梯度数据的

非矩阵形式则会影响梯度积分方法的计算时间。为

减小这两方面的负面影响,实现小误差、高速度的重

建,本文提出一种基于二维泰勒展开理论的非迭代

区域法,利用前二阶偏导项近似表示两相邻点的高

度差,根据一阶项与二阶项之间的近似关系,推导出

一种新的差分算子,当采样点按照非标准矩形排列

时,该算子同样能够计算出截断误差较小时的差分

数据。此外,本文采用一种非迭代的计算方式处理

非矩阵数据,采用非数(NaN)将梯度数据填充为矩

阵形式,并标记无效点的位置,根据索引向量和差分

向量与系数矩阵中各元素的对应关系,修改得到非

矩阵数据对应的系数矩阵,并通过最小二乘法直接

计算目标的高度值。所提方法无需迭代,极大地提

高了重建效率。

2 理论模型

2.1 区域法的计算模型

区域法采用目标点附近区域内梯度值的线性组

合来表示高度差值,通过求解线性方程组确定各高

度点之间的相对位置。高度值与梯度之间的关系可

表示为

Er

Ec






 




 Zc=

Sr

Sc






 




 , (1)

式中:Zc 为包含所有待测高度值的列向量;Er 和Ec

均为差分算子对应高度点组合的系数矩阵;Sr 和Sc

分别为根据梯度点估计的行方向和列方向的差分向

量。以M×N 的矩形高度数据为例,相应Zc 中元

素排列形式为

Zc=[Z1,1,Z1,2,…,Z1,N,Z2,1,…,ZM,N]T,(2)
式中:Z 为高度矩阵中的高度值。

系数矩阵Er和Ec 可直接由行数 M 和列数N
来确定,当差分算子计算的是相邻两点的差分时,其
元素分布如(3)式和(4)式所示。

Er(m,n)=
-1,
1,
0,







  

(m,n)∈ (m1,n1)|n1=floor(m1-1)/(N-1)  N+rem(m1-1,N-1)+1,m1∈M1  
(m,n)∈ (m1,n1)|n1=floor(m1-1)/(N-1)  N+rem(m1-1,N-1)+2,m1∈M1  

else
,(3)

Ec(m,n)=
-1,
1,
0,







  

(m,n)∈ (m2,n2)|n2=floor (m2-1)/N  N+rem(m2-1,N)+1,m2∈M2  
(m,n)∈ (m2,n2)|n2=floor (m2-1)/N+1  N+rem(m2-1,N)+1,m2∈M2  

else
, (4)
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式中:M1={1,2,…,M(N-1)},M2={1,2,…,
(M-1)N};floor(a)表示取小于或等于a 元素的最

接近整数值;
 

rem(a1,a2)表示a1 和a2 经除法后的

余数。
(1)式实际上是一个超定的线性方程组,需要通

过(5)式所示的最小二乘法计算最优的高度值。由

于系数矩阵主要由大量0元素组成,可以通过稀疏

矩阵的运算来减少计算时间。

Zc=
Er

Ec






 






T Er

Ec






 




  

-1 Er

Ec






 






T Sr

Sc






 




 。 (5)

2.2 适用于采样点非标准矩形排列的差分算子

被测表面可以表示为二元函数Z(x,y)的形

式,假设Z(x,y)在(x0,y0)的邻域内是连续的,并
且存在连续的(n+1)阶偏导数,根据二维泰勒理

论,当(x1,y1)位于该邻域内时,Z(x1,y1)可以展

开为

Z(x1,y1)=Pn(x0,y0,Δx,Δy)+
Rn(x0,y0,Δx,Δy), (6)

Pn(x0,y0,Δx,Δy)=Z(x0,y0)+

∑
n

i=1

1
i! Δx ∂

∂x+Δy
∂
∂y  

i

Z(x0,y0), (7)

Rn(x0,y0,Δx,Δy)=
1

(n+1)!
Δx ∂
∂x+Δy

∂
∂y  

n+1

×

Z(x0+θΔx,y0+θΔy), (8)
式中:Δx=x1-x0;Δy=y1-y0;θ为开区间(0,1)内的

一个常数。因此,两点之间的差分可以近似地表示为

Z(x1,y1)-Z(x0,y0)=

∑
n

i=1

1
i! Δx ∂

∂x+Δy
∂
∂y  

i

Z(x0,y0)。 (9)

  在(9)式中,只有一阶偏导项可以通过测量获

得,高阶偏导项未知,直接采用一阶项表示差分会导

致较大的截断误差。传统的Southwell差分算子在

一维泰勒展开理论中具有较小的截断误差,适用于

采样点按照标准矩形分布的情况,但是,当采样点按

照非矩形分布时,差分算子的截断误差会增大,影响

最终表面的重建精度。采样点的标准矩形分布与非

矩形分布如图1所示。

图1 采样点分布示意图。(a)
 

标准矩形分布;(b)非标准矩形分布

Fig.
 

1 Schematic
 

of
 

sampling
 

point
 

distribution 
 

 a 
 

Standard
 

rectangular
 

distribution 
 

 b 
 

non-standard
 

rectangular
 

distribution

  在标准矩形分布中,采样点之间的距离相等,各
行各列呈对齐式分布,这使得同一行两采样点之间

的纵坐标满足Δy=0,同一列两采样点之间的横坐

标满足Δx=0,两相邻点之间差分只与单一方向的

梯度有关,因此,使用传统的Southwell算子时截断

误差较小。但是,当采样点按照非标准矩形分布时,
以上性质不再成立,两相邻点的差分会同时受到x
方向和y 方向梯度的影响,传统Southwell算子的

截断误差会增大。
本研究采用前二阶偏导项的线性组合表示相邻

点的差分,可表示为

Z(x1,y1)-Z(x0,y0)=

∑
2

n=1

1
n! Δx ∂

∂x+Δy
∂
∂y  

n

Z(x0,y0)。 (10)

  由于二阶偏导项无法通过测量获得,本研究建

立高阶偏导项与低阶偏导项的近似关系,通过一阶

项近似表示二阶项。对一阶偏导数∂Z(x1,y1)/∂x
和∂Z(x1,y1)/∂y 进行泰勒展开,可得:

∂Z(x1,y1)
∂x =

∂Z(x0,y0)
∂x +

∂2Z(x0,y0)
∂x2 Δx+

∂2Z(x0,y0)
∂x∂y

Δy+…, (11)
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∂Z(x1,y1)
∂y =

∂Z(x0,y0)
∂y +

∂2Z(x0,y0)
∂y∂x

Δx+

∂2Z(x0,y0)
∂y2 Δy+…。 (12)

因此,(10)式中的二阶偏导项可以近似表示为

∂2Z(x0,y0)
∂x2 Δx2+

∂2Z(x0,y0)
∂x∂y

ΔxΔy=

∂Z(x1,y1)
∂x -

∂Z(x0,y0)
∂x





 




 Δx, (13)

∂2Z(x0,y0)
∂y2 Δy2+

∂2Z(x0,y0)
∂y∂x

ΔxΔy=

∂Z(x1,y1)
∂y -

∂Z(x0,y0)
∂y





 




 Δy。 (14)

  将(13)式和(14)式代入(10)式,可以得到最终

的差分算子:

Z(x1,y1)-Z(x0,y0)=
Δx
2
∂Z(x1,y1)
∂x +

∂Z(x0,y0)
∂x





 




 +

Δy
2
∂Z(x1,y1)

∂y +
∂Z(x0,y0)

∂y




 



 。 (15)

该差分算子对应的差分向量Sr和Sc 可表示为

Sr
m,n =0.5(Xm,n+1-Xm,n)(Zx

m,n+1+Zx
m,n)+

  0.5(Ym,n+1-Ym,n)(Zy
m,n+1+Zy

m,n)

Sr=[Sr
1,1,…,Sr

1,N-1,Sr
2,1,…,Sr

M,N-1]T








 ,

(16)

Sc
m,n =0.5(Xm+1,n -Xm,n)(Zx

m+1,n +Zx
m,n)+

  0.5(Ym+1,n -Ym,n)(Zy
m+1,n +Zy

m,n)

Sc=[Sc
1,1,…,Sc

1,N-1,Sc
2,1,…,Sc

M,N-1]T








 ,

(17)
式中:Zx 和Zy 分别为x 方向和y方向上的梯度值。

2.3 非矩阵高度数据的非迭代计算

在表面重建过程中,一般要求梯度数据和待测

高度数据满足矩阵形式,通过矩阵的行列数量可以

直接确定系数矩阵Ex 和Ey。当数据为非矩阵形

式时,其形状不规则,系数矩阵没有统一的变化规

律,不再满足(3)式和(4)式,不能直接获得。
本研究采用非迭代的计算方式,提出非矩阵数

据对应系数矩阵的获取方法,直接采用最小二乘法

计算高度。采用非数NaN将目标数据填充为矩阵

形式,如图2所示,NaN经过任何运算后其结果仍

为NaN。使用 NaN有两个优点:一是可以通过矩

阵运算获取差分值;二是NaN可以标记无效点的位

置。填充之后,可以直接确定此时的系数矩阵Er

和Ec。由(1)式可知,Er 和Ec 的列与Zc 中的元素

相对应,因此,根据Zc 中NaN的位置,创建索引向

量I,Zc(n)为目标点时,I(n)=1;Zc(n)为 NaN
时,I(n)也为 NaN,此时应移除Er 和Ec 中对应

的列。

图2 非矩阵数据的填充示意图

Fig.
 

2 Schematic
 

of
 

filling
 

non-matrix
 

data

在移除系数矩阵中的无效列之后,接下来考虑

删除系数矩阵中的无效行。在计算差分向量Sr 和

Sc 时,向量中包含NaN元素,NaN元素的行对应填

充矩阵中无效点的运算,因此,可将该行从系数矩阵

中删除。
经过修改后的系数矩阵即为目标数据对应的系

数矩阵,可通过最小二乘法直接计算目标高度值。
非迭代的具体过程如下:

步骤1 使用非数NaN将梯度数据(Zx 和Zy)
和坐标数据(X 和Y)填充为M×N 的矩阵形式。

步骤2 根据(3)式和(4)式确定系数矩阵Er

和Ec。
步骤3 移除系数矩阵中的无效列,即当Ic(n)

为NaN时,删除Er和Ec 中第n 列。
步骤4 移除系数矩阵中的无效行,即当Sr(m)为

NaN时,移除Er 中的第 m 行;当Sc(m)为 NaN
时,移除Ec 中的第m 行。

步骤5 将修改过的系数矩阵应用到(5)式中,
通过最小二乘法求解目标高度值。

3 仿真与实验

3.1 仿真分析

在仿真部分,首先,探究本文方法、Southwell
方法以及LSI-T模型[23]方法在不同采样点分布(标
准矩形、桶形和枕形分布)下的重建精度。其次,探
究本文方法、迭代区域法[25]和迭代模式法[27]在计

算非矩阵高度数据时的时间消耗情况。数值模拟选

用(18)式表示的表面。
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z(x,y)=3(1-x)2exp[-x2-(y+1)2]+

10 15x+x2+y2  exp[-x2-y2]-

1
3exp

[-(1+x)2-y2]。 (18)

对(18)式求一阶偏导,将各采样点处的一阶偏导数

作为算法的输入数据。图3所示为三种采样点分布

对应的原始表面,图3(a)所示为标准矩形分布,各

采样点等间距均匀排列,x 方向和y 方向坐标都在

-2
 

mm 到2
 

mm 范围内,并且满足x(i1,j)-
x(i2,j)=0和y(i,j1)-y(i,j2)=0,采样点的数

量为256×256,采样点间隔为0.016
 

mm。图3(b)、
(c)所示分别为桶形和枕形分布,由标准矩形分布

转换而来,采 样 点 坐 标 可 通 过(19)式 和(20)式
求得。

xb(i,j)=x(i,j)-0.009x(i,j){[x(i,j)]2+[y(i,j)]2}

yb(i,j)=y(i,j)-0.009y(i,j){[x(i,j)]2+[y(i,j)]2} , (19)

xp(i,j)=x(i,j)+0.05x(i,j){[x(i,j)]2+[y(i,j)]2}

yp(i,j)=y(i,j)+0.05y(i,j){[x(i,j)]2+[y(i,j)]2} , (20)

图3 三种采样点分布对应的表面高度图。(a)标准矩形分布;(b)桶形分布;(c)枕形分布

Fig.
 

3 Height
 

map
 

corresponding
 

to
 

three
 

distributions
 

of
 

sampling
 

points 
 

 a 
 

Standard
 

rectangular
 

distribution 
 

 b 
 

barrel
 

distribution 
 

 c 
 

pillow
 

distribution

式中:(x,y)是标准矩形分布对应的采样点坐标;
(xb,yb)和(xp,yp)分别是桶形和枕形分布对应的

采样点坐标。

  三种分布对应表面的高度变化范围约为8
 

mm
(表面最高点与最低点的高度差),下面将应用本文

方法、Southwell模型和LSI-T模型对该表面进行

重建,相应的高度关系式如表1所示。

  图4所示为采用本文方法得到的重建结果,可

以看到其面型与原始表面一致。在重建误差方面,
采用均方根误差(RRMS)和峰谷值(APV)作为整体评

价重建精度的指标。图5所示为采样点按照标准矩

形分布时的误差,其中,本文方法的精度与传统

Southwell方法相同,其RRMS 均为0.17
 

μm,APV 值

均为1.29
 

μm。两者误差相同的原因是在标准矩形

分布时,同行采样点的y 坐标之差为0,同列采样点

的x 坐标之差为0,本文方法计算的差分值实际上

表1 各模型对应的高度关系

Table
 

1 Height
 

relationship
 

corresponding
 

to
 

each
 

model

Method Height
 

relationship

Proposed
 

method
Zm,n+1-Zm,n=0.5(Xm,n+1-Xm,n)(Zx

m,n+1+Zx
m,n)+0.5(Ym,n+1-Ym,n)(Zy

m,n+1+Zy
m,n)

Zm+1,n-Zm,n=0.5(Xm+1,n-Xm,n)(Zx
m+1,n+Zx

m,n)+0.5(Ym+1,n-Ym,n)(Zy
m+1,n+Zy

m,n)

Southwell
 

method
Zm,n+1-Zm,n=0.5(Xm,n+1-Xm,n)(Zx

m,n+1+Zx
m,n)

Zm+1,n-Zm,n=0.5(Ym+1,n-Ym,n)(Zy
m+1,n+Zy

m,n)

LSI-T
 

method

Zm,n+2-Zm,n=Zx
m,n+1(Xm,n+2-Xm,n)+Zy

m,n+1(Ym,n+2-Ym,n)

Zm+2,n-Zm,n=Zx
m+1,n(Xm+2,n-Xm,n)+Zy

m+1,n(Ym+2,n-Ym,n)

Zm,n+1-Zm,n=Z'm,n+1-Z'm,n
Zm+1,n-Zm,n=Z'm+1,n-Z'm,n
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图4 使用本文方法重建的表面图。(a)标准矩形分布;(b)桶形分布;(c)枕形分布

Fig.
 

4 Surfaces
 

reconstructed
 

by
 

proposed
 

method 
 

 a 
 

Standard
 

rectangular
 

distribution 
 

 b 
 

barrel
 

distribution 
 

 c 
 

pillow
 

distribution

图5 标准矩形分布对应的重建误差。(a)本文方法;(b)
 

Southwell方法;(c)
 

LSI-T方法

Fig.
 

5 Reconstruction
 

error
 

corresponding
 

to
 

standard
 

rectangular
 

distribution 
 

 a 
 

Proposed
 

method 
 

 b 
 

Southwell
 

method 
 

 c 
 

LSI-T
 

method

只与单一方向的梯度有关,这使得其差分算子与

Southwell算子相同,因此,误差结果也相同。而对

比LSI-T方法(RRMS=0.69
 

μm,APV=5.14
 

μm),
本文方法的误差较小。

  在 重 建 桶 形 和 枕 形 分 布 的 表 面 时,传 统

Southwell模型不能直接应用在这种非等间隔采样

的重建中,需要先进行重采样。新采样点的范围在

x 和y 方向上均为-2.8
 

mm到2.8
 

mm,采样点等

间隔排列,数量为256×256。通过双线性插值法计

算目标范围内采样点的梯度值。将重采样的点坐标

和梯度值代入Southwell模型进行积分。图6所示

为三种方法计算得到的桶形分布时的重建误差,使
用本文方法得到的RRMS 值为0.16

 

μm,APV 值为

1.26
 

μm,精度明显高于重采样后的Southwell方法

(RRMS=0.57
 

μm,APV=4.13
 

μm)和LSI-T方法

(RRMS=0.66
 

μm,APV=5.01
 

μm);图7所示为三

种方法计算得到的枕形分布时的重建误差,本文方

法的误差(RRMS=0.21
 

μm,APV=1.40
 

μm)同样小

图6 桶形分布对应的重建误差。(a)本文方法;(b)重采样后的Southwell方法;(c)
 

LSI-T方法

Fig.
 

6 Reconstruction
 

error
 

corresponding
 

to
 

barrel
 

distribution 
 

 a 
 

Proposed
 

method 
 

 b 
 

Southwell
 

method
 

after
 

resampling 
 

 c 
 

LSI-T
 

method
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图7 枕形分布对应的重建误差。(a)本文方法;(b)重采样后的Southwell方法;(c)
 

LSI-T方法

Fig.
 

7 Reconstruction
 

error
 

corresponding
 

to
 

pillow
 

distribution 
 

 a 
 

Proposed
 

method 
 

 b 
 

Southwell
 

method
 

after
 

resampling 
 

 c 
 

LSI-T
 

method

于其他 两 种 方 法(重 采 样 后 的 Southwell方 法:

RRMS=0.50
 

μm,APV =4.31μm;LSI-T 方 法:

RRMS=0.68
 

μm,APV=5.98
 

μm)。上述结果证明

本文方法能够精确地重建非标准矩形分布的高

度值。

  下面将讨论非矩阵数据的重建时间。利用所提

的非迭代方法、迭代区域法和基于傅里叶变换的迭

代模式法对非矩阵数据进行重建。重建对象选用

图3(a)所示的表面,根据图8所示的目标点和空缺

点位置,获取非矩阵梯度数据,图8(a)和(b)对应的

采样点数量分别为29236和24994。

图8 目标点和空缺点在矩阵中的位置示意图。
(a)圆形区域;(b)带有孔径的区域

Fig.
 

8Schematic
 

of
 

the
 

position
 

of
 

the
 

target
 

and
 

blank
 

points
 

in
 

the
 

matrix 
 

 a 
 

Circular
 

area 
 

 b 
 

area
 

      with
 

small
 

holes

  采用2.3节的非迭代方法对非矩阵高度数据进

行重建,记录重建时间,并与迭代区域法和迭代模式

法进行对比。在使用两种迭代方法的过程中,需要

采用0元素将非矩阵数据填充为180×180的矩形

阵列,在迭代初期,重建面型与原始面型相差较大,
此时的面型不能作为最终结果,当迭代次数达到

20次时,重建表面与原始表面接近,重建误差不再

随迭代次数增加而减小,因此,取迭代20次时的计

算时间与本文方法的计算时间进行比较。三种方法

的时间消耗情况如图9所示,本文方法的计算时间

在0.1
 

s左右,明显低于迭代方法的消耗时间。

图9 两种区域对应的计算时间对比
 

Fig.
 

9 Comparison
 

of
 

computing
 

time
 

in
 

two
 

areas

  图10所示为计算时间随着采样点数量增加的

变化情况。当采样点数量增加时,计算量增大,消耗

时间也会随之增加,本文方法相比于其他迭代方法,
始终具有较快的计算速度,而且这种速度优势在采

样点数量较多时体现得更为明显,因此,本文方法非

常适合于计算大规模的高度数据。

图10 采样点数量对计算时间的影响

Fig.
 

10 Influence
 

of
 

the
 

number
 

of
 

sampling
 

points
 

on
 

the
 

computing
 

time

1220001-7



研究论文 第41卷
 

第12期/2021年6月/光学学报

3.2 实验

采用基于圆偏振光的偏振重建方法[10],搭建了

如图11所示的实验系统,系统包括相机、1/4波片、
线偏振片以及附有右旋圆偏振膜的面光源等。其

中,相机的分辨率为1360
 

pixel×1024
 

pixel,被测对

象是透镜表面,曲率半径为90.56
 

mm,面型精度

RRMS 值优于λ/20(λ=632.8
 

nm)。为减小杂散光

对重建结果的影响,在避光的环境下进行实验。

图11 基于圆偏振光的偏振重建方法的实验装置图

Fig.
 

11 Setup
 

of
 

polarization
 

reconstruction
 

method
 

based
 

on
 

circular
 

polarized
 

light

  整个实验过程包括梯度测量和积分计算两个部

分。在梯度测量的过程中,通过1/4波片和线偏振

片的组合测量目标区域内反射光线的偏振态。将线

偏振片固定在相机和波片之间,波片快轴方向与线

偏振片透光轴方向的平行位置记为0°。固定线偏

振片,波片以10°为步长从0°旋转至360°,每次旋转

后用相机记录目标区域的强度图像,结果如图12
 

所

示。根据强度变化计算反射光的偏振态,然后依据

偏振重建方法中梯度与偏振态的关系,解算各采样

点处的梯度值。图13(a)、(b)所示分别是目标区域

内x 方向和y 方向的梯度分布情况。在表面高度

的计算过程中,首先,将测量的x 方向和y 方向梯

图12 目标区域内强度随波片旋转角度的变化情况

Fig.
 

12 Intensity
 

at
 

different
 

rotation
 

angles
 

of
 

the
 

wave
 

plate
 

within
 

the
 

target
 

area

度数据填充为140×120的矩形阵列;然后,用(3)、
(4)式和(16)、(17)式分别计算系数矩阵和差分向量

的初始值,并依据2.3节提到的方法对系数矩阵和

差分向量进行修正;最后,通过最小二乘法求解目标

高度值。实验结果如图14所示。

图13 目标区域内的梯度分布。(a)
 

x 方向梯度;
(b)

 

y 方向梯度

Fig.
 

13 Gradient
 

distribution
 

in
 

the
 

target
 

area 
 

 a 
 

Gradient
 

along
 

x
 

direction 
 

 b 
 

gradient
 

     along
 

y
 

direction

图14 实验中重建的表面

Fig.
 

14 Reconstructed
 

surface
 

in
 

the
 

experiment

  将 测 量 的 梯 度 数 据 应 用 到 重 采 样 后 的

Southwell方法中,与本文方法进行比较。由于无

法直接计算重建表面与原表面之间的高度误差,采
用最小二乘法获取重建表面的球心位置,将球心到

表面点的距离与标准半径的差值作为各点的误差,
计算公式为
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RRMS=

∑
N

i=1

[(xi-x0)2+(yi-y0)2+(zi-z0)2 -R]
2

Nsam
,

(21)
式中:(xi,yi,zi)是重建表面上点的坐标;(x0,y0,z0)
是球形表面的球心;R 为被测球面的半径;Nsam 为

采样点的数量。
图15(a)为使用本文方法时的重建误差图,其

RRMS 值为0.023
 

mm,APV 值为0.244
 

mm,图15(b)
为使用重采样后的Southwell方法的重建误差图,
其RRMS 值分别为0.034

 

mm,APV 值为0.326
 

mm。
相比之下,本文方法的误差相对较小。

图15 不同方法的重建误差图。(a)
 

本文方法;
(b)

 

重采样后的Southwell方法

Fig.
 

15Reconstruction
 

error
 

map
  

by
 

different
 

methods 
 

 a 
 

Proposed
 

method 
 

 b 
 

Southwell
 

method
 

      after
 

resampling

4 结  论

对离散梯度的积分方法进行分析,以区域法为

基础,针对非标准矩形的采样点分布和非矩阵数据

两种情况提出了改善的方案,可实现快速、高精度的

重建。首先,为减小非标准矩形分布引入的截断误

差,结合二维泰勒展开理论,同时采用x 方向和y
方向的梯度去计算相邻点的差分值,并根据一阶偏

导项和二阶偏导项之间的近似关系,推导出新的小

截断误差的差分算子,用于减小积分方法的重建误

差;其次,针对非矩阵高度数据的计算时间问题,提
出一种非迭代的计算方法,采用非数NaN将非矩阵

梯度数据填充为矩阵形式,通过矩阵运算计算差分

向量,并根据差分向量和索引向量中无效点NaN的

位置修改系数矩阵,应用最小二乘法,可直接无迭代

地完成重建计算,节省计算时间。数值实验结果表

明:当采样点按照桶形和枕形两种非矩形排列分布

时,本文方法的重建精度明显优于其他两种方法;在
处理非矩阵数据时,本文方法的计算速度明显快于

基于迭代的区域法和模式法(迭代次数为20),并
且,随着采样点数量的增加,本文方法在速度方面的

优势更加突出。此外,通过基于圆偏振光的偏振重

建实验验证本文方法的性能,实验结果与仿真结论

基本吻合。因此,本文方法适用于快速、精确地重建

大尺寸高度数据。
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