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摘要 针对现有的透视投影下混合表面3D重建从明暗恢复形状(SFS)算法中辐照度方程求解耗时较长、误差较大

的问题,提出了一种基于牛顿-拉弗森法的混合表面3D重建快速SFS算法。首先,采用Blinn-Phong模型表征物体

表面的混合反射特性,结合摄像机的针孔透视投影模型,建立了与物体表面3D形貌信息相对应的图像偏微分辐照

度方程;其次,将辐照度方程转换为关于物体表面高度梯度函数的方程,使用牛顿-拉弗森法迭代求解该方程的解;

接着,将此解转换为哈密顿-雅可比偏微分辐照度方程,利用勒让德变换获得偏微分方程对应的哈密顿函数;最后,

运用最优控制原理和迭代fast
 

marching策略构建哈密顿函数的逼近方案并得到哈密顿-雅可比方程的黏性解,此黏性

解代表了混合反射表面的高度值。实验结果表明:与现有的基于upwind格式的混合表面3D重建SFS算法相比,所
提算法的运行时间得到大幅度的降低,获得的物体表面高度的平均绝对误差与均方根误差亦有较大程度的减小。
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1 引  言

从明暗恢复形状(SFS)是计算机视觉和光度学

领域中重建物体表面3D形貌的重要方法之一[1-2]。

SFS方法的基本原理:借助一定的成像模型,从单幅

图像的明暗变化出发,通过施加约束条件利用变分

法获得物体表面的梯度场,进而通过积分方式由梯

度得到表面高度值[3-4]。基于SFS方法的系统具有

设备简单、分辨率高、适用性强等优势,在工业生产

过程检测[5]、医学图像分析与重建[6-7]、人脸与指纹

等生物特征识别[8-9]、星球表面形貌重建[10]等领域

得到了大量的应用。

SFS方法经过长期的发展,衍生出许许多多不

同类型的算法。早期的SFS算法[11-12]依托简化的

成像模型,如假定光源位于无限远处、摄像机遵循

正交投影模型、物体表面的反射特性服从理想的

漫反射,这些假设条件尽管降低了SFS方法的复

杂性,但也引起了较大的重建误差。这是因为实

际的物体表面并非理想的漫反射表面,而是既含

有漫反射又含有镜面反射的混合表面[13],尤其在

摄像机距离物体表面较近时(此时摄像机接近于

透视投影),重建误差更为明显。基于此,近年来

不少学 者 对 混 合 表 面 的SFS方 法 展 开 了 研 究。

Ahmed等[14-15]首次建立了 Ward模型[16]下的混合

表面SFS图像辐照度方程,并利用Lax-Friedrichs
 

sweeping算法进行了求解。Tozza等[17]研究了基

于Phong模型[18]的图像辐照度方程,使用semi-
Lagrangian算法得到了收敛结果。然而上述方法

中,摄像机的投影方式仍为正交投影,而实际中摄

像机接近于透视投影。为此,Vogel等[19-20]在透视

投影下对基于Phong模型的混合表面SFS方法进

行研究,借助Lax-Friedrichs算法或upwind格式进

行了求解。本课题组通过对文献[14-15]进行深入

的研究,提出了一种改进的 Ward模型,建立了透

视投影下的图像辐照度方程,并开发了基于fixed-
point的求解算法,得到了较好的重建效果[13]。然

而,由于 Ward和Phong反射模型的复杂性,特别

是在透视投影下,Lax-Friedrichs或fixed-point数值

算法中很难找到最优的人工黏性因子,导致计算

过程中收敛速度较慢。
针对上述问题,为解决透视投影下混合表面

的3D形貌重建问题,本文提出了一种基于牛顿-
拉弗森法的快速SFS算法。采用Blinn-Phong模

型表征物体表面的混合反射特性,结合摄像机的

针孔透视投影模型,建立包含物体表面高度信息

的偏微分辐照度方程;利用牛顿-拉弗森法迭代逼

近辐照度方程的解,将此解转换为哈密顿-雅可比

偏微分方程,并得到哈密顿函数的控制形式;运用

最优控制原理和迭代fast
 

marching策略获得哈密

顿-雅可比方程的黏性解,在提高重建精度的同时

加快了收敛速度。

2 透视投影下混合表面的图像辐照度

方程

众所周知,实际的物体表面并非理想的漫反射

表面,而是既含有漫反射又含有镜面反射的混合表

面[13,21]。鉴于Blinn-Phong反射模型具有良好的性

能和适中的复杂度[22],采用Blinn-Phong模型表征

物体表面的混合反射特性,于是得到的图像辐照度

方程为

I(u,v)=kdcos
 

θi+ks(cos
 

δ)α, (1)
式中:I(u,v)为图像在(u,v)处的灰度值;kd、ks 分

别为物体表面漫反射、镜面反射成分的加权因子,且
有kd+ks≤1;镜面反射指数α>0;θi和δ的几何关

系如图1所示,分别为(u,v)处对应的物体表面上

某点P(x,y,z)处的法向量N(u,v)与光源照射光

线L(u,v)之间的夹角以及与H(u,v)之间的夹角。
图1中,H(u,v)为L(u,v)和摄像机成像光线

V(u,v)的角平分线。

图1 局部表面反射几何关系

Fig 
 

1 Reflection
 

geometry
 

relationship
 

of
the

 

local
 

surface

混合表面上点P(x,y,z)与图像中(u,v)的对

应关系可以由图2所示的针孔透视投影模型来描

述。图2中,o-xyz为摄像机坐标系,原点o位于摄

像机的投影中心,z 轴与摄像机的光轴保持一致,x
轴、y 轴分别平行图像坐标系的u 轴、v 轴;图像坐

标系所在的成像平面位于z=-f 处,摄像机镜头
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图2 针孔透视投影

Fig 
 

2 Pinhole
 

perspective
 

projection

的焦距f>0。考虑点光源近似位于投影中心的情

况,此时有

L(u,v)=V(u,v)=H(u,v)⇒δ=θi。 (2)

  于是图像辐照度方程(1)式变为

I(u,v)=kdcos
 

θi+kscosαθi。 (3)

  依据图2所示的针孔透视投影的成像原理,有
u
x =

v
y = -f

z
。 (4)

  因此,得到混合表面上点 P(x,y,z)的表达

式为

P(x,y,z)=
z~(u,v)

f
(u,v,-f),

 

(u,v)∈Ω,

(5)
式中:P 点到o-xy 平面的距离z~(u,v)>0;Ω 为摄

像机捕获到的图像区域。
通过(5)式,可以计算得到点P 处的法向量为

N(u,v)=

f
∂z~

∂u
,f
∂z~

∂v
,z~(u,v)+u∂z

~

∂u+v∂z
~

∂v  
T

。 (6)

  过点P 的光源照射光线方向向量为

L(u,v)=
1

u2+v2+f2
(-u,-v,f)T。(7)

  由于θi 为 N(u,v)与L(u,v)之间的夹角,
故有

cos
 

θi=
Q(u,v)z~(u,v)

f
∂z~

∂u  
2

+f
∂z~

∂v  
2

+u∂z
~

∂u+v∂z
~

∂v+z~  
2
,

(8)

式中:Q(u,v)=f/ u2+v2+f2 >0。令 Z=
ln[z~(u,v)],同时将(8)式代入(3)式,可得到透视

投影下混合表面的图像辐照度方程,即为

I(u,v)=kd
Q(u,v)

U(u,v,ឌZ)+ks
Qα(u,v)

Uα(u,v,ឌZ)
,

(9)

其中

U(u,v,ឌZ)=

f
∂Z
∂u  

2

+f
∂Z
∂v  

2

+u∂Z∂u+v∂Z∂v+1  
2

>0,

(10)
式中:ឌZ 为物体表面高度梯度。

3 牛顿-拉弗森法求解图像辐照度

方程

显然,透视投影下建立的混合表面SFS图像辐

照度方程(9)式是一个一阶非线性偏微分方程,当镜

面反射指数α≠1时,方程求解异常困难。为了解决

偏微分辐照度方程(9)式的求解问题,首先利用牛

顿-拉弗森法迭代逼近(9)式中关于U(u,v,ឌZ)的
解,然后可由U(u,v,ឌZ)进一步计算得到辐照度

方程的黏性解。
对于SFS图像辐照度方程(9)式,可以看作是

关于T=Q(u,v)/U(u,v,ឌZ)>0的方程,整理

可得

F(T)=ksTα +kdT-I(u,v)=0。 (11)

  F(T)的一阶导数F'(T)为
F'(T)=αksTα-1+kd>0。 (12)

  显然,F(T)具有单调性。给定初始值T0=1,
基于牛顿-拉弗森法的迭代公式经过k 步迭代就可

以准确获得(11)式的解Tk。

Tk =Tk-1-
F(Tk-1)
F'(Tk-1)

。 (13)

  因此,可以得到

U(u,v,ឌZ)=
Q(u,v)

Tk
。 (14)

  将(14)式代入(10)式,进一步整理,得到新的图

像辐照度方程为

Tk f
∂Z
∂u  

2

+f
∂Z
∂v  

2

+u∂Z∂u+v∂Z∂v+1  
2

-

Q(u,v)=0。 (15)

  显然,(15)式是一个哈密顿-雅可比类型的偏

微分方程。一般情况下,图像辐照度方程(15)式
不存在 通 常 意 义 上 的 解,需 计 算 在 黏 性 意 义 下

的解。

4 哈密顿-雅可比偏微分辐照度方程

黏性解

将ឌZ 简写为g,可以得到哈密顿-雅可比方程

(15)式的哈密顿函数,即为

1215003-3
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H(u,v,g)=-Q(u,v)+

Tk f2‖g‖2+ (u,v)·g+1  2。 (16)

  利用勒让德变换可获得哈密顿函数(16)式对应

的控制形式,

H(u,v,g)=-Q(u,v)+
sup

a∈B2(0,1)
-lc(u,v,a)-fc(u,v,a)·g  ,

(17)

式中:lc(u,v,a)=-TkQ(u,v)1-‖a‖2 -
TkRT(u,v)v(u,v)·a+Q(u,v);fc(u,v,a)=
-TkRT(u,v)×D(u,v)R(u,v)a;B2(0,1)为定义

在ℝ2 上的单位圆面。R(u,v)、v(u,v)和D(u,v)
分别满足

R(u,v)=

u/ u2+v2 v/ u2+v2

-v/ u2+v2 u/ u2+v2  ,u2+v2 ≠0

1 0
0 1  ,u2+v2=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

,

(18)

v(u,v)=
(u2+v2)/(u2+v2+f2)

0  ,
(19)

D(u,v)= u2+v2+f2 0
0 f  。 (20)

  逼近(17)式中的 H(u,v,g),采用如下方法

H(u,v,g)≈-Q(u,v)+ sup
a∈B2(0,1)

-lc(u,v,a) +min[-f1(u,v,a),0]g+
1 +

max[-f1(u,v,a),0]g-
1 +min[-f2(u,v,a),0]g+

2 +max[-f2(u,v,a),0]g-
2 , (21)

图3 Vase和 Mozart的真实高度。(a)
 

Vase;(b)
 

Mozart
Fig 

 

3 Ground
 

truth
 

of
 

Vase
 

and
 

Mozart 
 

 a 
 

Vase 
 

 b 
 

Mozart

式中:fm(u,v,a)为fc(u,v,a)的第m(m=1,2)
个分量;g+

m、g-
m 分别为g 第m 个分量的前向、后向

差分。显然,逼近方法中需要计算最优问题,可运用

最优控制原理和作者提出的方法进行计算,具体过

程可参见文献[2,23]。
定义Zk≡Z(u,v,kΔt),在时域利用前向欧拉

公式对其进行展开,可得到Z 的求解数值算法,

Zk =Zk-1-ΔtH(u,v,g), (22)
式中:Δt为时间增量。由于数值算法是迭代形式

的,为 了 加 快 算 法 的 收 敛 速 度,可 将 迭 代fast
 

marching策略[24]应用到上述算法中,经过几步迭代

可以精确逼近Z 的黏性解,此黏性解的指数函数

exp(Z)即为混合反射表面的高度值。

5 实  验

为了评估所提算法的速度及精度,借助文献

[11]提供的标准 Vase和 Mozart测试数据和实际

拍摄的图像进行了3D形貌重建,同时对重建的结

果与基于upwind格式的Vogel算法重建的结果进

行了比较。

5.1 Vase和 Mozart图像的3D形貌重建

文献[11]中Vase和 Mozart的真实高度如图3
所示,所有的单位均为像素,图3(a)中Vase和图3
(b)中 Mozart的基准平面到投影中心的距离均设

置为250。生成实验图像的参数设置为:摄像机镜

头的焦距f=25,光源近似位于摄像机的投影中心。
混合表面的反射模型的4组参数配置为:1)kd=
0.9,ks=0.1,α=5;2)kd=0.9,ks=0.1,α=15;3)

 

kd=0.7,ks=0.3,α=15;4)
 

kd=0.5,ks=0.5,α=
15。

图4(a)~(d)和图5(a)~(d)分别为4组配置

下生成的Vase和 Mozart灰度图像,图像分辨率为

128×128;图4(e)~(h)为采用 Vogel算法[19-20]分

别对Vase图像[图4(a)~(d)]进行3D形貌重建的
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结果;图4(i)~(l)是Vogel算法的重建误差,即图4
(e)~(h)与图3(a)之间的高度差值;图4(m)~(p)
是所提算法分别对Vase图像[图4(a)~(d)]进行

3D形貌重建的结果;图4(q)~(t)是所提算法的重

建误差,即图4(m)~(p)与图3(a)之间的高度差

值。图5(e)~(t)分别为Vogel算法和所提算法对

Mozart图像[图5(a)~(d)]进行3D形貌重建的结

果和重建误差。

图4 Vase图像及3D形貌重建结果。(a)~(d)按4种配置生成的图像;(e)~(h)
 

Vogel算法重建结果;
(i)~(l)

 

Vogel算法重建误差;(m)~(p)所提算法重建结果;(q)~(t)所提算法重建误差

Fig 
 

4Vase
 

images
 

and
 

their
 

3D
 

shape
 

reconstruction
 

results 
 

 a -- d 
 

Generated
 

images
 

by
 

4
 

configurations 
 

 e -- h 
 

reconstructed
 

results
 

by
 

Vogel
 

algorithm 
 

 i -- l 
 

reconstructed
 

errors
 

by
 

Vogel
 

algorithm 
 

 m -- p 
 

reconstructed
      

 

results
 

by
 

proposed
 

algorithm 
 

 q -- t 
 

reconstructed
 

errors
 

by
 

proposed
 

algorithm

  从图4和图5所示的结果来看:所提算法和

Vogel算法均能较好地重建 Vase和 Mozart的3D
形貌,但相比之下,所提算法能比Vogel算法取得更

好的结果,局部细节更清晰,误差更小;尤其当镜面

反射成分较强时[如图4(c)(d)和图5(c)(d)所示],
所提算法重建的效果更佳。

5.2 3D形貌重建结果的定量比较

为了定量地比较3D形貌重建结果,使用物体

表面高度 的 平 均 绝 对 误 差(MAE)、均 方 根 误 差

(RMSE)、算法运行时间指标对所提算法和 Vogel

算法进行比较。MAE和RMSE定义为

EMA=
1

m×n∑
m

i=1
∑
n

j=1
z~ij -z~Gij , (23)

ERMS=
1

m×n∑
m

i=1
∑
n

j=1
z~ij -z~Gij 2, (24)

式中:z~Gij 为图像像素点(i,j)处真实的高度值[如图

3(a)和图3(b)所示];z~ij 为Vogel算法或所提算法

重建的高度值;m、n 分别为图像的行数与列数,即

m×n 为图像分辨率的大小。
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图5 Mozart图像及3D形貌重建结果。(a)~(d)按4种配置生成的图像;(e)~(h)
 

Vogel算法重建结果;
(i)~(l)

 

Vogel算法重建误差;(m)~(p)所提算法重建结果;(q)~(t)所提算法重建误差

Fig 
 

5 Mozart
 

images
 

and
 

their
 

3D
 

shape
 

reconstruction
 

results 
 

 a -- d 
 

Generated
 

images
 

by
 

4
 

configurations 
 

 e -- h 
 

reconstructed
 

results
 

by
 

Vogel
 

algorithm 
 

 i -- l 
 

reconstructed
 

errors
 

by
 

Vogel
 

algorithm 
 

 m -- p 
 

reconstructed
      

 

results
 

by
 

proposed
 

algorithm 
 

 q -- t 
 

reconstructed
 

errors
 

by
 

proposed
 

algorithm
 

  表1和表2分别为Vase图像、Mozart图像3D
形貌 重 建 结 果 的 定 量 比 较,其 中 算 法 由 Matlab

 

2015a结合C语言 mex函数实现,算法运行时间是

基于Intel
 

Xeon
 

E5-1650
 

CPU和16
 

GB
 

DDR3内存

的PC机得到的。

表1 Vase图像3D形貌重建结果的定量比较

Table
 

1 Quantitative
 

comparison
 

of
 

3D
 

shape
 

reconstruction
 

results
 

of
 

the
 

Vase
 

images

Figure
MAE

 

/pixel RMSE
 

/pixel Running
 

time
 

/s
Vogel

algorithm
Proposed
algorithm

Vogel
algorithm

Proposed
algorithm

Vogel
algorithm

Proposed
algorithm

Fig.
 

4(a) 1.5791 0.5126 1.6819 0.5912 0.31 0.10

Fig.
 

4(b) 1.2402 0.5403 1.3553 0.6495 0.26 0.10

Fig.
 

4(c) 1.6159 0.5338 1.8427 0.6334 0.35 0.10

Fig.
 

4(d) 2.2007 0.5269 2.5676 0.6184 0.66 0.10
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表2 Mozart图像3D形貌重建结果的定量比较

Table
 

2 Quantitative
 

comparison
 

of
 

3D
 

shape
 

reconstruction
 

results
 

of
 

the
 

Mozart
 

images

Figure
MAE

 

/pixel RMSE
 

/pixel Running
 

time
 

/s
Vogel

algorithm
Proposed
algorithm

Vogel
algorithm

Proposed
algorithm

Vogel
algorithm

Proposed
algorithm

Fig.
 

5(a) 4.4093 1.9019 5.1441 2.3340 0.75 0.21
Fig.

 

5(b) 3.8506 1.9545 4.4811 2.3791 0.87 0.21
Fig.

 

5(c) 3.5287 1.9389 4.1006 2.3701 0.51 0.21
Fig.

 

5(d) 3.7177 1.9269 4.3398 2.3670 0.89 0.21

  从表1和表2可以发现:与Vogel算法的重建

误差相比,所提算法的 MAE、RMSE均有较大程

度的减小,为Vogel算法的1/2~1/3,这是因为本

文基于牛顿-拉弗森法、勒让德变换和最优控制原

理构建 了 更 加 有 效 的 数 值 求 解 算 法;所 提 算 法

CPU运行时间相比 Vogel算法亦有较大幅度的降

低,这是因为本文采用迭代fast
 

marching策略对

数值求解算法的收敛过程进行了加速。值得注意

的是:CPU运行时间中,勒让德变换得到控制形式

(17)式的时间约占总运行时间的1/2,这是因为变

换过程中需要进行较为复杂的矩阵乘法运算;牛
顿-拉弗森法得到图像辐照度方程(15)式的时间约

占总运行时间的1/8;数值求解(22)式的时间约占

总运行时间的3/8。此外,对于不同配置参数的图

像,所提算法的收敛速度几乎保持一致,而 Vogel
算法的收敛速度则受到图像中镜面反射成分的

影响。

5.3 实际拍摄图像的3D形貌重建

图6是对一幅实际拍摄的图像进行3D形貌重

建的结果。图6(a)是实际拍摄的灰度图像,具有较

强的镜面反射成分;由于SFS的光源采用摄像机自

带的闪光灯,因此符合图2所示的成像模型。图6
(b)、(c)分别为 Vogel算法、所提算法对图6(a)重
建的3D形貌。

图6 实际拍摄图像的3D形貌重建。(a)实际拍摄的灰度图像;(b)
 

Vogel算法重建结果;(c)所提算法重建结果

Fig 
 

6 3D
 

shape
 

reconstruction
 

results
 

of
 

a
 

real
 

image 
 

 a 
 

Real
 

gray
 

image 
 

 b 
 

reconstructed
 

result
 

obtained
 

by
Vogel

 

algorithm 
 

 c 
 

reconstructed
 

result
 

obtained
 

by
 

proposed
 

algorithm

  由于没有获取到实际拍摄图像的真实3D形

貌,无法计算重建后的 MAE和RMSE,因此仅从主

观上比较Vogel算法和所提算法3D重建的效果。
由图6可以看出:同 Vase和 Mozart图像3D形貌

重建的实验结果一样,所提算法和Vogel算法均能

较好地重建混合表面的3D形貌;同样相比之下,所
提算法能比Vogel算法取得更好的结果,局部细节

更形象、逼真,重建的效果更佳,如在瓶体处,所提算

法重建的形貌更接近于圆柱体。另外,相比 Vogel
算法的运行时间(1.15

 

s),所提算法CPU运行时间

(0.36
 

s)亦有较大幅度的降低。

总之,由图4~6、表1和表2可以看出,与现有

的算法相比,所提算法能够更加有效地重建出透视

投影下混合表面的3D形貌。

6 结  论

提出了一种基于牛顿-拉弗森法的快速SFS算

法,旨在解决透视投影下混合表面的3D形貌重建

问题。采用Blinn-Phong模型表征物体表面的混合

反射特性,建立了包含物体表面高度信息的偏微分

辐照度方程;利用牛顿-拉弗森法迭代逼近辐照度方

程的解,将此解转换为哈密顿-雅可比偏微分方程,
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得到了哈密顿函数的控制形式;运用最优控制原理

和迭代fast
 

marching策略获得了哈密顿-雅可比方

程的黏性解,最终 重 建 出 混 合 表 面 的3D 形 貌。

Vase图像、Mozart图像及实际拍摄图像的实验结

果表明,与现有的透视投影下混合表面SFS算法相

比,所提算法在运行时间、3D形貌重建精度等性能

上有较大改善。如何快速重建具有更加复杂反射特

性的物体表面3D形貌是下一步研究工作的重点。
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