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从氢原子的蜘蛛状动量谱提取散射振幅相位
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摘要 采 用 半 经 典 回 碰 模 型 (semiclassical
 

rescattering
 

model,
 

SRM)和 含 时 薛 定 谔 方 程 (time-dependent
 

Schrödinger
 

equation,
 

TDSE),对线偏振激光场中氢原子的蜘蛛型光电子动量谱进行了数值模拟,重点研究了散射

振幅相位的提取。基于前人的研究成果,依据SRM理论和鞍点理论,得到时间参数近似相等的结论,并提出了一

种相位提取的新方法。构建了两个一级近似公式,解析表达了散射振幅相位。由所提方法获得的相位与纵向动量

和横向动量有关。新方法尽管增加了计算量,但是相位提取精度有显著提高。
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Abstract We
 

report
 

the
 

numerical
 

simulation
 

on
 

the
 

spiderlike
 

photoelectron
 

momentum
 

distributions
 

 PMDs 
 

of
 

a
 

hydrogen
 

atom
 

ionized
 

by
 

a
 

linearly
 

polarized
 

laser
 

field
 

using
 

the
 

semiclassical
 

rescattering
 

model
 

 SRM 
 

and
 

the
 

time-dependent
 

Schrödinger
 

equation
 

 TDSE  
 

and
 

focus
 

on
 

the
 

extraction
 

of
 

scattering-amplitude
 

phases 
 

Based
 

upon
 

the
 

previous
 

research
 

results 
 

we
 

draw
 

a
 

conclusion
 

that
 

the
 

time
 

parameters
 

obtained
 

from
 

the
 

SRM
 

and
 

the
 

saddle-point
 

theories
 

are
 

approximately
 

equal 
 

In
 

addition 
 

we
 

propose
 

a
 

novel
 

method
 

for
 

phase
 

extraction 
 

Moreover 
 

we
 

establish
 

two
 

first-order
 

approximate
 

formulas
 

to
 

analytically
 

describe
 

the
 

scattering
 

amplitude
 

phase 
 

The
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related
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and
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precision 
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it
 

increases
 

the
 

computation
 

load 
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1 引  言

近年来,强场物理领域出现了一系列的电子波

包干涉现象[1-3]。强激光场电离原子后,电子将在激

光场的作用下沿着不同的路径运动,当这些不同路

径的电子具有相同的最终动量时,将会发生干涉并

产生光电子动量分布(photoelectron
 

momentum
 

distributions,PMDs)
 [4-15]。2011 年,Huismans

等[16]在Xe原子的电离实验中观察到了强场光电子

全 息 (strong-field
 

photoelectron
 

holography,

SFPH)干涉图案,其中一类干涉电子在电离后直接

到达探测器,称为直接电子;而另一类电子在电离后

被强激光场驱赶回母离子处,并与母核发生重散射,
称为回碰或重散射电子。借助光学全息(optical
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holography)概念,直接电子和重散射电子也分别被

称为参考电子和信号电子。之后,SFPH 过程产生

的蜘蛛型干涉动量谱得到了广泛研究,其成为一种

探测原子分子结构信息以及电子微观动力学过程的

重要工具[17-22]。实际上,PMDs也呈现多种复杂结

构:过阈电离圆环[23]、周期内干涉圆弧[24]、回飞镖

圆弧[25]、次级或内蜘蛛结构等[26]。
由于信号电子的重散射过程,蜘蛛型干涉动量

谱包含重散射过程的信息。人们引入散射振幅以定

量描述重散射这一复杂过程,它表示为f(p,θc)=
f(p,θc)expiα(p,θc)  。这里的f(p,θc)是复

数形式,它由相位
 

α(p,θc)和幅度 f(p,θc)组成,

p为动量,θc 为散射角。通常情况下,可以通过散

射截面测量的方法得到散射幅度 f(p,θc)
[27],但

对散射振幅的相位研究却十分有限。2016年,Zhou
等[17]从蜘蛛型干涉动量谱中提取了散射振幅的相

位与动量或散射角的函数关系。事实上,该相位是

动量和散射角的二元函数,而散射振幅相位与动量

和散射角的关系鲜有报道。由于重散射过程将散射

振幅相位编码在蜘蛛型干涉动量谱中,因此可以从

这些干涉图案中恢复得到相位信息。
本 文 利 用 氢 原 子 的 半 经 典 回 碰 模 型

(semiclassical
 

rescattering
 

model,
 

SRM)和含时薛

定谔 方 程(time-dependent
 

Schrödinger
 

equation,
 

TDSE),数值研究了蜘蛛型干涉结构中散射振幅相

位的提取。大量数值模拟证明,从SRM 中提取的

电子电离和重散射之间的时间差与求解鞍点方程
 

(saddle-point
 

equation,
 

SP
 

equation)的时间差近似

相等,因此提出了一种从蜘蛛型干涉动量谱中提取

散射振幅相位的新方法。最后还提出了两种一级近

似公式,可以解析表达散射振幅相位。与文献[17]
的研究方法相比,我们模拟的是无屏蔽的氢原子势

能,而且在纵向动量的切割上更精细,因此数据量更

大,计算时间更长。

2 数值方法

本文采用SRM 理论模拟由参考电子和信号电

子间的干涉所产生的蜘蛛型干涉结构,该模型基于

重散射三步模型[28]。SRM 已经被证明能够解释各

种强场电离过程的干涉结构[29]。
本文使用的激光场沿x 轴线偏振(忽略激光脉

冲包络):

E(t)=E0sin(ωt), (1)
式中:t为时间;E0 为激光脉冲的电场强度;ω为脉

冲的载波频率。在SRM 理论中,信号电子的初始

速度被假设为零,即vsigx =vsigy =0。对于沿x轴线

性偏振的激光场,电子沿y 轴方向的初始速度是

否为零是决定电子能否回到母离子的关键因素。
如果信号电子沿y 轴方向的初始速度不为零,那
么它将无法返回母离子。同理,在SRM 理论中,
参考电子沿y轴方向的初始速度不为零,即vrefx =
0和vrefy ≠0。

在重散射时刻tc,信号电子回到母离子所在的

坐标原点,即x(tc)=y(tc)=0。运动方程为

sin(ωtc)-sin(ωtsig0 )-ω(tc-tsig0 )cos(ωtsig0 )=0,
(2)

式中:tsig0 为信号电子的电离时间。回碰后的信号电

子会以散射角度θc 与母离子发生弹性散射。由于

蜘蛛型干涉谱结构是由直接电子和近前向重散射电

子之间的干涉引起的,因此散射角度在[-90°,90°]
范围之内。于是,信号电子的最终动量大小为

px=vccos(θc)-
E0
ωcos

(ωtc), (3)

py=vcsin(θc), (4)
式中:px 为纵向最终动量;py 为横向最终动量;vc
为信号电子在重散射时刻tc 的瞬时速度。当不同

时刻电离、沿着不同路径运动的参考电子具有与信

号电子相同的最终动量时,这两类电子将会发生干

涉。由于最终动量值已经给出,因此参考电子的电

离时间和初始速度为

p=v(tref0 )-A(tref0 ), (5)

式中:p 为最终动量;tref0 为参考电子的电离时间;

v(tref0 )为 参 考 电 子 在 隧 穿 电 离 后 的 初 始 速 度;

A(tref0 )为参考电子在tref0 时刻的电场矢势。
每条电子轨道的相位由半经典作用相位给

出,即

S=∫
�

t0

[v2(t)/2+Ip]dt, (6)

式中:t0 为电子的电离时间;v(t)为电子速度;Ip 为

氢原子的电离势(Ip=13.6
 

eV或0.5
 

a.u.)。通过

(6)式可以得出,信号电子和参考电子在激光场的作

用下沿电离路径运动所积累的相位差为

ΔS=
1
2∫

tc

tref0
v2xdt+

1
2
(vrefy )2(tc-tref0 )-

1
2∫

tc

tsig0
v2xdt+Ip(tsig0 -tref0 ), (7)

式中:vx 为电子的纵向速度。
为了分析散射振幅的相位对蜘蛛型干涉结构的
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影响,在(7)式中引入一个附加相位α来表示由重散

射过程引起的相位。则总相位差可表示为

Δθ=ΔS+α。 (8)

  SRM 中干涉图案由总相位差确定,即 W =
cos2(Δθ/2),其中W 为总相位差。此外,(8)式还可

以简化[17-19]为

Δθ=
1
2p

2
y(tc-tref0 )+α。 (9)

  在(9)式中,电子的电离时间和重散射时间可以

由鞍点方程近似给出。对于参考电子,其适用的鞍

点方程为

[p+A(tref0 )]2/2=-Ip。 (10)

  信号电子的鞍点方程为

(tc-t0)k=-∫
tc

t0
dt'A(t'), (11)

[k+A(t0)]2/2=-Ip, (12)
[k+A(tc)]2/2=[p+A(tc)]2/2, (13)

式中:
 

k 为电子的漂移动量。按惯例,本文主要采

用原子单位制(a.u.)。

3 分析与讨论

本文主要研究散射振幅的相位对最强的初级蜘

蛛型动量干涉结构的影响,所以在使用SRM 理论

模拟PMDs时,忽略位于低能区域的内蜘蛛型干涉

结构和过阈电离圆环,以及沿横向动量(py)方向分

布的周期内干涉圆弧等结构。此外,SRM理论不考

虑电子轨道的权重。通过TDSE和SRM 理论,得
到的蜘蛛型干涉动量结构分别如图1(a)、(b)所示,
其中px 和py 分别是电子动量p 在x 和y 方向的

分量。激光脉冲的强度是I=9×1013
 

W·cm-2,脉
冲波长为λ=1550

 

nm,脉冲持续时间是4π/ω。图1
(b)中的蜘蛛型干涉动量结构并没有考虑散射振幅

的相位,即对应的α=0。图1(a)、(b)中的干涉图案

具有相似的蜘蛛特征,这证明可以用SRM 理论再

现TDSE模拟的蜘蛛型干涉结构,这一观察结果也

验证了从SRM模拟的蜘蛛型干涉结构中提取时间

和动量信息的可行性。

图1 氢原子蜘蛛型动量谱。(a)利用TDSE得到的氢原子蜘蛛型动量干涉结构;(b)利用SRM理论得到的蜘蛛型动量

干涉结构;(c)从动量谱px=-0.53
 

a.u.处获得的切割曲线中提取到的
 

cos(Δθ)曲线,切割位置如图1(a)、(b)中虚线所示

Fig 
 

1Spiderlike
 

momentum
 

spectra
 

of
 

hydrogen
 

atom 
 

 a 
 

Spiderlike
 

interference
 

structure
 

of
 

hydrogen
 

atom
 

simulated
 

by
 

TDSE 
 

 b 
 

spiderlike
 

interference
 

structure
 

of
 

hydrogen
 

atom
 

simulated
 

by
 

SRM 
 

 c 
  

cos Δθ 
 

curves
 

extracted
     

 

from
 

cut-plot
 

curves
 

taken
 

at
 

-0 53
 

a u 
 

indicated
 

by
 

dashed
 

lines
 

in
 

Figs 
 

1 a 
 

and
 

 b 

  本文采用提取程序从电离电子的动量谱中获取

信息,具体程序分为以下几个步骤。第一步,选定合

适的切割位置px 和切割间隔Δpx,以确定窗口函

数px+Δpx
[17],之后,在动量谱的选定范围内(即

px+Δpx)沿横向动量(py)方向进行切割。第二

步,从切割截面中提取出切割曲线f1(py),并通过

拟合程序将切割曲线f1(py)拟合为上下限为±1
的曲线f2(py),该 曲 线 的 表 达 式 为f2(py)=
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cos(Δθ),这里的Δθ是(9)式中的总相位差。最后

一步,利用(9)式从f2(py)中提取到相应的信息。
本文主要关注负半动量空间内的蜘蛛型干涉结构,
动量范围为px<0和 py <±0.33

 

a.u.。
为了对TDSE和SRM得到的蜘蛛型干涉结构

进行定量比较,我们从图1(a)、(b)中提取到了干涉

项
 

cos(Δθ),如图1(c)所示。从图1(c)中可以观察

到这两条曲线并不重叠,且它们的几个极值点均有

较大的偏离。因为 TDSE模拟的蜘蛛型干涉结构

更接近实验测量的PMDs,所以图1(c)中的误差主

要是由于SRM理论忽略了散射振幅的相位。
为了揭示α在蜘蛛型干涉动量谱中的作用,我

们将α假设为零级近似的常数。图2(a)~(d)展示

了基于SRM理论模拟的蜘蛛型干涉结构,对应的α
值分别为0、π/10、π/5和3π/10。为了更好地了解

α对蜘蛛型干涉结构的影响,在选定切割位置
 

px=

-0.53
 

a.u.和切割间隔Δpx=0.012
 

a.u.后,我们

从这些蜘蛛型干涉结构中提取到了
 

cos(Δθ)与横向

动量的关系曲线,结果如图2(e)所示。从图2(e)中
可以观察到,当α从0增加到3π/10时,“蜘蛛肚”逐
渐变窄,各条“蜘蛛腿”逐渐向内收缩。这一观察结

果与(9)式的理论预测相符。对此现象,我们以蜘蛛

型干涉结构中的第一干涉极小为例,以说明α在蜘

蛛型干涉结构中的作用。(9)式可写为

py= 2(π-α)/(tc-tref0 )。 (14)

  分析(14)式可以发现,蜘蛛型干涉结构的第一

干涉极小的位置取决于散射振幅相位α的值,并且

随着α值的增大而减小。因此,当α值增大时,蜘蛛

型干涉结构的第一干涉极小值将移向横向动量值

(绝对值)较小的位置。这些分析结果表明,信号电

子的重散射过程引起的相位α在蜘蛛型干涉结构中

起着重要的决定作用。

图2 利用SRM理论模拟的蜘蛛型干涉结构。(a)
 

α=0;(b)
 

α=π/10;(c)
 

α=π/5;(d)
 

α=3π/10;
(e)从动量谱px=-0.53

 

a.u.处获得的切割曲线中提取到的
 

cos(Δθ)曲线,切割位置如图2(a)~(d)中虚线所示

Fig 
 

2 Spiderlike
 

interference
 

structures
 

of
 

hydrogen
 

atom
 

simulated
 

by
 

SRM 
 

 a 
 

α=0 
 

 b 
 

α=π 10 
 

 c 
 

α=π 5 
 

 d 
 

α=
3π 10 

 

 e 
 

cos Δθ 
 

curves
 

extracted
 

from
 

cut-plot
 

curves
 

taken
 

at
 

-0 53
 

a u 
 

indicated
 

by
 

dashed
 

lines
 

in
 

Figs 
 

2 a -- d 

  为了进一步证明α的重要性,我们研究(9)式等

号右侧的第一项,即相位项1
2p

2
y(tc-tref0 ),其中

(tc-tref0 )可由SRM 理论得到。鞍点方程得到的

(tc-tref0 )如图3(a)所示。图3(b)为SRM理论得到

的时间差(tc-tref0 )随最终动量的变化图。此外,对

于TDSE得到的蜘蛛型干涉结构,其动量谱上某个

最终动量对应的(tc-tref0 )可以通过求解鞍点方程近

似得到[即求解(10)~(13)式]。从图3(a)、(b)可
以观察到,这两种方法得到的(tc-tref0 )随最终动量

的变化规律一致,即随最终动量 px 的增大,时间

差均逐渐下降。这种变化关系可以解释蜘蛛型干涉
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结构的特征:随着纵向动量 px 的增大,时间差

(tc-tref0 )将会减小,这将导致在更大的 px 处,蜘
蛛型结构各干涉极小值对应的py 增加,因此蜘蛛

型干涉结构将变得更宽。同理,在较小的纵向动量

px 处,蜘蛛型干涉结构会变得更窄,这与图1(a)
和图1(b)的蜘蛛型干涉结构的特征一致。

为了量化SRM理论得到的(tc-tref0 )与鞍点方程

得到的(tc-tref0 )之间的差值,我们将这两种方式得到

的(tc-tref0 )相减,并将结果Δ(tc-tref0 )展示在图3(c)
中。从图3(c)可以看出,在我们关注的动量范围内,
这两种方式得到的(tc-tref0 )之差小于10

 

a.u.。我

们进 一 步 求 出 了 这 两 种 方 式 获 得 的 相 位 项

1
2p

2
y(tc-tref0 )之差,并将结果Δ 1

2p
2
y(tc-tref0 )




 


 展

示在图3(d)中。结果表明,这两种方式得到的

1
2p

2
y(tc-tref0 )之差小于0.6

 

a.u.。由于to 和tc 之

间的时间差为100~150
 

a.u.,因此可以合理地假

设,TDSE和SRM计算的相位项值近似相等。由此

可见,忽略α是SRM 理论得到的蜘蛛型干涉结构

与TDSE获得的蜘蛛型干涉结构出现差异的主要

原因。

图3 不同方法得到的时间差。
 

(a)鞍点方程和(b)
 

SRM理论得到的(tc-tref0 )随最终动量的变化;

(c)
 

Δ(tc-tref0 );(d)
 

Δ 1
2p

2
y(tc-tref0 )  

Fig 
 

3 Time
 

difference
 

obtained
 

by
 

different
 

methods 
 

 tc-tref0 
 

obtained
 

respectively
 

by

 a 
 

saddle-point
 

equation
 

and
 

 b 
 

SRM
 

versus
 

final
 

momentum 
 

 c 
 

Δ tc-tref0  
 

 d 
 

Δ 1
2p

2
y tc-tref0   

  因 为 通 过 TDSE 和 SRM 理 论 计 算 得 到 的

1/2p2y(tc-tref0 )近似相等,所以我们提出一种从动

量谱中提取散射振幅的相位的新方法,即从TDSE
和SRM理论模拟的蜘蛛型干涉结构中提取到相位

差Δθ,再提取出α,即
α=ΔθTDSE-ΔθSRM, (15)

式中:ΔθTDSE 为 TDSE 得 到 的 相 位 差;ΔθSRM 为

SRM得到的相位差。
图4(a)展示了利用(15)式提取到的α与最终

动量的变化关系。为了证明使用(15)式提取α的可

行性,我们使用(9)式从 TDSE得到的蜘蛛型干涉

结构中提取到了α,并将结果展示在图4(b)中。显

然,图4(a)中的α与图4(b)中的α有着相似的变化

趋势,并且它们之间的差异很小。为了量化这种差

异,我们在图4(c)中给出了这两种方式得到的α之

差即Δα,可以看出,在整个动量范围内,α之间的差

值小于0.3
 

a.u.,从而验证了该方法的可靠性。

TDSE模拟的蜘蛛结构与实验测量的蜘蛛结构非常

相近[30-31],因此该方法实际可行。由此可见,(15)式
提供了一种计算α的新方法,相比于(9)式,该方法

无需求解鞍点方程,便可从动量谱中提取到较为精

确的α值。
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图4 不同方法得到的α。
 

(a)
 

(15)式和(b)
 

(9)式得到的α随最终动量的变化;(c)
 

Δα
Fig 

 

4α
 

obtained
 

by
 

different
 

methods 
 

α
 

obtained
 

respectively
 

by
 

 a 
 

Eq 
 

 15 
 

and
 

 b 
 

Eq 
 

 9 
 

versus
 

final
 

momentum 
 

 c 
 

Δα

图5 动量分布。
 

(a)
 

α=a0+axpx+aypy 和(b)
 

α=b0+b1arctan(b2py/px)时SRM理论得到的改进的蜘蛛型干涉动量

谱结构;
 

从图5(a)中(c)
 

px=-0.83
 

a.u.和(e)
 

px=-0.50
 

a.u处提取到的相位因子
 

cos(Δθ)随py 的变化曲线;
 

   从图5(b)中(d)
 

px=-0.83
 

a.u.和(f)
 

px=-0.50处提取到的相位因子cos(Δθ)随py 的变化曲线

Fig 
 

5 Momentum
 

distributions 
 

Modified
 

spiderlike
 

structures
 

simulated
 

by
 

SRM
 

when
 

 a 
 

α=a0+axpx+aypy and
 

 b 
 

α=b0+b1arctan b2py px  
 

phase
 

factor
 

cos Δθ 
 

versus
 

py extracted
 

from
 

Fig 5 a 
 

at
 

 c 
 

px=-0 83
 

a u 
 

and
 

 e 
 

px=-0 50
 

a u 
 

respectively 
 

phase
 

factor
 

cos Δθ 
 

versus
 

py extracted
 

from
 

Fig 5 b 
 

at
 

 d 
 

px=

           -0 83
 

a u 
 

and
 

 f 
 

px=-0 50
 

a u 
 

respectively

  为了更好地展示α对蜘蛛型干涉结构的影响,我
们将图4(a)中的α拟合为px 和py 的函数。受文献

[17]的启发,我们使用以下两个拟合函数,即α=
a0+axpx+aypy 和α=b0+b1arctan(b2py/px),第
一个拟合函数反映了α与纵向动量和横向动量的线

性变化关系,其中各拟合参数分别为a0=0.94,
ax=0.92,ay=-10.81,总的均方根误差为

 

0.50;

而第二个拟合函数则强调α与散射角的线性关系,
该拟合函数的各参数分别为b0=-0.35,

 

b1=
-3.13,b2=-4.82,总的均方根误差为

 

0.40。在

此基础上,我们将这两个拟合函数代入(8)式中,并
通过SRM 理论重新拟合计算,得到了图5(a)、(b)
中的改进蜘蛛型干涉动量谱结构。从图5中可以观

察到,在考虑了α后,动量谱中的各条“蜘蛛腿”均有
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变化,其蜘蛛肚(即py=0处的横向干涉条纹主极

大)的宽度变窄,其余的“蜘蛛腿”则更加靠近py=0
轴,显然改进后的蜘蛛型干涉结构更加接近TDSE
模拟的蜘蛛型干涉结构。为了对这两种蜘蛛型干涉

结构进行定量的比较,我们选择了两个不同的切割

位置,即px=-0.83
 

a.u.和px=-0.50
 

a.u,从改

进后的蜘蛛型干涉结构与TDSE得到的蜘蛛型干

涉结构中提取
 

cos(Δθ),并将它们的对比图展示在

图5(c)~(f)中。可以看出这两种方式提取到的
 

cos(Δθ)曲线十分吻合,从而证明了散射振幅相位在

蜘蛛型干涉结构中的重要作用。

4 结  论

采用SRM 和TDSE理论,对强激光脉冲电离

氢原子产生的蜘蛛型干涉光电子动量谱中的散射振

幅相位的提取进行了大量的数值模拟研究。在前人

研究[17]基础之上,结合模拟结论,即SRM理论和鞍

点理论给出了近似相等的时间参数,提出了一种提

取散射振幅相位的新方法,并通过数值模拟证实了

该方法的可行性与稳定性。最后,成功地构造了两

个不同的相位表达式,并将其作为一级近似以解析

表达该相位。新方法尽管增加了计算量,但是相位

提取精度有了显著提高。
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