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摘要　研究了具有２n＋１次非线性的薛定谔方程暗孤子特性.首先,给出了静态暗孤子解的统一解析表达式,发
现静态暗孤子的宽度随非线性幂次的增大而减小,其深度保持不变.其次,研究了运动暗孤子的演化行为,给出了

运动暗孤子波函数随空间和时间变化的普适表达式,发现对于给定的暗孤子运动速度,孤子的密度和相移都随非

线性幂次的增加而减小.研究结果表明,对于给定的非线性多方指数,运动暗孤子的能量随运动速度的增加而减

小.最后,通过数值模拟验证了所得解析结果.
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１　引　　言

非线性薛定谔方程(NLSE)是描述物理系统中

非线性问题的一个重要工具,被广泛地应用于各种

非线性现象研究中,例如光纤和波导中的非线性光

脉冲、锁模激光、光折变材料中的光传播、超冷原子

体系(包括超冷玻色气体和费米气体)中的非线性物

质波、等离子体中的非线性电磁脉冲等,具有重要的

科学意义和应用价值[１Ｇ２].对 NLSE的研究,不仅

有助于研究者从物理层面揭示体系内在的物理机制

并给出有关数学结论的合理解释,还有助于研究者

通过从数学上得到的某些结论来预言新的物理现象

或结果[３Ｇ５].

NLSE涉及种类丰富的非线性局域解,在这些

解中,最重要的一类是孤子解.孤子是一类能在传

播过程中保持波形和运动速度不变的波包,是由方

程中的色散或衍射与非线性相互作用所产生的[６].
孤子的特性一直受到人们的广泛关注.孤子的分类

有很多种,通常把孤子中心密度大于系统背景密度

的称为亮孤子,小于背景密度的称为暗孤子.对于
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暗孤子,如果其中心密度为零,可称为黑孤子,中心

密度不为零的则为灰孤子.一般认为黑孤子是静态

的,位置不随时间改变,而灰孤子的位置随时间变

化[７].
随着实验技术的发展,人们已经观察到单个孤

子[８Ｇ１２]、涡旋孤子[１３Ｇ１６]、环状孤子[１７Ｇ１９]、XＧ型孤子等

不同类型的孤子.除单个孤子外,研究者可以一次

性制备多个孤子,例如孤子对[２０]、孤子链[２１]、孤子

分子[２２]等.以超冷原子气体为例,人们利用相位刻

印技术[２３Ｇ２４],通过调节磁场,在原子玻色Ｇ爱因斯坦

凝聚体(BEC)和超流费米气体中相继实现了亮、暗
孤子[２５Ｇ２８].此外,在多组分(具有不同自旋分量)

BEC中也实现了矢量孤子[２９Ｇ３１].
随着研究的深入,人们发现对于某些物理体系

而言,常用的立方非线性薛定谔方程已经难以描述

或预言有关物理现象,例如超冷原子气体中两体以

上的相互作用,光脉冲在里德堡共振原子介质中的

传播等.在这些情况下低阶非线性效应不足以描述

体系的物理机制,需要引入高阶非线性.事实上,将
非线性薛定谔方程的形式在数学上进行一般性推

广,使非线性项不只是３次方形式,而是任意２n＋１
次多方形式,这样该方程就可以描述某些特殊情况

下普通的立方非线性薛定谔方程所不能描述的物理

现象[３２Ｇ３６],在这些情况下,针对不同体系,不同的非

线性多方指数可代表不同的物理过程.
本文利用推广的具有２n＋１次非线性的薛定

谔方程来描述暗孤子的演化,分静态孤子和运动孤

子两种情况分别讨论.给出了理论框架并考察了静

态孤子的波函数和密度分布;给出了运动孤子动力

学并进行了密度计算和相位演化.研究结果表明,
运动孤子的表达式在不同的多方指数下可以用一个

统一的形式来表达.并给出了孤子能量随多方指数

和孤子运动速度的变化关系.

２　非线性薛定谔方程和静态暗孤子

非线性薛定谔方程不仅可以用于求解基态问

题,也可以用于处理激发态问题.如果外势的径向

束缚足够强,该方向的激发被抑制,则孤子只能在轴

向上产生和运动,这时,NLSE可写为准一维形式:

iћ
∂Ψ１D(x,t)

∂t ＝－
ћ２

２M
∂２Ψ１D(x,t)
∂x２ ＋

Vext(x)Ψ１D(x,t)＋g|Ψ１D(x,t)|２nΨ１D(x,t),
(１)

式中:Ψ１D(x,t)为波函数;x 为坐标;t为时间;n 为

多方指数;M,ћ 是常数;g 是描述非线性相互作用

的参量,一般与正整数n 有关;Vext(x)是谐振子外

势,一般不含时.如果n＝１,则(１)式变为普通的

NLSE.如前述,不同的n 代表不同的非线性物理过

程.(１)式 孤 子 解 的 稳 定 性 已 由 VakhitovＧ
Kolokolov判据给出[３７Ｇ３８].准一维要求激发的尺度

远小于体系的轴向尺度,径向无能量跃迁,也就是在

y 和z方向只存在基态而没有激发态.反之,如果

轴向激发的尺度和体系本身的轴向尺度可比拟,那
么就必须考虑涨落因素.如果外势很弱,可以忽略,
则(１)式变为

iћ
∂Ψ１D(x,t)

∂t ＝－
ћ２

２m
∂２Ψ１D(x,t)
∂x２ ＋

g|Ψ１D(x,t)|２nΨ１D(x,t), (２)
式中:m 是常数.如果波函数可写成 Ψ１D(x,t)＝

ψ(x)exp(－iμt/ћ)(ψ(x)为不含时波函数,μ 为化

学势),且μ 由归一化条件决定,则(２)式又可简化.
静态暗孤子即黑孤子,其波函数不含时,是一种

静态结构,取ћ＝m＝１,可将(２)式重写为

－
１
２
∂２ψ(x)
∂x２ ＋gψ２n＋１(x)＝μψ(x), (３)

(３)式的本征能量最低值对应基态.如果限定(３)式
解的形式为实函数,则黑孤子解在拓扑上是稳定的,
波函数解的形式是一个纽结,且零点处的密度为零、
具有－π跃变相位.从物理角度来看,如果x→

±¥,则实函数ψ(x)具有有限值± ρ０ ,其中ρ０ 为

原子数密度.对于无外势的均匀体系,由(３)式易得

出μ＝g|ψ(x)|２n＝gρn
０.

将(３)式改写为

１
２
∂２ψ
∂x２＝－μψ＋gψ２n＋１, (４)

(４)式在形式上等同于在外势V(ψ)中运动的质量

为１/２的质点的牛顿方程.(４)式等号右边对ψ 直

接积分,可以得到V(ψ)＝μψ２/２－gψ２n＋２/(２n＋２)＋
C,其中C 是积分常数.可以发现,运动常数E 为

E＝
１
４
∂ψ
∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋V(ψ). (５)

当ψ 趋近于 ρ０时,∂V/∂ψ 的值应该等于零,所以可

定出积分常数C＝－μρ０/２＋gρn＋１
０ /(２n＋２),这便

要求E＝０.重新整理(５)式并化简可得

∂ψ
∂x＝

２g
n＋１

(ψ－ ρ０)(ψ＋ ρ０) p２n(ψ),(６)

式中:多项式p２n(ψ)＝∑
n－１

j＝０
(n－j)ψ２jρn－１－j总是大于

零;ψ(x)在x＝０处有一个节点,是一个实的奇函
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数,并且有０＜ψ＜ ρ０,这里粒子数密度ρ(x)＝

ψ２(x).需要注意的是,把ψ 取为实函数的目的是

为了在物理上保证不出现粒子流.
现在考虑最简单的n＝１和n＝２的暗孤子情

况.对 于 n＝１,V (ψ)的 表 达 式 是 V (ψ)＝

－g(ψ－ ρ０)２(ψ＋ ρ０)２/４,且波函数ψ 应该满

足方程∂ψ/∂x＝ g(ψ－ ρ０)(ψ＋ ρ０),如果考

虑边界条件ψ(０)＝０和ψ(¥)＝ ρ,则可以通过直

接积分给出ψ 的表达式为

ψ(x)＝ ρ０tanh(gρ０x). (７)
(７)式是一个静态解,其对应的孤子速度为零.解的

空间形式是一个纽结,波函数的相位在原点有一个

－π跃变.
对于n＝２,可以看出(３)式具有五次非线性,

V(ψ)＝－g(ψ－ ρ０)２(ψ＋ ρ０)２(ψ２＋２ρ０)/６,且
波 函 数 ψ 随 x 的 变 化 满 足 ∂ψ/∂x＝

２g/３(ψ－ ρ０)(ψ＋ ρ０)ψ２＋２ρ０.通过直接

积分并考虑边界条件,可得

ψ(x)＝ ２ρ０
tanh(２gρ０x)

３－tanh２(２gρ０x)
. (８)

这里得到的孤子性质可类比为上述n＝１的情况.
进而考虑n＝３的情况,得到一个关于ψ 的方

程:

∂ψ
∂x＝

g
２
(ψ－ ρ０)(ψ＋ ρ０)ψ４＋２ρ０ψ２＋３ρ２０.

(９)
明显看出,(９)式在数学上无法通过直接积分得到一

个关于ψ 的初等函数表达式.与n＝３的情况类

似,n＞３时也无法通过直接积分给出一个初等函数

表达式.
现在尝试用一个统一的形式来研究n≥３的情

况.由(６)式可写出积分

∫
ψ(x)

０

dψ
(ψ－ ρ０)(ψ＋ ρ０) p２n(ψ)

＝x ２g
n＋１

,

(１０)
(１０)式在形式上是一个超椭圆积分,无法直接给出

积分值[３９].现令b(x)≡ψ(x)/ ρ０,得到

x
２gρn

０

n＋１＝∫
b

０

db
n－[(n＋１)b２－b２n＋２]

.

(１１)
计算并整理可得到有关x 的表达式:

x＝f(b)＝
１

２ n＋１∑
¥

k＝０

１
k!

Γ(qk ＋k)
Γ(qk ＋１)

nn

(n＋１)n＋１
é

ë
êê

ù

û
úú

k (n＋１－b２n)b２

n
é

ë
êê

ù

û
úú

qk

×

２F１ qk,
１
２
,qk ＋１;

(n＋１－b２n)b２

n
é

ë
êê

ù

û
úú , (１２)

式中:k为求和指标;Γ()为伽马函数;２F１()为
高斯 超 几 何 函 数;qk 为 与n 有 关 的 参 数,qk ＝
(２nk＋１)/２.(１２)式等号右边最后一项是高斯超

几何函数[４０],通过(１２)式可以写出波函数ψ(x)的

解析式为ψ(x)＝ ρ０f－１(x),f－１(x)为f(x)的
反函数,可以看出,ψ(x)仅在n＜３的情况下是初等

函数表达式,并且很容易证明,当n 为１、２时,ψ(x)
的解析表达式正是(７)式和(８)式.

图１给出了波函数ψ(x)和孤子的密度ψ２(x)
随空间x 的变化关系,这里取g＝１和ρ０＝１.我们

发现孤子的波函数及密度有一个渐近行为.波函数

纽结在通过点x＝０时改变了符号,相位跃变－π,
且密度的最小值总是为零.进一步计算发现,孤子

的宽度随着多方指数的增加而减小,这表明体系非

线性效应的增强使得孤子的密度分布变得更加集

中.将这里的结论和由BogoliubovＧdeGennes方程

得到的超流费米气体的有关结论[４１]进行对比,发现

两者计算的结果一致.研究表明,文献[４１]考虑了

体系非凝聚部分的量子耗尽效应,得到的波函数和

密度在尾部有一个振荡行为且最小密度在某些区域

不为零,而本文非线性薛定谔方程的使用前提条件

是所有的粒子都处于宏观相干态.
进一步研究发现,波函数在x＝０处的斜率随

多方指数变化,也就是n 越大,斜率就越大并最终

趋近于固定值.这个结论很有趣,在数学上多方指

数虽然可以一直增加,但x＝０处的波函数斜率却

并未随之线性增加,这是由于体系粒子间的非线性

相互作用.

３　运动暗孤子

除了上一节研究的静态孤子解之外,含时(２)式
还允许具有速度v 的孤子解,其随空间和时间演

０９２７００１Ｇ３
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图１ 静态暗孤子的波函数和粒子数密度在不同n下随x
的变化.(a)波函数,插图是孤子波函数的局部放

　　　　　　大;(b)粒子数密度

Fig．１Evolutionofwavefunctionandparticlenumber
densityofstaticdarksolitonwithxfordifferent
n敭 a Wavefunctionwithitslocalmagnification
　shownininset  b particlenumberdensity

化,定义ζ＝x－vt,ћ＝M＝１,(２)式变为

－i
∂Ψ１D

∂ζ
＝－

１
２
∂２Ψ１D

∂ζ２
＋g|Ψ１D|２nΨ１D. (１３)

记波函数Ψ１D(x,t)＝ψ(ζ)exp(－iμt)＝ϕexp(iθ)

exp(－iμt),ζ 依赖于实函数振幅ϕ 和相位θ,代入

(１３)式可得一组关于振幅ϕ和相位θ的耦合方程,即

１
２ϕ″＝－μϕ－vϕθ′＋

１
２ϕθ′

２－gϕ２n＋１

vϕ′＝ϕ′θ′＋
１
２ϕθ″

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

.(１４)

当ϕ 非零时,(１４)式中的第二个方程可写为

v(ϕ２)′＝(ϕ２θ′)′, (１５)
可得关于相位θ的导数为

θ′＝v１－
c
ϕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (１６)

式中:c是积分常数.将(１６)式代入(１４)式中的第

一个方程,得到

１
２ϕ″＝

－μϕ－v２ϕ１－
c
ϕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋
１
２v

２ϕ１－
c
ϕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋gϕ２n＋１.

(１７)
(１７)式也可描述质量为１/２的粒子在外势中的运

动.因此

V(ϕ)＝∫μϕ＋
１
２v

２ϕ－
v２c２

２ϕ３ －gϕ２n＋１æ

è
ç

ö

ø
÷dϕ＝

１
２μϕ

２＋
v２

４ ϕ２＋
c２

ϕ２
æ

è
ç

ö

ø
÷－

g
２n＋２ϕ

２n＋２＋Cg,

(１８)
式中:积分常数Cg 待确定.与处理(５)式的思路类

似,可得到E＝０.令原子数密度ρ０＝１,则V(１)＝
０,可给出Cg＝－μ/２－v２(１＋c２)/４＋g/(２n＋２).

由前述n＝１的情况可知,在ζ＝０处的暗孤子

解是一个纯虚数iv/s,其中声速s和愈合长度ξ＝

ћ/ ２mgρ０的关系是mvξ/ћ＝v/２s.可以算出,当
波函数振幅ϕ 取两个值的时候可满足V(ϕ)＝０,其

中一个值ϕ＝ϕ
~＝ ρ０,且当ρ０＝１时ϕ

~ 为１.对于

n＝１的情况,得到

Vn＝１(ϕ
~)＝

１
４
(v２－g)(１－c２), (１９)

可得常数c＝±１,取c＝１并进而求出常数Cg.这

里给出V(ϕ)的表达式为

V(ϕ)＝
１
２μϕ

２＋
v２

４ ϕ２＋
１
ϕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷－

g
２n＋２ϕ

２n＋２－

１
２μ－

v２

２＋
g

２n＋２
. (２０)

由于

１
４
∂ϕ
∂ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋V(ϕ)＝０, (２１)

可以得到积分

∫
ϕ(t)

ϕ~

dϕ
－４V(ϕ)

＝∫
ζ

０

dζ. (２２)

考虑到已经选取μ＝g,则得

ζ＝∫
ϕ

ϕ~

dϕ

２ ng
n＋１＋v２æ

è
ç

ö

ø
÷－２gϕ２－v２ ϕ２＋

１
ϕ２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

２g
n＋１ϕ

２n＋２

. (２３)

当v＝０时,(２３)式为上一节静态孤子解,且根号下 的表达式为２g{n－[(n＋１)ϕ２]－ϕ２n＋２}/(n＋１),
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此时的积分下限为零.
图２给出了灰孤子密度ϕ２ 和相位θ 在不同n

下随ζ的变化,选取v/s＝０．８.从图２可知:１)随着

n 的增加,孤子中心密度增加;２)孤子的宽度在n＝
１时最小且随n 的增大而增大,这反映出粒子间的

非线性相互作用的变化;３)当ζ＝０时,相位有一个

连续变化但不是跃变,这与黑孤子的情况相反,随着

n的增加,ζ＝０点附近的相位变化逐渐减小;４)n 越

大,相位变化越不明显,这与密度的变化趋势是一致

的.

图２ v＝０．８s时灰孤子的粒子数密度和相位在不同n下

随ζ的变化.(a)粒子数密度;(b)相位

Fig．２Variationofparticlenumberdensityandphaseof

graysolitonwithζfordifferentnatv＝０敭８s敭 a 
　　　Particlenumberdensity  b phase

孤子可以具有不同的运动速度,这和体系中的

声速是直接相关的.研究结果表明:１)v＝０时孤子

的中心密度为零,而除此之外中心密度皆不为零,当

v＝s时,孤子和背景融为一体;２)孤子宽度随v 的

增加而增加,当v＝s时,孤子的宽度无穷大,此时在

物理上认为孤子已经消失,因为孤子的性质保证了

体系中产生的孤子的速度不能超过体系的声速;３)相
位变化随孤子速度的增加而逐渐减小,v＝０时ζ＝０
处的孤子相位有－π的跃变,v＝s时孤子消失.

对于n＝１的情况,灰孤子解已知,形如

Ψ１D(x,t)＝ ρ０ i
v
s ＋βtanh(βsζ)

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－iμt),

(２４)

式中:β 为系数,β＝ １－v２/s２.假设任意n 时的

灰孤子解为

Ψ１D(x,t)＝ψans(ζ)exp(－iμt)＝

ρ０fn(ζ)i
v
sλn ＋ １－

v２

s２
λ２nΦn(βsζ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úexp(－iμt),

(２５)
式中:ψans(ζ)为拟设的波函数;fn(ζ)和Φn(ζ)是实

函数;λn 是不依赖于ζ 的参数.n＝１时,(２５)式可

以约化为(２４)式,且λ１＝１,f１＝１,Φ１＝tanh(βsζ),

v＝０时黑孤子解为 ρ０Φ１.(２５)式中的参数λn 由

相位差确定,即

θ(ζ)＝arctan

v
sλn

１－
v２

s２
λ２nΦn

－
π
２
. (２６)

当ζ→±¥时Φn 为１,故

λ２n ＝
s２

v２
tan２(θ＋π/２)
１＋tan２(θ＋π/２)

. (２７)

当ζ→¥时,θ有一个渐近值.利用λn,可以立刻得

出f２
n 和Φ２

n.利用fn 和Φn,可把任意多方指数下

的灰孤子解表示为一个统一的形式,含λn 的虚部可

以利用相位差求解.计算结果表明,Φ２
n 的宽度随n

的增加而减小,且中心密度为零,其原因与前述一

致;当n＝１时,f２
n 在ζ＝０处有一个最大值１,且最

大值随n 的增加而逐渐减小.
基于上面的假设,通过(２５)式,利用存在和不存在

孤子时的巨正则能量差,可算出单位面积的孤子能量.
不存在孤子时的体系能量是gρn＋１

０ /(n＋１)－μρ０,所以

存在和不存在孤子时的能量差为

En ＝∫
＋¥

－¥

ћ２

２m
∂ψans

∂x

２

＋
g

n＋１
(|ψans|２n＋２－ρn＋１

０ )－μ(|ψans|２－ρ０)
é

ë
êê

ù

û
úúdx. (２８)

注意到不存在孤子时的非线性相互作用为gρn
０.

图３给出了不同n 和v 时的孤子能量.可以看

出,在静态孤子状态,即v＝０时,孤子能量随着n

的增加而逐渐变大;随着v 的增加,孤子的能量逐

渐减小,当孤子的运动速度趋近于声速时孤子的能

量为零,孤子消失.因此,对于给定的非线性指数
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n,速度越小,孤子能量越大;当孤子速度增加时,n
越大,能量下降也越快.这里考虑的是暗孤子,其密

度曲线上有一个凹陷,研究表明,暗孤子在能量上不

稳定,这个不稳定性对孤子的加速运动有贡献,但不

会使孤子塌缩[４２Ｇ４３].

图３ 不同速度下孤子能量随n的变化关系

Fig．３ Variationofsolitonenergywithnfordifferentspeeds

４　结　　论

分析了推广的具有２n＋１次非线性的薛定谔

方程的暗孤子激发态,从静态和动态两个方面分别

研究了黑孤子和灰孤子的演化行为,给出了具有不

同多方指数的静态孤子波函数的解析表达式.研究

结果显示,对于静态暗孤子,随着多方指数的增加,
孤子宽度越来越小但最低深度保持不变.分析了n
和v 对灰孤子动力学的影响,研究了孤子速度从零

开始增加直至体系声速过程中的孤子演化.计算结

果表明,借助一个含空间变量的因子,可以给出一个

描述灰孤子波函数的统一表达式,此时波函数的虚

部是一个常数.特别地,立方非线性薛定谔方程所

给出的暗孤子解可以看成是具有２n＋１次非线性

的薛定谔方程的暗孤子解在n＝１时的特殊情况.
此外,在任意非线性相互作用强度下,当孤子速度趋

近于声速时,孤子能量均趋于零.根据已有的物理

结论,对非线性薛定谔方程进行了推广,研究了相应

的暗孤子特性,以期为高次非线性相关问题的研究

提供思路.
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