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基于非对称三角形仪器函数的最优加权表方法
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摘要　研究了仪器函数形状稍微偏离对称三角形情形下的三刺激值计算问题,探索了其对应的最优加权表.结果

发现,最优权重可以通过求解三个系数矩阵的线性方程组来得到,且系数矩阵是对称正定三对角矩阵.将本课题

组前期研究获得的最优加权表方法推广到仪器函数形状为非对称三角形的情形.仿真结果表明,对于１０nm和

２０nm测量间隔,最优加权表方法的精度优于三点和五点校正方法;对于５nm测量间隔,最好的计算方法是先对测

量数据进行三点校正,再使用直接选取方法计算三刺激值.
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１　引　　言

三刺激值XYZ 是色度学中最基本的空间,所
有其他颜色空间都是经由XYZ 空间转换而得到

的,如 国 际 照 明 委 员 会(CIE)的 均 匀 颜 色 空 间

CIELAB,CIE色貌模型空间和基于色貌的均匀颜

色空间CAM１６ＧUCS[１]等.从理论上说,计算XYZ
所涉及的被积函数都是波长(在可见光范围)的连续

函数,但在实际应用中并不知道这些函数的确切解

析表达式,因此如何准确计算三刺激值是色度学领

域关注的焦点之一.一直以来,很多学者都致力于

研究如何提高三刺激值计算的精度.常用的方法有

ASTME３０８Ｇ１９８５加权表法[２]、ASTM E３０８Ｇ１９９５
加权表法[３]、ASTME３０８Ｇ２０１８加权表法[４]、Oleari
法[５Ｇ６]、最小二乘法[７]、最优权重法[８]以及通过校正

测量反射比求取三刺激值的方法等.这些算法都是

建立在仪器函数形状是面积为１的对称三角形的假

设之上,但是工业应用中测色仪的仪器函数形状可

能与理想假设稍微有偏差,从而基于理想的对称三

角形形状的仪器函数导出的算法将会失效.

０５２０００２Ｇ１
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国际照明委员会(CIE)成立了一个技术委员会

(TC２Ｇ６０)[９Ｇ１３],研究校正测量仪器函数的方法,同时

给出了基于测量仪器函数的三点和五点校正法,但
是相应的加权表方法鲜有报道.最优加权表方法是

把反射比测量误差的校正都并入到加权表权重的构

建中来,因此在计算三刺激值时直接使用测量数据

会使计算非常简便.该方法尤其适用于在同一观察

条件下计算多个物体色三刺激值,但依赖于仪器函

数的形状.本文针对真实的仪器函数形状为稍微偏

离对称三角形或非对称形状的情形,探究与其适配

的最优权重法以计算三刺激值.

２　基于非对称三角形仪器函数的最优
权重

国际照明委员会定义的反射物体颜色的三刺激

值[１４]为

V＝k∫
b

a

R(λ)E(λ)v－(λ)dλ

k＝１００∫
b

a

E(λ)y－(λ)dλ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

, (１)

式中:λ为波长;V∈{X,Y,Z},X,Y,Z 为三刺激

值;E(λ)为标准照明体的相对光谱功率;R(λ)为光

谱反射比;v－(λ)∈{x－(λ),y－(λ),z－(λ)},x－(λ),

y－(λ),z－(λ)是CIE１９３１或１９６４配色函数;(a,b)为
可见光波长的范围;k为归一化因子.

由于被积函数并没有确切的解析表达式,在实

际计算三刺激值时,CIE推荐采用１nm 波长间隔

的函数值求和代替积分[１４Ｇ１６],即

V＝k ∑
b

λ＝a,step＝１
R(λ)E(λ)v－(λ)

k＝１００∑
b

λ＝a
E(λ)y－(λ)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (２)

式中:step为步长.
尽管如此,(２)式的应用仍存在问题,原因是实

际测量的反射比多数是１０nm或２０nm间隔.另

外,记R~ (Δλ)i 为反射比R(λ)在波长λi 处的测量数

据,且测量间隔为Δλ,其中i为测量点编号.则测

量数据R~ (Δλ)i 与真实反射比满足如下关系:

R~ (Δλ)i ＝∫
b

a

Pi(λ)R(λ)dλ, (３)

式中:Pi(λ)为测量仪器函数,满足

∫
b

a

Pi(λ)dλ＝１. (４)

　　本文假定测量仪器函数Pi(λ)的表达式为

Pi(λ)＝

λ－λi－１
sskew(Δλ)２

, λi－１≤λ＜λa

λi＋１－λ
(２－sskew)􀅰(Δλ)２

,λa≤λ≤λi＋１

０, λ＜λi－１orλ＞λi＋１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

,

(５)
式中:λa 为仪器函数在区间[λi－１,λi＋１]内的一个

点,仪器函数在该点达到最大值;sskew为非对称因

子.

λa＝λi－１＋sskew􀅰Δλ, (６)

λi＝a＋i􀅰Δλ,i＝０,１,􀆺n, (７)

n＝(b－a)/Δλ. (８)

　　通过非对称因子sskew并结合(６)式,控制仪器函

数最高点所对应的横轴位置,进而控制仪器函数形

状的倾斜程度.当sskew＝１时,仪器函数Pi(λ)变
为对称的仪器函数,如图１“＋”线所示;当sskew偏离

１时,Pi(λ)形状就变成了非对称的三角形形状,图

１中的“􀅰”线对应sskew＝０．９,“∗”线对应sskew＝１．１
的情况.在理想的情况下[４,１６],sskew为１,但由于各

种因素,如元器件质量、杂散光、装配过程、搬运过程

等,真实的仪器函数形状会稍微偏离对称性.对于

经常校正和维护的测色仪,一般sskew不会偏离１太

远,故将sskew的范围定义为０．９~１．１,以０．０１为步

长,研究非对称仪器函数的细微变化.

图１ 带宽为１０nm时Pi(λ)的模拟结果

Fig．１ SimulatedresultofPi λ whenbandwidthis１０nm

令R~ (Δλ)i 为测量的反射比,最优权重表法[１５,１７Ｇ１８]

就是确定权重WV,i以计算三刺激值.

V′＝∑
n

i＝０
WV,iR

~(Δλ), (９)

式中:V′为准确三刺激值V 的计算值.由(１)式可

０５２０００２Ｇ２
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知,确定权重的原则是使V′和V 尽可能接近.由

(１)式和(５)式可知,权重WV,i依赖于标准照明体、
配色函数和仪器函数.

V′－V＝∑
n

i＝０
WV,iR

~(Δλ)
i －∫

b

a

WV(λ)R(λ)dλ＝

∫
b

a
∑
n

i＝０
WV,iPi(λ)－WV(λ)( )R(λ)dλ＝

∫
b

a

DV(λ)R(λ)dλ, (１０)

式中:

DV(λ)＝∑
n

i＝０
WV,iPi(λ)－WV(λ),

WV(λ)＝k􀅰E(λ)􀅰v－(λ). (１１)

　　理想情况下可通过选择WV,i使DV(λ)≡０,但
在实际应用中,由于

(V′－V)２＝∫
b

a

DV(λ)R(λ)dλ[ ]
２

≤

∫
b

a

D２
V(λ)dλ∫

b

a

R２(λ)dλ, (１２)

而R２(λ)≤１,故

(V′－V)２ ≤ (b－a)∫
b

a

D２
V(λ)dλ. (１３)

令

F＝F(W(Δλ)
V,０,W(Δλ)

V,１,􀆺,W(Δλ)
V,i ,􀆺,W(Δλ)

V,n)＝∫
b

a

D２(λ)dλ,

(１４)
因此,通过确定权重使V′和V 尽可能接近的问题就

变成了求(１４)式的极小值问题.由微积分原理可

知,最优权重应满足 ∂F
∂WV,i

＝０或

∂F
∂WV,i

＝

２∑
n

j＝０
WV,j∫

λi＋１

λi－１

Pi(λ)Pj(λ)dλ－∫
λi＋１

λi－１

WV(λ)Pi(λ)dλ[ ]＝０.

(１５)
若令

ai,j＝６Δλ∫
λi＋１

λi－１

Pi(λ)Pj(λ)dλ

bi(V)＝６Δλ∫
λi＋１

λi－１

WV(λ)Pi(λ)dλ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

, (１６)

则最优权重应满足

∑
n

j＝０
ai,jWV,j＝bi(V),i＝０,１,􀆺,n. (１７)

由(１６)式可知,当|i－j|≥２时,ai,j＝０.对于aj,j,
结合(５)式,有

aj,j＝６Δλ∫
λj＋１

λj－１

Pj(λ)Pj(λ)dλ＝

６Δλ∫
λa

λj－１

(λ－λj－１)２

s２skew􀅰(Δλ)４
dλ＋∫

λj＋１

λa

(λj＋１－λ)２
(２－sskew)２􀅰(Δλ)４

dλ
é

ë
êê

ù

û
úú＝

６Δλ
s２skew(Δλ)４

􀅰s
３
skew(Δλ)３

３ ＋
６Δλ

(２－sskew)２(Δλ)４
􀅰
(２－sskew)３(Δλ)３

３ ＝

２[sskew＋(２－sskew)]＝４. (１８)

　　图２和图３分别给出了sskew＜１和sskew＞１时

仪器函数的分布情况.可以看出,Pj－１(λ)与Pj(λ)
相交的部分 与 横 轴 构 成 一 个 三 角 形,Pj(λ)和

Pj＋１(λ)相交的部分与横轴构成一个三角形,且这

两个 三 角 形 的 面 积 是 一 样 的,因 此 有aj,j－１＝
aj－１,j.

图２sskew＜１时带宽函数的分布

Fig．２ Distributionofbandpassfunctionwhensskew＜１

０５２０００２Ｇ３
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图３sskew＞１时带宽函数的分布

Fig．３ Distributionofbandpassfunctionwhensskew＞１

　　当sskew∈(０．９,１．０)时,由图２可知:

aj,j－１＝aj－１,j＝６Δλ∫
λj＋１

λj－１

Pj－１(λ)Pj(λ)dλ＝

６Δλ∫
λa

λj－１

λ－λj－１
sskew􀅰(Δλ)２

􀅰 λj－λ
(２－sskew)􀅰(Δλ)２

dλ＋∫
λj

λa

λj＋１－λ
(２－sskew)􀅰(Δλ)２

􀅰 λj－λ
(２－sskew)􀅰(Δλ)２

dλ
é

ë
êê

ù

û
úú＝

６sskew
２－sskew

－sskew
３ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋
６(１－sskew)２
(２－sskew)２

１－sskew
３ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝
２s２skew－６sskew＋５
４－４sskew＋s２skew

. (１９)

　　当sskew∈(１．０,１．１)时,由图３可知:

aj,j－１＝aj－１,j＝６Δλ∫
λj＋１

λj－１

Pj－１(λ)Pj(λ)dλ＝

６Δλ∫
λa

λj－１

λ－λj－１
sskew􀅰(Δλ)２

􀅰 λ－λj－２
sskew􀅰(Δλ)２

dλ＋∫
λj

λa

λ－λj－１
sskew􀅰(Δλ)２

􀅰 λj－λ
(２－sskew)􀅰(Δλ)２

dλ
é

ë
êê

ù

û
úú＝

６(sskew－１)２

s２skew
sskew－１
３ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋
６(２－sskew)
sskew －

２－sskew
３ ＋

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

２s２skew－２sskew＋１
s２skew

. (２０)

　　由(１０)式可知,当R(λ)＝c时,有

V′－V＝∑
n

i＝０
WV,iR

~
i－∫

b

a

WV(λ)R(λ)dλ＝∫
b

a
∑
n

i＝０
WV,iPi(λ)－WV(λ)[ ]R(λ)dλ＝

c∫
b

a

DV(λ)dλ＝c ∑
n

i＝０
WV,iPi(λ)－∫

b

a

WV(λ)dλ[ ] , (２１)

式中:c为０和１之间的常数.
因此,若新的权重满足

∑
n

j＝０
WV,j＝∫

b

a

WV(λ)dλ, (２２)

则V′＝V.注意积分∫
b

a
WV(λ)dλ是１nm加权表的

求和,并对应标准照明体的三刺激值.
由(１７)式可知

∑
n

i＝０
bi(V)＝∑

n

i＝０
∑
n

j＝０
ai,jWV,j＝∑

n

j＝０
∑
n

i＝０
ai,j( )WV,j＝

(a０,０＋a１,０)WV,０＋

∑
n－１

j＝１

(aj－１,j＋aj,j＋aj＋１,j)WV,j＋(an－１,n＋an,n)WV,n.

(２３)

由(１９)、(２０)式可知,aj,j－１,aj－１,j都与下标无关,
因此aj－１,j＋aj,j＋aj＋１,j是一个常数.令

d＝aj－１,j＋aj,j＋aj＋１,j, (２４)
并调整a０,０和an,n为

a０,０＝d－a０,１,an,n＝d－an－１,n, (２５)
则由(２３)~(２５)式有

∑
n

i＝０
bi(V)＝d∑

n

j＝０
WV,j. (２６)

０５２０００２Ｇ４
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由(１７)、(２５)式求出的权重WV,j仍不满足(２２)式,
因此需要进一步调整,为此引入常数tV,即

tV＝∫
b

a

WV(λ)dλ ∑
n

i＝０
bi(V), (２７)

(１７)式调整为

AuV＝aV, (２８)
式中:

A＝

g f
f ４ f

⋱ ⋱ ⋱
f ４ f

f g

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

, (２９)

uV＝

WV,１

WV,２

⋮

WV,n

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,aV＝d􀅰tV􀅰

b０(V)

b１(V)
⋮

bn(V)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

, (３０)

f＝aj－１,j＝aj＋１,j,g＝d－f. (３１)
注意矩阵A 是n＋１阶方阵,由(２８)式得到的权重

满足(２２)式.由于系数矩阵A 是对称的三对角矩

阵,且是对称正定的,故方程组会有唯一解.另外,
参数d􀅰tV 随sskew发生微小变化,当sskew＝１时乘

积d􀅰tV 为１,而当sskew偏离１时,d􀅰tV 会稍微大

于１.此外,还需要说明的是,当sskew＝１时,(２８)式

正是文献[１７]中对应的方程组(１０).

３　实验仿真

３．１　实验仿真准备

实验数据:１０９６个pantone色卡样本的１nm
间隔的反射比,测量波长范围为３６０~８３０nm.通

过这些标准的１nm数据,可以采用(３)式进行模拟

测量.
标准照明体:分别采用D６５、A、D５０、F０２、F０７、

F１１这六种标准照明体.根据CIE标准获得１nm
间隔、３６０~８３０nm范围的六种标准照明体的相对

光谱功率分布E(λ).
标准观察者:采用１０°视角的CIE１９６４标准色度

观察者和２°视角的CIE１９３１标准色度观察者,根据

CIE标准得到１nm间隔、３６０~８３０nm范围的相应

标准观察者的颜色匹配函数x－(λ),y－(λ),z－(λ).
色差 公 式:选 择 最 新 的 CIEDE２０００ 色 差 公

式[１６].
统计度量:由于涉及大量数据,本文采用平均

(Average)、最大(Max)和中间(Median)色差评价

算法,每个指标越小越好.

３．２　模拟仿真

仿真过程如图４所示.

图４ 仿真流程图

Fig．４ Flowchartofsimulation
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　　首先,根据(２)式,使用标准反射比数据R(λ)、
六种标准照明体的E(λ)可计算得到１２组标准三刺

激值Xstd、Ystd、Zstd,其中每组有１０９６个色差.再根

据(３)式,利用１nm的真实反射比数据R(λ)计算

指定间隔下３８０~７８０nm范围内的测量数据R~ (Δλ).
测量间隔分别采用１０nm和２０nm.对每种间隔的

仿真测量数据,分别选定标准照明体和配色函数,采
用如下步骤.

１)采用三点校正法和五点校正法校正R~ (Δλ),
得到反射比R~ (Δλ)DO３和R~ (Δλ)DO５.

２)对校正后的反射比,采用３阶多项式插值方

法进行插值获得１nm间隔的数据,再结合１nm间

隔的标准照明体信息和配色函数计算三刺激值

XDO３、YDO３、ZDO３和XDO５、YDO５、ZDO５.

３)采 用 改 进 的 最 优 权 重 表(LLR)法 计 算

R~ (Δλ),即采用(１６)~(３１)式,得到三刺激值XLLR、

YLLR、ZLLR.

４)将Xstd、Ystd、Zstd作为标准三刺激值,计算步

骤２)、３)的XDO３、YDO３、ZDO３和XDO５、YDO５、ZDO５及

XLLR、YLLR、ZLLR与标准三刺激值之间的色差.
为了便于叙述分析,把六种标准照明体分为两

类:一类是连续标准照明体,包括D６５、A、D５０;另一

类是非连续标准照明体,包括F０２、F０７、F１１,同时

也将对应的两种配色函数的色差组合在一起.当固

定了测量间隔和仪器函数形状(即选定sskew)时,在
每种类型的标准照明体下,有１０９６×３×２个色差,
分别取平均、最大和中间色差,以此衡量任何仪器函

数形状下不同方法的效果优劣.
在测量数据间隔较大时,如１０nm和２０nm间

隔,文献[２Ｇ４,８,１５,１７Ｇ１８]中常考虑加权表方法.本

文首先研究１０nm和２０nm间隔的仿真结果.结

果发现,无论用哪个指标进行评价,结论都是一样

的.图５为１０nm 间隔时三种方法的仿真结果.
可以看到,对于连续标准照明体,选取２１种不同的

仪器函数,最优加权表法的最大色差均小于三点校

正法和五点校正法;对于非连续标准照明体,仅有一

种情况下最优加权表法的效果稍次于五点校正法,
其余情况下最优加权表法均优于三点校正法和五点

校正法.同时也可以看出,五点校正法的表现好于

三点校正法.总之,在众多样本的色差中,即使是最

大色差,改进的最优权重法的校正效果比其他两种

方法更接近真实值,平均色差与中值色差更是如此.

图５ 间隔为１０nm时三种校正法的最大色差比较.(a)连续标准照明体条件下;(b)非连续标准照明体条件下

Fig．５ Maximumcolordifferencesofthreecorrectionmethodswithintervalof１０nm敭 a Undercontinuousstandard
lightsourcecondition  b undernonＧcontinuousstandardlightsourcecondition

　　图６给出了测量间隔是２０nm时的仿真分析

结果,可以看出,不管是连续标准照明体还是非连续

标准照明体,最优加权表的表现是最好的,其次是五

点校正,最差的是三点校正.另外,测量间隔是

２０nm时的最大色差整体大于１０nm间隔下的.
本文１０nm和２０nm间隔下的仿真结果与Li

等[８]在仪器函数是对称三角形下的仿真结果一致.
同时还发现,不管测量间隔是１０nm还是２０nm,当

sskew＝１时最优加权表方法表现最好.
最后考虑５nm间隔时的仿真结果.在此情形

下,CIE[１６]推荐的是只要不涉及荧光测量,可以采用

直接选择法计算三刺激值,即在５nm间隔下利用

所涉及的所有被积函数值的乘积求和形式计算三刺

激值,该方法简称为DS法.在这里也把DS法纳入

对比中.根据Li等[８]的结果,在应用 DS方法之

前,对５nm间隔的测量反射比数据分别应用三点

校正法(DO３＋DS)和五点校正法 (DO５＋DS)进行

校正.图７给出了最大色差的比较结果.可以看

出,误差均很小,都在１０－３色差量级.另外,非对称

的LLR方法表现最差(连续标准照明体)和次最差
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图６ 间隔为２０nm时三种校正法的最大色差比较.(a)连续标准照明体条件下;(b)非连续标准照明体条件下

Fig．６ Maximumcolordifferencesofthreecorrectionmethodswithintervalof２０nm敭 a Undercontinuousstandard
lightsourcecondition  b undernonＧcontinuousstandardlightsourcecondition

图７ 间隔为５nm时五种校正法的最大色差比较.(a)连续标准光源条件下;(b)非连续标准光源条件下

Fig．７ Maximumcolordifferencesoffivecorrectionmethodswithintervalof５nm敭 a Undercontinuousstandard
lightsourcecondition  b undernonＧcontinuousstandardlightsourcecondition

(非连续标准照明体).表现最好的是CIE推荐的

DS方法和三点或五点校正一起使用.这个结果也

和Li等[８]在仪器函数是对称三角形下的仿真结果

一致.根据同等表现,越简单越好的原则,对于

５nm间隔,建议先对测量数据进行三点校正,然后

使用CIE推荐的DS方法计算三刺激值.
需要说明的是,与１０nm和２０nm测量间隔下的

结论不同,若采用平均或中值作为衡量指标,最好的

方法是先采用五点校正的办法对测量数据进行校正,
然后采用３阶多项式进行插值获得１nm间隔的数

据,最后采用１nm乘积求和的方式计算三刺激值.

４　结　　论

针对仪器函数形状稍微偏离对称三角形的情

形,研究了与指定仪器函数适配的最优权重表.通

过引入非对称参数sskew控制仪器函数的倾斜程度,

sskew的范围为[０．９,１．１].该取值范围保证了仪器函

数仅是稍微偏移,而当sskew＝１时,仪器函数则是理

想的对称三角形.

关于校正非对称仪器函数的测量过程,在传统

的最优权重法的理论基础上,将非对称仪器函数的

校正也放到了相应权重表的构建当中.研究结果表

明,当仪器函数形状稍微偏离对称三角形时,对于

１０nm和２０nm测量间隔的情形,推荐使用改进后

的最优权重法计算三刺激值;对于５nm测量间隔,
建议先对测量数据进行三点校正,然后使用CIE推

荐的DS方法计算三刺激值.
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