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摘要　散斑质量评价的关键在于构建能够描述散斑特征参数与数字图像相关方法测量误差关系的模型.现今缺

少描述散斑图案与其功率谱之间关系的理论分析模型.基于此,从随机过程分析角度出发,先构建了二值化散斑

的自相关函数与散斑占空比、散斑半径、灰度值等参数的关系.依据 WienerＧKhintchine定理得出了二值化散斑功

率谱的理论解析形式.利用数值实验的方式对理论分析结果进行了验证.结果表明:理论推导的结果在功率谱主

瓣以及其附近的几个旁瓣上与数值实验结果较吻合,功率谱主瓣极值与实验结果契合程度高.该模型可以应用于

后续的散斑误差分析工作.
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１　引　　言

散斑质量评价是数字图像相关 (DIC)方法的

一个重要研究方向.该方法现今已被广泛地应用于

材料力学特性测试以及结构监测中[１],其中包括各

类合金[２]、建材[３]、高分子材料[４]、生物材料[５]的性

能测试以及土木工程[６]、机械结构[７]的监测.三维

数字图像相关还被广泛应用于微操作、微型零件测
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量以及生命科学等领域[８].
随机散斑由于具有简单实用而有效的特点,在

数字图像相关中被广泛使用[９].因此,构建合适的

散斑图案对于数字图像相关的准确性具有十分重大

的意义.现今,散斑图案优化主要是利用数值方

法[１０].数值方法通常先随机生成若干不同的散斑

图案,添加噪声后进行相关计算,从而得出各散斑图

案的误差,进而挑选出较优参数的散斑图案.该方

法只能确定某些特定情况下的最佳散斑图生成参

数,并且实际问题解决中也不可能对每个影响测试

精度的参数进行数值实验[１１].针对该问题,学者初

步建立了理论分析模型,指出了数字图像相关的测

量误差与功率谱的关系[１１].该模型指出,功率谱函

数与插值函数共同决定了散斑系统误差的大小,而
系统误差与随机误差组成测量总误差.因此,散斑

功率谱直接影响了散斑的测量精度.由于散斑图

案与功率谱之间的关系依旧缺少理论分析模型,
这种方式虽然在未对散斑图案进行噪声添加及相

关计算的情况下能够实现散斑质量评价,但仍然

需要建立系列散斑图案进行数值计算得出散斑功

率谱的表达式.所以,要建立完整的数字图像相

关误差的理论分析模型,还需要构建功率谱与描

述散斑特性的基本参数之间的关系.本文着眼于

求解出二值化散斑的功率谱理论表达形式,以填

补相关理论分析的空缺.
本文基于散斑基元面积小的特点,引入形状

函数 H(n)构建了一种依托散斑像素圆进行计算

的二值化数字散斑模型,并基于该模型模拟了系

列散斑图案.利用上述计算模型,分析散斑邻近

点的灰度关系,完成二值化散斑自相关函数的求

解,进而利用 WienerＧKhintchine定理求得散斑功

率谱密度.最后采用数值实验的方式对理论分析

的结果进行验证.

２　理论分析

２．１　二值化数字散斑计算模型

二值化散斑基元面积较小,在数字成像过程中

呈现出明显的像素圆特征.为了对二值化散斑的功

率谱密度进行进一步分析,需针对该特征建立合适

的计算模型.本文建立了一种黑底白斑的二值化散

斑计算模型,引入形状函数 H(n)表征散斑的形状

特性.如图１所示,令散斑对称轴所在像素行的序

列号n 为０,两侧依次取n＝±１,±２,±３,􀆺.

H(n)表示在序列号为n 的像素行中该白斑中心像

素点与边缘像素点的距离,则该行白斑所占像素点

个数为２H(n)＋１.

图１ 二值化数字散斑计算模型示意图

Fig敭１ Calculationmodelofbinarydigitalspecklepattern

若将该模型用于表示像素圆,则 H(n)可具体

表示为

H(n)＝⌊ R２－n２」|,n∈ －⌊R」|,⌊R」|[ ] ,(１)
式中:R 为散斑半径,单位为像素;n 为序列号;⌊」|为

向下取整符号.
基于以上模型分析,若散斑可近似看作圆形,则

其在数字图像中呈现出如图２所示的形态.

图２ 二值化数字散斑像素圆系列

Fig敭２ Pixelcircleseriesofbinarydigitalspeckle

２．２　功率谱理论分析

本节旨在构建散斑半径、散斑占空比和子区大

小与相应子区功率谱密度的关系.需要特别指出的

是,由于在整个二值化散斑场中仅存在两个不同的

灰度值,因此其占空比特指高灰度值区域面积与散

斑场面积的比值.两个差异较大的灰度值分别记为

m 和q,则二者满足m≫q.在实际情况中,散斑图

案具有随机性[１２],各散斑点的位置具有明显的独立

性,并且各像素点的灰度值也具有相同的概率密度

分布.基于２．１节中提到的黑底白斑二值化散斑计

算模型,可以得出散斑图案各点灰度值I(x,y)的
数学模型,可表示为

０３１２００２Ｇ２
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I(xi,yi)＝I′, (２)
式中:(xi,yi)表示第i个斑点的空间位置;I′服从

分布P(I′).

P(I′)＝
δ, I′＝m
１－δ, I′＝q{ , (３)

式中:δ为散斑占空比.
根据 WienerＧKhintchine定理,功率谱密度函

数为自相关函数的傅里叶变换.因此,在L×L 的

散斑区域内,其功率谱密度SⅡ(ωx,ωy)可表示为

SⅡ(ωx,ωy)＝∫
L

－L∫
L

－L
RⅡ(Δx,Δy)×

exp(－iωxΔx)exp(－iωyΔy)dΔxdΔy, (４)
式中:RⅡ(Δx,Δy)表示L×L 区域内散斑图案的

自相关函数,下标Ⅱ代表相同灰度值I 的两个图案

作相关计算,即自相关计算;ωx 和ωy 分别表示x 方

向和y 方向的频率.
对于随机生成的二值化散斑而言,其灰度值

I(xi,yi)为平稳随机序列.则在散斑图内,横纵坐标

相距Δx、Δy的任意两点的灰度值乘积I１I２ 的期望

均相同,记为E(I１I２).在L×L 区域内进行自相关

运算,则上述自相关函数RⅡ(Δx,Δy)计算结果为

RⅡ(Δx,Δy)＝
L－ Δx( ) L－ Δy( )E(I１I２), (５)

式中:E(I１I２)＝ ∑
I∗１ ,I∗２ ∈ m,p{ }

∑I１I２P(I１＝I∗
１ ,

I２＝I∗
２ ),其中I∗

１ 和I∗
２ 表示取值为m 或p 的特

定灰度值,P(I１＝I∗
１ ,I２＝I∗

２ )表示两点灰度值分

别取I∗
１ 、I∗

２ 的概率.
由 于 m ≫p,因 此 E (I１I２)可 近 似 等 于

m２P(I１＝m,I２＝m),则(５)式转化为

RⅡ(Δx,Δy)＝ L－ Δx( ) L－ Δy( ) ×
m２P(I１＝m,I２＝m). (６)

　　要对自相关函数进行求解,需要先得出横纵坐

标相距Δx、Δy 的任意两点的灰度值同为m 的概

率,即P(I１＝m,I２＝m).根据条件概率公式,

P(I１＝m,I２＝m)满足

P(I１＝m,I２＝m)＝
P(I１＝m)P(I２＝m|I１＝m), (７)

式中:P(I１＝m)表示散斑图上任意一点灰度值取

m 的概率,即散斑占空比δ;P(I２＝m|I１＝m)表示

在上述点灰度值取m 的情况下,横纵坐标相距Δx、

Δy 的点的灰度值也取m 的概率.
记上述两点在同一散斑圆内为事件A１,两点处

于其他位置关系则记为事件A２,二者为互斥事件.
在I１＝m 的情况下,若满足事件 A１,则必有I２＝
m;若满足事件 A２,则P(I２＝m)等于散斑占空比

δ.可得P(I２＝m|I１＝m)满足

P(I２＝m|I１＝m)＝PA１＋δ(１－PA１
).(８)

图３ 散斑图中两点所在散斑圆圆心位置示意图

Fig敭３ Positionofcenterofspecklecircleincluding
twopointsinspecklepattern

　　因此,要求解二值化散斑的自相关函数,需先求

解事件A１ 发生的概率.引入２．１节中提到的黑底

白斑二值化散斑计算模型,分析在该计算模型下横

纵坐标相距Δx、Δy 的任意两点所在的散斑圆拥有

同一圆心的概率,即可得出PA１
.

如图３所示,两点可能分别存在于两个不同的

散斑圆内,两圆的圆心位置分别被限制在两个区域

S１、S２ 内.分析可知,区域S１、S２ 的形状与对应的

散斑圆形状保持一致,故引入形状函数 H(n)表示

该区域形状.若圆心位置在图中阴影部分时,两点

所在的散斑圆拥有同一圆心.
为了方便表示,引入两个中间量D(Δx,Δy)、

d(n１,n２,Δx).D(Δx,Δy)表示图３中阴影部分

面积,d(n１,n２,Δx)表示S１ 区域n１ 行与S２ 区域

n２ 行所交面积.将PA１
表示为

PA１＝
D２(Δx,Δy)

∑
⌊R」|

n＝ －⌊R」|
２H(n)＋１[ ]{ }

２
, (９)

式中:D(Δx,Δy)满足

D(Δx,Δy)＝ Δy －⌊ Δy 」|( ) ∑
⌊R」|－⌊ Δy 」|－１

n＝ －⌊R」|
dn,n＋⌊ Δy 」|＋１,Δx( ) ＋

１＋ Δy －⌊ Δy 」|( ) ∑
⌊R」|－⌊ Δy 」|

n＝ －⌊R」|
dn,n＋⌊ Δy 」|,Δx( ) , (１０)
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式中:d(n１,n２,Δx)为关于Δx 的分段函数,满足

d(n１,n２,Δx)＝

min[２H(n１)＋１,２H(n２)＋１],|Δx|∈ [０,|H(n１)－H(n２)|)

min[２H(n１)＋１,２H(n２)＋１]＋|H(n１)－H(n２)|＋
　　|Δx|,|Δx|∈ [|－H(n２)|,H(n１)＋H(n２)＋１)

０,|Δx|∈ [H(n１)＋H(n２)＋１,L)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (１１)

式中:min[x１,x２]表示在x１、x２ 中取较小值

联立(６)~(１１)式得到自相关函数.利用(４)式进一步求解得到功率谱密度函数,表达式为

SⅡ(ωx,ωy)＝m２δ２F L－ Δx( ) L－ Δy( )[ ] ＋
１
２πm

２δ－δ２( )
１

∑
⌊R」|

n＝ －⌊R」|
２H n( ) ＋１[ ]{ }

２
F D２(Δx,Δy)[ ] 􀱋F L－ Δx( ) L－ Δy( )[ ] ,(１２)

式中:􀱋为卷积符号;Ff(x,y)[ ] 表示函数f(x,y)在x∈ －L,L[ ]、y∈ －L,L[ ] 时的傅里叶变换,可表

示为

F L－ Δx( ) L－ Δy( )[ ] ＝L４S２
a
ωxL
２

æ

è
ç

ö

ø
÷S２

a
ωyL
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (１３)

式中:Sa(x)为采样函数,即Sa(x)＝
sinx
x
.

(１２)式的F D２(Δx,Δy)[ ] 需进一步计算,计算可得

F D２(Δx,Δy)[ ] ＝
１
２πF D(Δx,Δy)[ ] 􀱋F D(Δx,Δy)[ ] , (１４)

由于D(Δx,Δy)为分段函数,因此F D(Δx,Δy)[ ] 的求解也需分段进行,引入计量数j,则有

F D(Δx,Δy)[ ] ＝∑
２⌊R」|

j＝０
∑

⌊R」|－j－１

n＝ －⌊R」|
F n,n＋j＋１,ωx( )[ ]

２
ωy
sin j＋１( )ωy[ ] ＋{{

２
ω２

y
cos j＋１( )ωy[ ] －cosjωy( ){ } }＋ ∑

⌊R」|－j

n＝ －⌊R」|
F n,n＋j,ωx( )[ ] ×

－
２
ωy
sin(jωy)－

２
ω２

y
cos j＋１( )ωy[ ] －cosjωy( ){ }{ } }, (１５)

式中:傅里叶变换式F(n,n＋j＋１,ωx)满足

F(n,n＋j＋１,ωx)＝
２
ω２

x
cos N ωx( ) －cosHsumωx( )[ ] －

２
ωx

Hsum－ Hmin＋ N( )[ ]sinHsumωx( ) ,

(１６)

式中:中间量 Hsum＝H(n１)＋H(n２)＋１;中间量

N ＝ H n１( ) －H n２( ) ;Hmin 表 示

２H n１( ) ＋１[ ] 与 ２H n２( ) ＋１[ ] 取较小值.
由此,联立(１１)~(１５)式可求得二值化散斑图

的功率谱密度函数,并可知尺寸(L×L)、散斑半径

(R)、散斑占空比(δ)、二值化灰度值(m、n)共同决

定了功率谱密度函数SⅡ(ωx,ωy)表达形式.

３　数值实验验证

现今散斑功率谱的求解方式主要是生成相应散

斑图案并进行数值计算,本节通过与现有的散斑功

率谱求解方式进行比较,进而验证理论分析结果的

正确性.由于数字散斑具有空间随机性[１３],因此需

要利用 Matlab中的随机函数模拟随机生成散斑的

过程.采 用 的 散 斑 图 案 尺 寸 为 ２５５ pixel×
２５５pixel,主要控制的参数为散斑半径以及散斑占

空比.
依照上文对于二值化散斑理论模型的阐述,模

拟中采用的二值化散斑归一化灰度值分别为０．９、０.
图４为利用 Matlab生成的系列二值化散斑图案.

０３１２００２Ｇ４
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图４ 二值化数字散斑图.(a)R＝２,δ＝０．２;(b)R＝２,δ＝０．５;(c)R＝２,δ＝０．８;(d)R＝１,δ＝０．５;(e)R＝３,δ＝０．８
Fig敭４ Binarydigitalspecklepatterns敭 a R＝２ δ＝０敭２  b R＝２ δ＝０敭５ 

 c R＝２ δ＝０敭８  d R＝１ δ＝０敭５  e R＝３ δ＝０敭８

　　在噪声模拟中,传感器的噪声可以近似看成高

斯白噪声.模拟过程中采用典型相机噪声,信噪比

为４０dB[１３].
在理论分析结果的数值模拟方面,由于(１２)式

和(１４)式存在分量之间的卷积形式,并且无法进行

进一步理论求解,因此需要采用数值解法对其进行

分 析. 通 过 分 析 可 得,F D(Δx,Δy)[ ] 和

F (L－ Δx )L－ Δy( )[ ] 的能量主要集中在低

频区域.换言之,在功率谱分量的矩阵中,除了中心

区域的小部分区域以外,绝大多数区域的数值都趋

向于零.因此,对功率谱分量矩阵求卷积可以看成

对功率谱中心区域的卷积.模拟中将该区域大小定

为中心点附近１pixel×１pixel.

４　分析与讨论

为保证理论分析的结果具有代表性,采用若干

具有不同半径和占空比的散斑进行对比分析,并且

每组对比都包含５张随机生成的散斑图的功率谱与

理论分析结果.
由于理想状态下的散斑具有空间对称性[１４],其

自相关函数的求解结果也具备相应的特性,傅里叶

变换所得的功率谱在空间上也是对称分布,因此其

功率谱的形状特征与选取的方向无关.故选取单方

向的功率谱进行对比验证,就能更直观地表示对比

结果,不会对结果产生影响.图５所示为不同半径

及不同占空比下单方向的散斑功率谱对比图,图例

中figure１至figure５表示随机生成的散斑图,均取

数值实验的部分样本点用于分析比较.
从图５可以看出,理论分析与数值实验的结果基

本一致.虽然在图５(c)、(d)对比图中,旁瓣上取样点

的数值与理论分析结果存在一定的差距,但在所有对

比图中,主瓣上的取样点数值与理论分析结果均较为

接近,并且功率谱主瓣附近的数据点数值与理论分析

数值尤为相近,有效证明了理论分析的适用性.

图５ 功率谱理论分析与数值实验对比图.(a)R＝１,δ＝０．５;
(b)R＝２,δ＝０．５;(c)R＝３,δ＝０．５;(d)R＝２,δ＝０．３;(e)R＝２,δ＝０．７;(f)R＝２,δ＝０．９
Fig敭５ Comparisonofpowerspectrumtheoryanalysisandnumericalexperiment敭

 a R＝１ δ＝０敭５  b R＝２ δ＝０敭５  c R＝３ δ＝０敭５  d R＝２ δ＝０敭３  e R＝２ δ＝０敭７  f R＝２ δ＝０敭９

５　结　　论

提出了一种依托散斑像素圆进行计算的二值化

数字散斑模型,利用 WienerＧKhintchine定理得出

二值化数字散斑功率谱的理论分析结果.数值实验

结果显示:理论分析结果准确度较高,在功率谱主瓣

以及其附近的几个旁瓣上,理论分析结果与数值实

验结果较为吻合,功率谱主瓣极值与实验结果契合

０３１２００２Ｇ５
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程度高.
本研究对于现有的散斑质量优化理论研究起到

了补缺的作用,使二值化散斑的质量优化分析不再

依赖于特定散斑图的生成.与纯数值途径的方式相

比,本研究能够使二值化质量优化摆脱对大量数值

实验的依赖.但该结果采用的数字散斑模型忽略了

成像过程中散斑边缘灰度值的影响,使功率谱的计

算会产生一定的误差,今后需要针对这方面因素进

行深入研究.
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