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摘要　数字图像相关 (DIC)方法是一种重要的位移和应变非接触式测量方法.为了对物体的非均匀应变进行准

确测量,在DIC方法中引入位移最小一乘拟合,鉴于最小一乘拟合解析方法求解困难,采用基于模拟退火的混合粒

子群算法进行求解.开展了虚拟剪切带形成的数值实验和相似材料断层滑移实验,并对非均匀变形条件下最小一

乘拟合和最小二乘拟合的应变测量结果进行对比.研究发现:对于非均匀应变测量,最小一乘拟合的结果要优于

最小二乘拟合;而对于均匀应变测量,两种方法具有相同的精度.
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１　引　　言

数字图像相关(DIC)方法[１Ｇ２]是一种关于物体

表面变形的测量方法,具有非接触、全场、操作简单、
对设备要求低等特点[３],在力学、机械、土木等领域

得到了广泛的应用[４Ｇ６].在采用DIC方法对物体的

变形进行测量时,人们更关注于物体的应变测量.

在进行相关搜索过程中,有的DIC方法能直接获得

应变,例如传统的牛顿Ｇ拉斐逊方法[７],但是由于图

像噪声和搜索算法误差的存在,直接获得的应变只

在一定范围内可靠[８],因此,人们对采用DIC方法

获得的离散位移进行处理来获得应变,常用的处理

方法包括有限元平滑[９]和最小二乘拟合[１０Ｇ１２].有限

元平滑通过将离散的位移数据组装成刚度矩阵,可

０３１２００１Ｇ１



光　　　学　　　学　　　报

一次性获得所有测点的应变,但该方法对划分节点

网格质量要求很高,且编程较为复杂.最小二乘拟

合易于编程实现,广大科研人员易于接受,已经成为

DIC方法中获取应变的重要方法.
众所周知,对于均匀应变测量,最小二乘拟合具

有很高的精度[１０Ｇ１２].然而,在许多情形下,需要对非

均匀应变进行测量,例如材料应变局部化时[１３Ｇ１４].
对于非均匀应变测量,最小二乘拟合可能会存在较

大的误差,这是由于当应变计算窗口位于非均匀变

形区域时,计算窗口内少数测点的应变与其他测点

的差别较大,这相当于计算窗口中出现了“异常值”.
最小二乘拟合对“异常值”的稳健性较差,可造成测

量的应变偏离真实值,这是由于最小二乘拟合使用

了平方函数对位移偏差进行估计,这容易放大“异常

值”的影响[１５].为了抑制“异常值”的影响,人们采

用绝对值函数取代平方函数来进行位移偏差估计,
由此提出数据拟合中的一种稳健方法———最小一乘

拟合.虽然最小一乘拟合的提出比最小二乘拟合还

早４０多年,但是采用绝对值函数来进行偏差计算,
解析求解困难,导致其应用较少[１６].

本文对采用DIC方法获得的离散位移进行最

小一乘拟合以测量非均匀应变.鉴于位移最小一乘

拟合解析方法求解困难,采用基于模拟退火的粒子

群算法[１７Ｇ１８]进行求解.通过开展含应变梯度的水平

剪切带形成的数值实验和相似材料断层滑移实验,
验证了典型非均匀变形(应变局部化)条件下最小一

乘拟合的应变测量结果的准确性.

２　DIC方法原理

DIC方法通过对变形前后图像的相关运算进

行物体应变测量,其原理如图１所示.在参考图

像上,选择P(x０,y０)为中心点,尺寸为(２M＋１)

pixel×(２M＋１)pixel的样本子区,通过相关运算

在目标图像上找到与样本子区最相似的目标子

区,其子区中心点P′(x′０,y′０)即为变形后P(x０,

y０)的位置.

图１ DIC方法原理图

Fig．１ SchematicofDICmethod

　　样本子区和目标子区的相似性可以用相关系数

表示,一般采用CZNCC相关系数来表示两个子区的相

关程度[１９].设样本子区的灰度为f,目标子区的灰

度为g,则P(x０,y０)的灰度为f(x０,y０),P′(x′０,

y′０)的灰度为g(x′０,y′０),则两个子区的相关系数

CZNCC可以表示为

CZNCC＝
∑
M

i０＝ －M
∑
M

j０＝ －M

[f(x０＋i０,y０＋j０)－f
－][g(x′０＋i０,y′０＋j０)－g－]

∑
M

i０＝ －M
∑
M

j０＝ －M

[f(x０＋i０,y０＋j０)－f
－]２∑

M

i０＝ －M
∑
M

j０＝ －M

[g(x′０＋i０,y′０＋j０)－g－]２
, (１)

式中:f
－＝ ∑

M

i０＝－M
∑
M

j０＝－M
f(x０＋i０,y０＋j０)/(２M ＋

１)２;g－＝ ∑
M

i０＝－M
∑
M

j０＝－M
g(x′０＋i０,y′０＋j０)/(２M＋１)２.

在求解CZNCC的极值时,还需要给定样本子区的

形函数,常用的有一阶形函数和二阶形函数[３].由

于样本子区变形后并不总是在整像素位置,因此需

要对目标图像进行灰度插值,常用的灰度插值函数

是三次样条函数.
一般采用牛顿Ｇ拉菲逊算法[７]或反向组合高斯

牛顿法[２０]对CZNCC进行优化,虽然在优化过程中也

可以直接获得应变,但仅当应变大于０．０１时结果才

可靠[８].因此,考虑对采用DIC方法获得的位移场

进行平滑或拟合以获得应变场.

０３１２００１Ｇ２
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３　最小一乘拟合应变测量方法

３．１　基于位移拟合的位移计算公式

采用DIC方法直接获得的位移是离散的,通常

需要对其进行处理来获得应变.在利用位移拟合获

得应变时,一般计算窗口内的测点数目为(２m＋１)×
(２m＋１).

在进行拟合时,常用一次多项式函数,表示为

u＝a０＋a１x＋a２y
v＝b０＋b１x＋b２y{ , (２)

式中:u、v 分别为点(x,y)的水平位移和垂直位移;

a０、a１、a２、b０、b１、b２ 为系数.计算窗口内水平线应

变(εx)、垂直线应变(εy)以及剪应变(γxy)可用多项

式的系数表示,分别为

εx ＝
∂u
∂x＝a１

εy ＝
∂v
∂y＝b２

γxy ＝
∂u
∂y＋

∂v
∂x＝a２＋b１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

. (３)

３．２　最小二乘拟合的局限性

最小二乘拟合的主要思想是使计算窗口内测点

的位移拟合值与测量值偏差的平方和Eu 达到最

小.Eu 可以表示为

Eu ＝∑
m

i＝ －m
∑
m

j＝ －m

(a０＋a１×xij ＋a２×yij －uij)２,

(４)
式中:(xij,yij)为计算窗口内测点的坐标;uij为测

点的位移测量值.
对于均匀变形条件下的应变测量,最小二乘拟

合具有很高的精度.然而,对于非均匀变形条件下

的应变测量,例如,应变局部化带内的应变测量,最
小二乘拟合可能引起较大的误差.当计算窗口位于

非均匀变形区域时,计算窗口内部分测点的应变与

其他测点的应变相差较大,相当于计算窗口中出现

了“异常值”.最小二乘拟合采用平方函数衡量偏

差,会加大数据中异常值破坏性的影响.
为抑制计算窗口中“异常值”对应变测量的影

响,采用绝对值函数取代平方函数,由此出现了最小

一乘拟合.

３．３　最小一乘拟合求解

在对测点位移进行最小一乘拟合时,要求计算

窗口内位移拟合值和测量值uij误差的绝对值之和

E１ 最小.E１ 可以表示为

E１＝∑
m

i＝ －m
∑
m

j＝ －m
|a０＋a１×xij ＋a２×yij －uij|.

(５)

　　由于(５)式中绝对值的存在,采用解析法难以求其

极值.(５)式的极值问题本质上是一个多元函数的最

优化问题,可采用粒子群算法进行求解.粒子群算法

是一种随机算法,若参数选择不合适,很容易陷入局部

最优.粒子群算法通过更新粒子位置使E１ 获得全局

最优解,若全局最优粒子获得的是局部最优解,则粒子

群算法会限入局部最优,不易跳出.可以利用模拟退

火算法产生新的全局最优粒子来替代粒子群算法产生

的全局最优粒子,这样即可有效地跳出粒子群算法的

局部最优,从而获得全局最优解.具体步骤[１７]如下.

１)初始化各粒子的速度V(k,d)和位置A(k,
d),其中k表示粒子序数,k＝１,２,􀆺,N０,N０表示粒

子的个数,取N０＝３０,d 表示粒子的维度,d＝１~３.
２)计算各粒子的适应度ek,确定粒子适应度最

小的粒子,eg＝min(ek),该粒子为全局最优粒子

pg,并初始化局部最优粒子 P(k,d),其中 P(k,

d)＝A(k,d).

ek ＝∑
m

i＝ －m
∑
m

j＝ －m
|A(k,１)＋A(k,２)×xij ＋

A(k,３)×yij －uij|. (６)

　　３)令初始温度T＝eg,计算当前温度下各粒子

的适应值Fk,并找出pg 的替代值pL.

Fk ＝exp[－(ek －eg)/T]/∑
N０

k＝１
exp[－(ek －eg)/T].

(７)

　　４)更新各粒子的位置和速度,计算各粒子的适

应度,更新P(k,d)和pg,并进行退温操作 T:＝
λT,λ为退温系数,这里取λ＝０．８５.

V(k,d):＝wV(k,d)＋c１r１[P(k,d)－
A(k,d)]＋c２r２[pL －A(k,d)], (８)

A(k,d):＝A(k,d)＋V(k,d), (９)
式中:c１、c２ 为学习因子,一般取c１＝c２＝２;r１、r２
为范围为[０,１]的均匀随机数;w 为惯性权重,一般

取w＝０．５;:＝为赋值符号.

５)若迭代次数N 超过２００,则停止搜索并输出

结果,否则返回到３)继续搜索.

４　基于最小一乘拟合的非均匀应变
测量

４．１　虚拟剪切带应变测量

根据Zhou等[２１]方法制作模拟散斑图,散斑图

０３１２００１Ｇ３
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尺寸为３００pixel×１５０pixel,散斑数目为２０００,如
图２(a)所示.以图２(a)为参考图像,根据梯度塑性

理论[２２],制作了水平含应变梯度的虚拟剪切带散斑

图,如图２(b)所示.剪切带内剪应变可以表示为

γ(y)＝γ－p１＋cos
c－１５０

l
æ

è
ç

ö

ø
÷ , (１０)

式中:c 为剪切带的法向坐标,c∈[１５０－wb/２,

１５０＋wb/２],wb 为剪切带宽度,wb＝３０pixel;l为

内部长度,l＝wb/２π;γ
－
p 为剪切带内平均塑性剪应

变,γ－p＝０．１.

图２ 模拟散斑图.(a)参考图像;(b)含应变梯度的

剪切带图像

Fig．２ Simulatedspeckleimages敭 a Referenceimage 

 b shearbandimagewithstraingradient

通常测点间隔会对应变测量有影响,采用二阶

DIC方法分别计算测点间隔为４pixel、２pixel及

１pixel时剪切带形成后的位移,并分别采用最小二

乘拟合和最小一乘拟合计算应变,计算窗口均有５×
５个测点.为了对比最小二乘拟合和最小一乘拟合

的时间消耗,表１给出了不同测点间隔下两种方法

的时间消耗.
由表１可见,在相同测点间隔下,最小一乘拟合

消耗的时间约为最小二乘拟合的５２~５５倍,这是由

于最小一乘拟合采用数值方法求解,而最小二乘拟

合采用解析方法.当测点间隔减小时,最小二乘拟

合和最小一乘拟合消耗的时间均增加.
表１ 两种方法的时间消耗对比

Table１ Comparisonoftimeconsumptionoftwomethods

Measuringpoint
interval/pixel

Leastabsolute
deviationfitting/s

Leastsquare
fitting/s

４ ６．７４ ０．１３

２ ２７．５２ ０．５０

１ １１２．１８ ２．０６

　　为了验证基于模拟退火的粒子群算法的有效

性,以位于x＝１１８pixel、y＝２７０pixel处的测点为

中心,选择计算窗口,并进行最小一乘拟合,并以此

为例说明最小一乘拟合的有效性.

图３ E１及拟合系数随 N 的演变规律

Fig．３ EvolutionsofE１andfittingcoefficientwithN

图３为迭代过程中E１ 和拟合参数随N 的演化

规律.由图３可见,在迭代过程中,E１ 经历了局部

最优向全局最优转换的过程.当 N＝１４~５０时,

E１、a０、a１ 和a２ 均保持恒定且E１＞０,这表明E１ 已

陷入局部最优.当N＞９１时,E１＝０,这表明E１ 已

处于全局最优,这表明基于模拟退火的粒子群算法

十分有效.
通过计算得到的相同测点间隔和相同y 坐标

下的γxy平均值及其误差分别如图４、５所示.为了

便于显示,只呈现计算区域y＝１００~２００pixel范围

内γxy的平均值,图４(a)~(c)中每个数据点分别由

相同y 坐标下２３、４６和９１个计算窗口的γxy平均

值得到.
由图４、５可见:在剪切带外,两种方法的γxy平

均值误差基本一致,且随着测点间隔的减少,两种方

法的γxy平均值误差增加,在测点间隔为４pixel时,
两种方法的γxy 平均值误差接近于零,而在测点间

隔为１pixel时,误差达到了０．００２,这表明测点间隔

对剪应变测量确有影响;在剪切带内,最小一乘拟合

的γxy平均值比最小二乘拟合更接近于理论值,随
着测点间隔减小,两种方法的γxy 平均值误差越来

越接近.值得注意的是,剪切带内两种方法的γxy

平均值误差都较大,这是由于剪切带内DIC方法的

位移具有较大的系统误差,拟合只能消除随机误差

而不能消除系统误差.
以上结果表明,对于均匀应变的测量,两种方法

几乎具有相同的精度,而对于非均匀应变测量,最小

一乘拟合的效果要优于最小二乘拟合,例如,在测点

间隔为４pixel时,A 点(y＝１５４pixel)最小一乘拟

０３１２００１Ｇ４
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图４ γxy平均值分布.(a)测点间隔４pixel;(b)测点间隔２pixel;(c)测点间隔１pixel

Fig．４ Distributionsofaverageγxy敭 a Measuringpointintervalis４pixel  b measuringpointintervalis２pixel 

 c measuringpointintervalis１pixel

图５ γxy平均值误差.(a)测点间隔４pixel;(b)测点间隔２pixel;(c)测点间隔１pixel

Fig．５ Errorsofaverageγxy敭 a Measuringpointintervalis４pixel  b measuringpointintervalis２pixel 

 c measuringpointintervalis１pixel
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合的γxy 平均值误差为－０．０１８,最小二乘拟合为

－０．０３１,最小一乘拟合的γxy平均值误差只有最小

二乘拟合的５８．１％.
综上所述,对于非均匀应变的测量,最小一乘拟

合的精度要高于或等于最小二乘拟合,尤其当数据

点较少(测点间隔较大)时,最小一乘拟合的优势更

加突出.

４．２　相似材料模型断层滑移过程中的应变测量

采用上述两种方法测量相似材料模型断层滑移

过程中的应变.断层是采矿工程中经常遇到的一种

地质构造,对工作面的安全回采常会产生不可忽视

的影响.为了研究煤层开采对断层行为的影响,本
课题组根据义马千秋矿某工作面地质条件制作了相

似材料模型,并进行模拟煤层开采实验.在开采过

程中,采用CCD相机连续拍摄开采过程中的图像,
图像尺寸为１３６８pixel×８８８pixel.在实验完成后,
采用一阶DIC方法对拍摄的图像进行相关运算,获
得煤层开采过程中断层附近的位移场,测点间隔取

１５pixel,子区尺寸取４１pixel×４１pixel.图６为煤

层刚开采时的相似材料模型,并标明了断层的位置

以及观测区域.
由于应变有３个分量,为了便于分析,采用最大

剪应变γmax(γmax＝ (εx－εy)２＋γ２
xy)作为观测量.

在 开 采 长 度Δx＝１４０、３００和４００pixel时,两 种

图６ 相似材料模型

Fig．６ Similarmaterialmodel

拟合方法的γmax分别如图７、８所示,其中计算窗口

有５×５个测点.
由图７、８可以发现,开采过程中观测区域内出

现了一条应变集中带,带内γmax随着开采时间或长

度的增加而增加,γmax的最大值由０．０２５增加到０．７
左右,应变集中现象越来越明显.由图７、８对比可

知,在断层附近,最小一乘拟合的应变集中带宽度小

于最小二乘拟合;在断层之外,两种方法的γmax差别

较小.γmax的云图只能反映观测区域内应变的变化

趋势,很难精确地展示两种方法的结果差异.为此,
布置了一条过断层的测线,其位置如图６所示.在

Δx＝１４０、３００和４００pixel时,测线上两种方法的

γmax如图９所示.

图７ 不同Δx 时最小二乘拟合的γmax.(a)Δx＝１４０;(b)Δx＝３００;(c)Δx＝４００
Fig．７ γmaxofleastsquarefittingfordifferentΔx敭 a Δx＝１４０  b Δx＝３００  c Δx＝４００
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图８ 不同Δx 时最小一乘拟合的γmax.(a)Δx＝１４０;(b)Δx＝３００;(c)Δx＝４００
Fig．８ γmaxofleastabsolutedeviationfittingfordifferentΔx敭 a Δx＝１４０  b Δx＝３００  c Δx＝４００

图９ 不同Δx 时测线上的γmax分布.(a)Δx＝１４０;(b)Δx＝３００;(c)Δx＝４００
Fig．９ DistributionsofγmaxinmonitoringlinefordifferentΔx敭 a Δx＝１４０  b Δx＝３００  c Δx＝４００

　　由图９可见,在断层之外,两种方法的γmax差别

较小,而在断层附近区域,两种方法的结果差别明

显,例如,当开采长度 Δx＝１４０、３００和４００pixel

时,断层内测点B(x＝９７０pixel)处最小二乘拟合的

γmax分别为０．００７、０．０１７和０．２０４,而最小一乘拟合

的γmax分别为０．００２、０．００５和０．００２,前者分别是后
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者的３．５倍、３．４倍和１０２倍.由图９可知,在应变

集中带边界附近,最小一乘拟合的γmax小于最小二

乘拟合,这与图４(a)中的结论相类似,而且最小一

乘拟合的结果更接近理论解.因此,有理由推测最

小一乘拟合的应变测量结果要优于最小二乘拟合.

５　结　　论

为了对非均匀应变进行准确测量,在DIC方法

中采用最小一乘拟合获取应变.鉴于最小一乘拟合

解析法求解困难,采用基于模拟退火的粒子群算法

进行求解.开展了虚拟剪切带形成数值实验和相似

材料模型断层滑移实验,对比了DIC方法最小一乘

拟合和最小二乘拟合结果的差异.在虚拟剪切带形

成数值实验中发现,对于均匀应变测量,两种方法几

乎具有相同的精度,而对于非均匀应变测量,最小一

乘拟合的结果通常优于最小二乘拟合.在相似材料

模型断层滑移实验中可以发现与虚拟剪切带形成数

值实验中相类似的结果.由此可见,对于非均匀应

变的测量,最小一乘拟合具有更强的适用性.
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