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超材料中高阶效应影响下飞秒准亮孤子解及其特性
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摘要　基于描述超材料中超短脉冲传输的高阶非线性薛定谔方程,采用行波法得到一种精确的飞秒准亮孤子解及

其存在条件.研究发现,在群速度色散、三阶色散、三次Ｇ五次非线性、自陡峭和二阶非线性色散效应的精确平衡下,

超材料中可存在该飞秒准孤子;当三阶色散和二阶非线性色散不存在时,该准孤子无法存在.基于Drude模型,详
细讨论了不同非线性超材料中该飞秒准亮孤子存在的不同折射区域.结果表明,该飞秒准孤子可存在于自散焦非

线性超材料的负折射区和自聚焦非线性超材料的正折射区,而且在不同区域具有不同的脉冲强度和宽度.这意味

着,通过选择不同非线性超材料和输入电磁波的频率,使其位于相应的存在区域,可以实现对孤子特性的调控.
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Abstract　BasedonthehigherＧordernonlinearSchrödingerequationdescribingultrashortpulsetransmissionin
metamaterials thisstudypresentsanexactfemtosecondquasiＧbrightsolitonsolutionanddeterminesitsexistence
conditionsbyusingthetravelingwavemethod敭Whenthegroupspeeddispersion thirdＧorderdispersion cubicＧ
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１　引　　言

众所周知,当光纤中的群速度色散和自相位调

制相互平衡时,光孤子脉冲能够长距离传输而不发

生形变,因此作为光通信系统中良好的信息载体,孤
子脉冲受到了广泛关注[１].多年来,研究学者大量

报道了光纤或光晶体中各阶色散和非线性平衡下的

孤子解[２Ｇ３]、多孤子解[４]及其存在条件,并从多重角

度研究了孤子自频移[５]、孤子放大[６]等孤子传输特

性.研究表明,人工超材料的电磁参数(如介电常

数、磁导率和折射率)与结构参数密切相关,人工超

材料具有可调控的特性,为孤子的形成与稳定传输

提供了更多机会.
超材料是将由金属Ｇ电介质构成的单元进行周期
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排列的一种人工复合材料,其结构的形状、尺寸和材

料性质决定了超材料具有超乎传统材料的电磁特性,
例如具有负折射率、逆多普勒频移等[７Ｇ８].光频超材

料和非线性超材料得到成功研制之后[９Ｇ１１],超材料中

孤子的形成和传输也受到了广泛关注[１２Ｇ２５].实验上,

Kozyrev等[１３]实现了非线性有源超材料中孤子的稳

定产生,English等[１４]观察到了左手电晶格超材料中

离散亮(暗)孤子的传输.理论上,基于超材料中描述

皮秒脉冲传输的理论模型[１５Ｇ１７],Li等[１８]推导了描述

超材料中飞秒脉冲传输的高阶非线性薛定谔方程,并
得到了不同参数条件下精确的灰孤子解.基于该模

型,Sharma等[１９]采用行波法得到了精确的周期解和

分数变换孤子.考虑到二阶色散、三次和五次非线性

效应,Yang等[２０]采用拟解法得到了亮、暗、亮Ｇ灰三种

准孤子解,并分析了孤子传输的稳定性;进一步考虑

了自陡峭效应,Yang等[２１]研究了超材料中的亮Ｇ暗组

合孤波,Triki等[２２]研究了超材料中三种类型的啁啾

怪波和无啁啾怪波,Biswas等[２３]采用扩展实验函数

法给出了奇异孤子和奇异周期解,Daoui等[２４]采用行

波法分别得到了精确的啁啾亮孤子、双扭结孤子和无

啁啾准孤子解,以及两类精确的啁啾灰孤子解,并分

析了不存在二阶色散这一特殊情况下的连续波[２５].
然而,关于三阶色散、二阶非线性色散等高阶效应下

的超材料中准孤子的研究鲜有报道.
本文基于包含三阶色散、五次非线性、自陡峭、

二阶非线性色散的超材料的高阶非线性薛定谔方

程[１８],采用行波法解析发现了一种精确的飞秒准亮

孤子解.结合超材料的可调节电磁特性,详细讨论

了不同非线性机制下该飞秒准孤子解的存在区间,
并分析了不同归一化频率下该准亮孤子的传输特

性.该研究结果进一步丰富了超材料中孤子的存在

及传输理论.

２　理论模型及飞秒准亮孤子解

基于Scalora等[１６]对非线性超材料中皮秒脉冲

传输方程的推导工作,Li等[１８]推导了用于描述在非

线性超材料中飞秒超短电磁脉冲传输的高阶非线性

薛定谔方程,表达式为

∂ψ
∂z＝

ik２
２
∂２ψ
∂t２ ＋k３

∂３ψ
∂t３ ＋ip３|ψ|２ψ－ip５|ψ|４ψ＋s１

∂
∂t
(|ψ|２ψ)－is２

∂２

∂t２
(|ψ|２ψ), (１)

式中:ψ(z,t)为脉冲的慢变复包络;z＝Z/λp 和t＝
cT/λp 为归一化距离和时间,其中λp 为等离子体

的波长,Z 为传播方向的坐标,c为光速,T 为时间

坐标;k２ 表 示 群 速 度 色 散;k３ 表 示 三 阶 色 散

(TOD);p３ 和p５ 分别为三次、五次非线性系数;s１
为自陡峭参数(SS);s２ 为二阶非线性色散系数.
各参数的具体含义参见文献[１８].理论模型(１)
式中的各项线性和非线性系数都与超材料的折射

率、介电常数和磁导率直接相关.由于超材料具

有依赖于其单元结构的强色散介电常数和磁导

率,因此可以通过设计超材料的单元结构调控模

型即(１)式中的各项系数.在忽略三阶色散和二

阶非线性效应的情况下,文献[１６,２０Ｇ２１]研究了

超材料中的孤子、准孤子和组合孤波的传输特性.
对于脉冲宽度很窄的飞秒脉冲,需要考虑(１)式模

型中的三阶色散与二阶非线性色散对飞秒脉冲传

输特性的影响.
首先假设(１)式具有复包络形式的行波解,即

ψ(z,t)＝ρ(ξ)exp{i[χ(ξ)－κz]}, (２)
式中:κ表示波数;ρ和χ 为关于ξ的实函数,ξ＝t－
uz,u 为波速.将(２)式代入(１)式,分离实部和虚

部,可以得到关于ρ和χ 的两个独立的方程:

２uρ′＋６s１ρ２ρ′－２k２ρ′χ′＋１２s２ρ２ρ′χ′－６k３ρ′χ′２－k２ρχ″＋２s２ρ３χ″－６k３ρχ′χ″＋２k３ρ‴＝０, (３)

２κρ＋２p３ρ３－２p５ρ５－１２s２ρρ′２＋２uρχ′＋２s１ρ３χ′－k２ρχ′２＋２s２ρ３χ′２－
２k３ρχ′３＋k２ρ″－６s２ρ２ρ″＋６k３ρ″χ′＋６k３ρ′χ″＋２k３ρχ‴＝０, (４)

式中:ρ′,ρ″,ρ″,χ′,χ″,χ‴分别表示ρ的一阶、二阶、
三阶导数,以及χ 的一阶、二阶、三阶导数.为了求

出ρ和χ 的具体表达式,将(３)式两边同乘以ρ３,整
理得到

２uρ３ρ′＋６s１ρ５ρ′＋２k３ρ３ρ‴＋２s２(ρ６χ′)′－

k２ρ２(ρ２χ′)′－３k３ρ２(ρ２χ′２)′＝０, (５)
为了简化计算,令

－k２ρ２(ρ２χ′)′－３k３ρ２(ρ２χ′２)′＝０, (６)
对(６)式积分,并取积分常数为零,可得到χ′(ξ)＝
－k２/(３k３),其为一常数,该值与三阶色散和群速度
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色散的比值有关.将χ′(ξ)再代回(５)式,可得到二

阶非线性微分方程为

ρ″＝aρ＋bρ３＋c１, (７)
对(７)式积分可得到关于孤子振幅包络的椭圆方程

为

ρ′２＝aρ２＋
b
２ρ

４＋２c１ρ＋c２, (８)

式中:a＝－u/k３,b＝－(３k３s１－２s２k２)/(３k２３),c１
和c２ 为积分常数.将(７)式和(８)式代入(４)式,并
令方程中ρj(j＝０,１,２,３,５)的各独立项系数为零,
当c１＝０时可得到参数关系:

u＝
－k２k２３p５－３６k２３p３s２＋４k２２s２２

３２４k３s２２
, (９)

κ＝
k２２k２３p５＋３６k２k２３p３s２＋３２s２２(k３２＋７２９c２k２３s２)

１９４４k２３s２２
,

(１０)
以及约束条件:

F１＝k２３p５－６k３s１s２＋４k２s２２＝０. (１１)

　　(８)式是著名的椭圆方程,它有多种类型的精确

解,如周期解、扭结型孤子解、亮和暗的孤立波解

等[２６Ｇ２７].本文研究发现,当c２＝０时,(８)式存在类

亮孤子解:

ρ＝
BSech[η(t－uz)]
１＋Sech[η(t－uz)]{ }

１/２

, (１２)

其中,

B＝
３η２k２３

３k３s１－２k２s２
,

η２＝
k２k２３p５＋３６k２３p３s２－４k２２s２２

８１k２３s２２
, (１３)

式中:B 为孤子振幅;η为脉宽.这里要使解的存在

有意义,则需满足F２ 和F３ 两个约束条件:

F２＝k２k２３p５＋３６k２３p３s２－４k２２s２２ ＞０,(１４)
F３＝３k３s１－２k２s２ ＞０. (１５)

　　从孤子解的参数关系式(９)、(１０)和(１３)式可以

看到,孤子的速度、波数、振幅和脉宽由理论模型中

的群速度色散、三阶色散、三次Ｇ五次非线性效应、自
陡峭以及二阶非线性色散系数共同决定.而且该孤

子解存在的约束条件(１１)、(１４)和(１５)式也与理论

模型中所有的色散和非线性系数密切相关,只有当

这些色散和非线性效应精确平衡时该孤子解才能存

在.孤子解表达式和存在条件表明,当忽略三阶色

散k３ 和二阶非线性色散s２ 时,(１２)式的孤子解无

法存在,当k３ 和s２ 为零时,这些约束条件也失去了

意义.这意味着,本文所得到的孤子解特性与文献

[２０,２４,２８]完全不同.下面将结合超材料的基本特

性,研究该飞秒准亮孤子解在超材料中的存在区间

与传输特性.

３　飞秒准孤子解的存在区间及特性

从第２节分析可知,飞秒准孤子[(１２)式]的各

参数及存在条件完全由理论模型中各线性、非线性

系数确定,又由于模型中各项系数直接依赖于介质

的介电常数ε和磁导率,因此与常规材料弱的磁效

应(通常磁导率μ 看作１)不同,超材料具有强色散

的介电常数和磁导率[１６].采用Drude模型来描述

介电常数和磁导率,这里ε(ϖ)＝１－
１

ϖ２＋iϖγe
,

μ(ϖ)＝１－
ω２
m/ω２

p

ϖ２＋iϖγm
,其中ϖ＝ω/ωp 为归一化频

率,w 为归一化前的频率,ωp 和ωm 分别表示电和

磁的等离子体频率,γe 和γm 表示相应的电、磁损

耗.在超材料中,可以采用一些方法减少或补偿损

耗,如引入具有光学增益的材料[２９Ｇ３０],因此在下面的

分析中忽略损耗.根据ω 和ωp 的相对关系,超材

料的介电常数和磁导率可能为负,也可能为正,因此

超材料的折射率可以表示为n＝± ε(ϖ)μ(ϖ).
具体来讲,对于不同的ωm/ωp,超材料中折射率可分

为三个区间[１７]:１)当ϖ＜min(１,ωm/ωp)时,ε(ϖ)＜

０,μ(ϖ)＜０,折射率n＝－ ε(ϖ)μ(ϖ),对应超材料

的负折射介质区;２)当ϖ＞max(１,ωm/ωp)时,相应

的折射率n＝＋ ε(ϖ)μ(ϖ),对应超材料的正折射

区;３)当频率ϖ 介于ωm/ωp 与１之间,ε与μ 符号相

反,此时折射率为虚数,电磁波在这一区间无法传

输,将这一频带称为禁带.通过改变超材料介质的

结构和材料性质可以改变介质的电磁参数ε、μ 和

n,从而进一步影响各阶色散和非线性系数的取

值[１７Ｇ１８].图１给出了当ωm/ωp 取０．９,１．０和１．１
时,在自散焦和自聚焦非线性超材料中k２,k３,p３,

p５,s１ 和s２ 随归一化频率的变化曲线.根据Drude
模型,ωm/ωp 取０．９,１．１时,带隙依次为ϖ＝０．９~
１．０和ϖ＝１．０~１．１.当ωm/ωp 取１．０时不存在禁带

区间.图１(a)~(f)和图１(g)~(l)分别对应自散焦

(χ(３)＜０)和自聚焦(χ(３)＞０)非线性介质中各参数

的变化趋势.观察图１(a)~(f)和图１(g)~(l)可
得,不同的ωm/ωp 值对应的k２,k３,p３,p５,s１ 和s２
变化趋势不同;对于不同的非线性,参数k２,k３ 和

p５ 变化趋势相同,而参数p３,s１ 和s２ 的变化趋势

相反.这一特征可以通过这些参数来解释,k２ 和k３
是与表征非线性介质类型的三阶极化率χ(３)无关的

０２１９００１Ｇ３



光　　　学　　　学　　　报

量,p５ 则与χ(３)的平方成比例,而p３,s１ 和s２ 随参

数χ(３)的变化而变化.各参数在不同非线性介质中

的变化趋势的不同,为超材料中孤子的存在提供了

更多的空间.

图１ 当ωm/ωp＝０．９,１．０,１．１时,(a)~(f)自散焦和(g)~(l)自聚焦非线性超材料中模型各参数随归一化频率的变化曲线

Fig．１ Curvesofmodelparametersversusnormalizedfrequencyin a Ｇ f selfＧdefocusingand g Ｇ l selfＧfocusing
nonlinearmetamaterialswhenωm ωp＝０敭９ １敭０ １敭１

　　基于上述模型参数随归一化频率的变化曲线,
图２给出了F１、F２ 和F３ 随归一化频率ϖ 的变化曲

线.从图２(a)、(d)的F１ 曲线可以看出,当ωm/ωp

为０．９,１．０和１．１时,自散焦超材料中使条件F１ 成

立的归一化频率值依次为０．３２９,０．３７５和０．４２６;而
在自聚焦超材料中对应的归一化频率分别为１．２６２、

１．１５８和１．１９５(见图中圆点标注),需要指出的是,准
孤子存在的归一化频率随ωm/ωp 的变化而变化.
结合前面的折射率区间分析,可以推知该准孤子解

(１２)式可能存在于自散焦非线性超材料的负折射区

和自聚焦非线性超材料的正折射区域.同时,观察

图２(b),(c),(e),(f),可以看到在上述各归一化频

率值下,孤子存在的另外两个条件F２＞０和F３＞０
均满足,这表明该亮准孤子存在于自散焦非线性超

材料的负折射区,而在自聚焦非线性超材料中,该准

孤子存在于正折射区.
图３给出了自散焦和自聚焦超材料中准孤子在

不同归一化频率下的分布.对比图３(a)~(c)和图
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３(d)~(f)发现,不同的ωm/ωp 值会对孤子强度和

脉宽产生影响.在自散焦非线性材料中,ωm/ωp 值

越小,孤子强度越大,脉宽略有变宽,如图３(a)~
(c)所示;相反,在自聚焦非线性超材料中,对于不同

图２ 当ωm/ωp＝０．９,１．０,１．１时,(a)~(c)自散焦和(d)~(f)自聚焦非线性超材料中约束条件随归一化频率的变化曲线

Fig．２ Curvesofrestrictconditionversusnormalizedfrequencyin a Ｇ c selfＧdefocusingand d Ｇ f selfＧfocusingnonlinear
metamaterialswhenωm ωp＝０敭９ １敭０ １敭１

图３ (a)~(c)自散焦和(d)~(f)自聚焦非线性超材料中准孤子的分布图

Fig．３ DistributionsofquasiＧsolitonin a Ｇ c selfＧdefocusingand d Ｇ f selfＧfocusingnonlinearmetamaterials
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的ωm/ωp,孤子的幅度和脉宽的变化比较明显,如
图３(d)~(f)所示.这表明在不同的非线性超材

料的不同折射率区域,该飞秒准孤子具有不同的

特性.
以ωm/ωp＝０．９为例,图４(a)、(b)分别给出了

自散焦和自聚焦超材料中飞秒准孤子传输１０λp 的

演化图,其中孤子的强度用表达式中的振幅B 作了

归一化,对应的归一化频率ϖ 分别为０．３２９和１．２６２,
其中图４(a)中,k２＝－８．０６３７,k３＝６．９３１７,p３＝
－９．１６０８×１０－１１,p５＝ －２．７７４１×１０－２２,s１＝
４．２９０２×１０－１１,s２＝－８．９０３８×１０－１２;图４(b)中,

k２＝－０．１６９８,k３＝－０．０６３６,p３＝４．５５６×１０－１０,

p５＝３．０６１０×１０－２０,s１＝－１．９９７３×１０－１１,s２＝
－１．６５３６×１０－１２.

图４ 当ωm/ωp＝０．９时准孤子传输１０个λp 的演化图.(a)自散焦非线性超材料;(b)自聚焦非线性超材料

Fig．４ EvolutionsofquasiＧsolitonafterpropagating１０λpwhenωm ωp＝０敭９敭 a SelfＧdefocusingnonlinearmetamaterials 

 b selfＧfocusingnonlinearmetamaterials

４　结　　论

本文采用行波法研究了描述非线性超材料中飞

秒脉冲传输的高阶非线性薛定谔方程,发现在二阶

色散、三阶色散、三次Ｇ五次非线性、自陡峭效应和二

阶非线性色散效应平衡下非线性超材料中可以存在

一种精确的飞秒准孤子解.结合理论模型的各阶色

散和非线性系数在超材料中的可调控特性,详细分

析了该飞秒孤子的存在条件、存在区域以及传输特

性.研究发现,该飞秒准孤子可以存在于自散焦非

线性超材料的负折射区和自聚焦非线性超材料的正

折射区;而且该准孤子的脉冲强度和脉宽等在不同

区域的不同频率处具有显著不同的特征.该研究结

果表明,通过选择不同非线性超材料和输入电磁波

的频率,使其位于相应的存在区域,从而可以调控孤

子的特性.本研究结果为非线性超材料中飞秒孤子

的传输提供了理论参考.
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