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摘要 将相干调制成像(CMI)迭代过程等效为梯度搜索算法,建立了CMI收敛模型,从解方程角度提出为保证重

建结果的唯一性需要满足的基本条件,即有调制板时光斑非0点数是无调制板时光斑非0点数的2倍,或有调制

板时放大λL(λ为波长,L 为衍射距离)倍后的调制板频谱截止宽度与无调制板时光斑截止宽度的比值至少为

0.414。通过模拟计算进行了很好的验证。该研究为CMI的进一步优化提供了理论依据。
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1 引  言

作为一种无透镜相位成像技术,相干衍射成像

(CDI)[1]具有结构简单、理论上能够达到衍射极限

分辨率的优势,其不需要成像透镜,成为X射线和

电子束成像领域中极为重要的成像方法,但传统的

Gerchberg-Saxton(GS)算法[1]等常面临收敛性问

题,这严重制约了其应用范围,基于照明光横向扫描

且相邻扫描位置保留一定的重叠面积的方式,PIE
(ptychographic

 

iterative
 

engine)[2-5]技术可以很好

地解决传统CDI算法所面临的收敛性差的问题,具
备视场无限拓展的特性,在相位成像[6-9]、元件检

测[10-11]、超快测量[12-13]、波前诊断[14]等领域得到快

速发展,但该技术需要一定的扫描时间,因此不能用
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于单次测量。虽然利用多束同时照明的方式可以实

现单次曝光PIE[15-17],但这牺牲了探测器的有效数

值孔径,成像质量和适用性仍然有限。相干调制成

像(CMI)通 过 引 入 一 块 分 布 已 知 的 波 前 调 制

板[18-19],可以实现在单次曝光下对入射波前的快速

重建,解决了单次测量下的收敛性问题。PIE技术

是精确标定波前调制板的主要技术,目前已经在可

见光[19]、X射线[18]等领域得到了实际应用。相比于

传统CDI技术,CMI的收敛性和重建能力得到了显

著增强,但关于CMI收敛性的理论模型一直没有被

提出,而根据经验,CMI中的波前调制器一般采用

二元随机相位板,其强调制作用被认为是收敛性的

根本保证,但调制作用越强意味着二元随机相位板

的结构越复杂,加工能力和标定能力要求相应地提

高。实际中人们发现采用连续型弱调制[20]、纯振幅

调制和部分衍射光[21]依然能够实现波前重建,这对

常规认知发出了挑战,因此急需从理论上解释待测

光、波前调制板和探测器采样等参数对CMI的影

响,进而开展相关优化研究。
本文通过理论推导建立了CMI收敛性模型,将

CMI算法等效为梯度搜索算法,揭示了CMI算法的基

本收敛原理,同时从解方程的角度出发,分析了待测光

稀疏特性、调制板随机特性和频谱特性、采样间隔等因

素对重建过程的影响,提出了量化指标,通过模拟计算

进行了验证。该研究为CMI的后续优化指明了方向。

2 CMI基本算法

基于相位调制法实现单次曝光波前测量的基本

光路如图1(a)所示,其结构主要包括光斑探测器、
波前调制板和会聚透镜,待测光经过会聚透镜后先

会聚后发散,焦平面在波前调制板之前,探测器记录

单幅衍射光斑I,探测器与波前调制板之间的距离

为L,波前调制板与焦平面之间的距离为T,其中调

制板的分布d已知。光路中主要有3个平面:入射

窗面(焦平面)、波前调制面和光斑记录面,经过待测

样品的波的主要能量集中在照明光的焦点上,因此

可认为其通过一个孔函数,孔外能量为0。CMI算

法的迭代过程和基本CDI算法类似,先对待测光进

行初始猜测,假定第k次迭代时调制板照明光、调
制板出射光和计算得到的衍射光斑分别为gk、φk
和Ek。迭代始于对入射窗出射波ψ1 的随机初始猜

测,第k次迭代过程如下。

图1 CMI算法的基本光路、采用的二元随机相位板的相位分布和典型的衍射光斑。(a)
 

CMI算法的基本光路;
(b)常采用的二元随机相位板的相位分布;(c)典型的衍射光斑

Fig 
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  1)
 

计算入射窗出射波ψk 传播距离T 后到达相

位板平面的光束分布gk=FFT{ψk,T},此时相位

板的出射光为φk=gkd,将其传播到CCD平面得到

Ek= Ek e
iφk =FFTφk,L  ,其中FFT{·}表示

傅里叶变换,φk 为Ek 的相位。

2)
 

利用记录到的振幅分布代替Ek 的振幅并保

持相位不变得到E'k= F e
iφk,其中 F = I。

3)
 

将E'k逆传播到相位板面,得到更新后的相

位板出射光φ'k=FFT-1{E'k,L},FFT-1{·}表示傅

里叶逆变换。

4)
 

对相位板照明光进行更新,得到更新后的相

位板照明光g'k:
 

g'k=gk+γ
d*

d 2
max

(φ'k-φk), (1)

式中:γ为自选系数;d*为d的共轭。
5)

 

将g'k逆传播到入射窗面得到ψ'k,若满足空间

限制条件:
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ψk+1=ψkC+η(ψ'k-ψk)(1-C), (2)
得到更新后的入射窗面波前分布,同时将ψk+1 作为

下一次迭代过程的初始值,(2)式中C 为焦平面孔

函数,η为自选常数。

6)
 

重复步骤1)~5),并计算误差:

B=V-2∑
u
Ek-E'k 2=V-2∑

u
Ek - F k

2,

(3)
直到获得误差满足要求的波函数,(3)式中V 为计

算矩阵行列数,u表示光斑探测面矩阵点坐标。
根据经验,实际CMI算法所采用的波前调制板

为二元随机相位板,其为纯相位型,可以理解为随机

选择的棋盘结构相位板的一半单元格,令其相位差

为π,另外一半的相位差为0,典型结构如图1(b)所
示,其对应的衍射光分布如图1(c)所示。(1)式可

理解为一种强约束条件,当重建得到的相位板照明

光gk 有微小差异时,经过极强的调制后,该误差将

会得到放大,进而降低算法对重建波前误差的容忍

度,提高收敛速度,因此CMI算法具备极强的波前

重建能力,通常在几十次迭代后即可得到收敛结果,
其主要特点是引入了波前调制板和焦平面空间约束

条件。此外,波前调制板不仅局限于二元随机相位

板,理论上也适用于振幅调制和弱相位调制,同时图

1所示的焦点位置可以是任意位置,这同样适用于

不存在焦点(或者说在无穷远处)的情况。

3 CMI算法收敛性解释

高收敛性是CMI算法的关键特点,借鉴梯度搜

索算法的基本思路,对CMI算法的收敛性进行理论

推导,对于光束传播过程,以一维矩阵为例,
 

x 代表

入射窗面和相位板面的空间位置,各个平面之间的

波前分布满足:

Ek(u)=FFTφk(x)  = Ek(u)e
iφk, (4)

E'k(u)= F(u)e
iφk = F(u)Ek(u)/Ek(u),

(5)

φ'k(x)=FFT-1{E'k(u)}。 (6)

  同时根据(3)式,第k次迭代的误差可以表示

为

B=N-1∑
u
Ek(u)-E'k(u)2=

N-1∑
u

Ek(u)- F(u)k
2。 (7)

  由于考虑一维情况,因此总像素数用N 表示,
令φ(x)为相位板出射波在任意位置x 处的恢复

值,根据惠更斯-菲涅耳原理,CCD面的衍射光可以

认为是相位板面无数个点发出球面波的相干叠加,
即 CCD 面 u 位 置 处 的 波 前 Ek(u) =

∑
x
φk(xj)exp[ik0r(u,xj)],其中r(u,xj)表示u

位置和xj 位置的距离,k0 为波数,而总的误差B=

N-1∑
u
∑
x
φk(xj)exp[ik0r(u,xj)]-E'k(u)

2,

可以将B 认为是关于φ(x)的函数,即

B ∝φ(x), (8)
且存在N 个相互独立的对应关系,即

B ∝φ(xj),j=0,1,2,…,N-1, (9)

B 为所有xj 处的误差之和,且随着φ(x)的变化而

变化。
 

图2 随迭代次数的增加而变化的φ(x)与B 的对应关系

Fig 
 

2 Relationship
 

between
 

B
 

and
 

φ x 
 

varying
 

with
increasing

 

iterations

假定B 随着迭代次数的增加逐步下降,则
 

(8)
式可以用图2来表示,根据泰勒级数的定义,可以将

B 在φk(x)点展开并保留前两项:

B ≈Bk+ φ(x)-φk(x)  ∑
x
∂φBk, (10)

式中:∂φ 为求偏导;Bk 为φk(x)处的误差,可以得

到B=0时φ(x)对应的值为

φbest(x)≈φ
~
k(x)=φk(x)-

Bk

∑
x
∂φBk

=

φk(x)-
Bk

∑
x
∂φBk  2

∂φBk。 (11)

  在迭代过程中,为了能够更快地得到φbest(x),
可以在k次迭代时,对当前值φk(x)按照(11)式进

行进一步优化得到φ
~
k(x),即利用

φ
~
k(x)=φk(x)-ρk∂φBk, (12)

按照正确的方向快速修正,以获得迅速接近φbest(x)

的φ
~
k(x),(12)式中ρk 为修正幅度,可以理解为步

长,ρk 可以表示为

ρk=
Bk

∑
x

(∂φBk)
2
。 (13)
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  根据(7)式,可得到

∂φB=
∂B
∂φ(x)

=2N-1∑
u

E(u)- F(u)  
∂E(u)
∂φ(x)

, (14)

考虑到 ∂
∂φ(x)

为对φ(x)这一个点的偏微分,∂E
(u)

∂φ(x)
可写为

∂E(u)
∂φ(x)

=
∂

∂φ(x)∑y φ(y)exp(-i2πuy/N)=
∂φ(x)exp(-i2πux/N)

∂φ(x)
=exp(-i2πux/N), (15)

因此有

∂E(u)
∂φ(x)

=
∂ E(u)2  1

/2

∂φ(x)
=

1
2E(u)

∂E(u)2

∂φ(x)
=
E(u)exp(i2πux/N)+E*(u)exp(-i2πux/N)

2E(u)
。

(16)

  同时考虑到(5)式,则(14)式可变为

∂φB=2N-1∑
u

E(u)- F(u)  
E(u)exp(i2πux/N)+E*(u)exp(-i2πux/N)

2E(u) =

N-1∑
u

E(u)- F(u)  
E(u)exp(i2πux/N)

E(u) +

N-1∑
u

E(u)- F(u)  
E*(u)exp-i2πux/N  

E(u) =

N-1∑
u
E(u)-

F(u)E(u)
E(u)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 expi2πux/N  +

N-1∑
u
E*(u)-

F(u)E*(u)
E(u)

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 exp(-i2πux/N)=

N-1∑
u
E(u)-E'(u)  exp(i2πux/N)+N-1∑

u
E*(u)-E'*(u)  exp(-i2πux/N)。 (17)

  考虑到离散傅里叶变换的定义,(17)式变为

∂φB=φ(x)-φ'(x)+[φ(x)-φ'(x)]
*,
(18)

式中:φ'(x)为φ(x)的一阶导数。此时假定φ(x)
为实数,则

∂φB=2[φ(x)-φ'(x)]。 (19)

  根据Parseval积分定理中频域积分和空域积

分的等效性和(19)式,有

∑
x

(∂φBk)
2=∑

x
4[φk(x)-φ'k(x)]2=4Bk,

(20)
则(12)式变为

φ
~
k(x)=φk(x)-∂φBk/4=

φk(x)-[φk(x)-φ'k(x)]/2。 (21)

  (21)式是单幅衍射光斑最陡梯度下降法的基本

原理,结合(12)式和(21)式,所有的梯度搜索算法都

可以表示为

φ
~
k(x)=φk(x)-ρk[φk(x)-φ'k(x)]。(22)

  (22)式意味着为满足衍射光斑面振幅限制条

件,波前变化量φk(x)-φ'k(x)为误差B 在当前迭

代次数处的梯度变化,将其与合理的步长ρk 相乘并

加上初始值φk(x)就可以得到更接近真实分布的

φ
~
k(x)。

此时考虑CMI算法的更新式[(1)式],两边同

时乘上d,可以得到

φ
~'k=φk+γ

d 2

d 2
max

(φ'k-φk), (23)

式中:φ
~'k=g'kd。根据(22)式可得到与梯度搜索算法

相同的更新公式,只不过此处步长选择为

ρk=γ
d 2

d 2
max

。 (24)

  不过(1)式所示的更新方法并不是唯一的计算

方法,可以借鉴PIE相关算法进行调整,对应的搜

索步长也略有不同,但整体结构是相同的。此时,

CMI算法完全等效为梯度搜索算法,搜索步长由调

制板的强度决定。当采用纯相位调制结构时,各个

位置搜索步长相同;当采用振幅型和复数型调制结

构时,不同点处搜索步长将会有所差异。
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4 CMI重建结果的唯一性

4.1 理论推导

根据标量衍射理论和菲涅耳衍射近似,衍射光

E(u,v)是待测光g(x,y)、调制板函数d(x,y)和

传递函数h(x,y)=expj
k0
2L
(x2+y2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 乘积的卷

积,即

E(u,v)=A(u,v)·FFT{φh}=A(u,v)·FFT{gdh}∝FFT{(dh*h)·(gh*h)·(hh*h)}=

FFTd
 

exp -j
k0
2L
(x2+y2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 h  􀱋FFTg 

exp -j
k0
2L
(x2+y2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 h  􀱋
FFTh

 

exp -j
k0
2L
(x2+y2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 h  =D 􀱋G 􀱋H =D 􀱋G', (25)

式中:h* 代表h 的共轭;􀱋表示卷积;k0=2π/λ;
(u,v)表 示 CCD 平 面 上 的 坐 标;A(u,v)=
exp(jkL)
jλL

exp
jk0
2L
(u2+v2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 为衍射系数,由于不

影响结果,因此为简化描述对其进行了省略;由于

exp -j
k0
2L
(x2+y2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 等效为一个焦距L 的透镜

因子,因此根据透镜傅里叶变换性质,D、G、H 分别

是d(x,y)、g(x,y)和h(x,y)放大λL 倍对应的函

数;G'=G􀱋H 则为无调制板时的衍射光,当满足夫

琅禾费衍射条件时D 和G'完全对应于d(x,y)和

g(x,y)的频谱,更普遍情况下,实际的衍射光等效为

放大λL倍后的D 和无调制板时衍射光的卷积。
根据卷积定义,(25)式可以描述为

E(M,N)=∑
m,n
D(M -m,N-n)G'(m,n)。

(26)

  考虑到实际利用离散的矩阵分析衍射过程,此
处用(M,N)表示空间坐标(x,y)的离散采样坐标,
记录的衍射光斑为

I(M,N)= ∑
m,n
D(M -m,N-n)G'(m,n)

2
=

∑
m,n
D(M -m,N-n)G'(m,n)·∑

p,q
D*(M -p,N-q)G'*(p,q)=

∑
m,n
∑
p,q
D(M -m,N-n)·D*(M -p,N-q)·G'(m,n)·G'*(p,q), (27)

式中:D*和G'*分别是D 和G'的共轭。由于待测

量G'是复数,因此G'(m,n)=αm,n +iβm,n,实部

αm,n 和虚部βm,n 都是未知数,将(27)式通过矩阵表

示为

xT=b, (28)
式中:x 是G'(m,n)G'*(p,q)按列展开得到的一

维行向量;
 

T 是D(M-m,N-n)D*(M-p,N-
q)按列展开后平移组成的二维矩阵,其中每一列表

示特定(M,N)下的按列展开项;b是I(M,N)展开

的常数矩阵。假定每个面采样点行列数都是V,则
(27)式中:x 是1行V2 列的向量,包含的未知数个

数为2V2,阶数为2阶,T 的维度是V2 行V2 列,b
的维度为1行V2 列,因此(28)式可表示为包含2V2

个未知数的V2 个二阶非线性方程,并且可以通过

图3来表示。
考虑到自然界中存在的物体在空域和频域中的

有限性,D、G'和I都包含大量0值点,因此展开后,

x、T 和b都表现出一定的稀疏特性,分别可用稀疏

矩阵表示为

x=[0 0 … 0 x' 0 … 0 0],(29)

T=

T' 0 … 0
0 T' … 0
︙ ︙ ︙

0 0 … T'

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (30)

b=[0 0 … 0 b' 0 … 0 0],(31)
式中:x'、T'和b'分别是x、T 和b 中的非0元素。
虽然上述方程个数只有未知数数量的一半,但当考

虑稀疏特性时,假定G'、D 和I的截止宽度分别是

ΔG'、ΔD 和ΔI,根据卷积特性,则有ΔI=ΔG'+ΔD,
且ΔD=Δ'DλL,其中Δ'D是调制板的频谱截止宽度,
如图4所示,绿色圆圈表示无调制板时的衍射光斑

G',圆圈①表示调制板频谱放大λL 倍后恰好和G'
无交叠,此 时 光 斑I 值 为 0,此 时 的 光 斑I 用

圆圈②表示。因此在采样间隔相同的情况下,为保证
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图3 CMI光斑生成过程的矩阵表示

Fig 
 

3 Matrix
 

representation
 

of
 

CMI
 

pattern
 

generation

图4 卷积示意图

Fig 
 

4 Scheme
 

of
 

convolution

方程数量多于未知数个数,需满足

π
ΔG'+ΔD
2  

2

τ≥2π
ΔG'
2  

2

τ, (32)

即

ΔD ≥ 2-1  ΔG' ≈0.414ΔG', (33)

式中:τ为一个采样点的面积,即CMI算法有唯一

解时需要满足下面任何一个条件:1)光斑I非0点

数是无调制板时光斑G'非0点数的2倍及以上;

2)调制板频谱放大λL 倍后,其截止宽度与无调制

板时光斑G'截止宽度ΔG'的比值至少是0.414;

3)调制板频谱截止宽度至少是无调制板时光斑G'
截止宽度ΔG'的 2-1  /(λL)倍。

为保证CMI算法的解唯一性,可以通过增加

非0采样点数、减小无调制板时待测光光斑宽度

和增加调制板频谱宽度来实现。根据上述推论,
可得CMI算法可以在欠采样下或者丢失部分信息

的情况下进行恢复,这点在CAMI[21]算法中已经

得到验证;CMI并非一定需要强散射体作为调制

板,也可以利用弱调制结构,这点在前期实验中也

得到了验证[20];影响唯一性的直接因素是无调制

板时待测光在探测器上的截止宽度,因此待测光

是球面波还是平行光并没有本质上的区别;传统

GS算法需要至少两个面约束条件的原因是单个

衍射光斑下,方程数量永远等于未知数个数的一

半,在不增加其他面限制条件下方程是没有唯一

解的。

4.2 模拟验证

为验证上述理论的正确性,进行了相应的模拟

验证,采用的光路如图5所示。点光源依次经过小

孔、生物样品、透镜、波前调制板到达光斑探测器,光
源设定为632.8

 

nm相干光,小孔和样品紧贴在一

起,样品振幅和相位如图5(a)所示;样品出射光经

过透镜再次会聚后,到达波前调制板上的照明光分

布如图5(b)所示;如果采用二元0、π随机相位板,
如图5(c)插图所示,对应的典型衍射光斑如图5(e)
所示,其中波前调制板的频谱分布如图5(c)所示;
当不存在波前调制板时,探测器记录的光斑强度如

图5(d)所示。样品面和探测器面相对透镜属于物

像面关系,因此可以通过调整小孔大小、严格限制

ΔG'宽度来确定待测光束的未知数个数。各个面之

间的采样间隔都是12
 

μm,计算矩阵大小为1024×
1024,衍射距离L=50

 

mm,T=30
 

mm。为验证上

述结论,从采样点数、调制板频谱宽度和待测光稀疏

性3个方面进行验证。需要指出的是,图5虽然和

图1中的光路排布有所不同,但都包含光斑记录面、
波前调制面和一个能量集中面(焦平面),因此二者

本质上是相同的,核心算法也相同,只不过是不同的

实现形式。
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图5 基本光路和模拟结果。(a)样品振幅和相位;(b)调制板上的入射光;(c)调制板频谱和相位分布;
(d)无调制板时探测器记录的光斑(样品的像);(e)有调制板时对应的衍射光斑;(f)基本光路

Fig 
 

5Basic
 

optical
 

path
 

and
 

simulation
 

results 
 

 a 
 

Amplitude
 

and
 

phase
 

of
 

sample 
 

 b 
 

incident
 

light
 

of
 

modulation
 

plate 
 

 c 
 

spectrum
 

and
 

phase
 

map
 

of
 

modulation
 

plate 
 

 d 
 

pattern
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without
 

modulation
 

plate
 

 image
 

      of
 

sample  
 

 e 
 

diffraction
 

pattern
 

with
 

modulation
 

plate 
 

 f 
 

basic
 

optical
 

path

4.2.1 光斑有效采样点数

当波前调制板设为基元宽度为24
 

μm 的二元

随机相位板时,其对应的衍射光斑如图6(a)所示,
此时ΔG'=2

 

mm,未知数个数σ=10898,由于调制

板0级光谱宽度是远大于 2-1  /λL  倍的,因此

在其0级光谱内随机选取Nratio·σ个采样点进行

恢复,Nratio 分 别 取 0.2,1,2,5,所 选 取 的 点 由

图6(b)~(e)中点阵表示,在迭代过程中,未选取的

点认为是未知的,计算的值是多少就认为是多少,仅
在 标记点处进行振幅更新,经过104次迭代计算后,

重建的结果分别如图6(f)~(j)所示,其中图6(f)为
利用全部光斑进行迭代的结果,可以看出:随着采样

率的提高,即随着方程数量的增加,重建精度得到提

高,其重建误差逐渐降低;当Nratio=2,即到达上述

推导中的临界点时,重建误差迅速降低到10-4 量

级,重建质量得到显著提升;虽然Nratio=2相比于

Nratio=5时误差相差20多个数量级,但重建质量并

没有显著变化;Nratio=1时,重建质量明显变差;当

Nratio=0.2时,无法得到任何结构信息,重建失败。
为充分验证Nratio=2是CMI重建唯一性的临界点,

图6 不同方程数量下的重建结果。(a)完整的衍射光斑;(b)~(e)
 

Nratio 为0.2,1,2,5时对光斑的

随机采样示意图;(f)~(j)图6(a)~(e)对应的重建结果

Fig 
 

6 Reconstructed
 

results
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different
 

number
 

of
 

equations 
 

 a 
 

Complete
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random
sampling
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0 2 
 

1 
 

2 
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5 
 

respectively 
 

 f -- j 
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corresponding
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Figs 
 

6 a -- e 
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以0.1为步长进行了系列模拟重建,重建结果误差

曲线如图7中实线所示,可以看出,当Nratio≥2时,
误差基本都是接近0的,为更清楚地看出拐点,对该

误差曲线进行了求导,结果如图7中虚线所示,可以

看出:当Nratio≥2时,重建结果的误差基本不再变

化且趋于稳定,而Nratio<2时,重建误差变化较为

剧烈。

图7 不同方程数量下的误差曲线及误差梯度曲线

Fig 
 

7 Error
 

curve
 

and
 

corresponding
 

error
 

gradient
 

curve
under

 

different
 

number
 

of
 

equations

除此之外,可以预见的是,减小光斑采样间隔可

以增加方程个数,但采样间隔并不是越小越好,当采

样间隔小到一定程度时,相邻两点的强度值趋于一

致,这可能带来对应方程的相似化,即变成等效方

程,有效方程数量将会减少。相反地,通过上述模拟

可以发现,CMI对于采样要求反而是非常宽松的,
并不一定必须满足传统的采样定理要求,因此适用

于欠采样或者部分光斑信息丢失的情形。

4.2.2 调制板频谱宽度

在上述相同模拟条件下,改变调制板频谱宽度

为ΔG'的N'/(λL)倍,当N'分别为0.114,0.314,

0.414,0.514,1.514时,调制板对应的频谱分布如

图8(a)~(e)所示,对应的调制板相位图由插图表

示,同时对应的衍射光斑分布如图8(f)~(j)所示,
随着N'的增大,调制板频谱宽度增加,其结构密度

也增加,对应的衍射光斑大小和密度也都得到相应

的增 大,经 过 104 迭 代 计 算 后,重 建 的 结 果 如

图8(k)~(o)所示,可以看出,从N'=0.414开始,
重建结果的误差开始得到明显减小,重建质量也开

始得到显著提升,为进一步确定N'=0.414是否是

上述推论中的拐点,将N'按照0.1步长进行了系列

模拟,最终重建误差如图9中黑色实线表示,其对应

的误差梯度曲线如图9中虚线表示,可以看出,

N'=0.414时,无论是误差大小还是梯度变化大小

其都处于拐点中,不过这和预期并不完全相同的是,

图8 不同调制板频谱宽度下的重建结果。(a)~(e)不同调制板的频谱和对应的相位图;
(f)~(j)图8(a)~(e)对应的衍射光斑;(k)~(o)图8(a)~(e)对应的重建结果

Fig 
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modulation
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图9 不同调制板频谱宽度下重建结果的误差曲线及

对应的误差梯度曲线

Fig 
 

9Error
 

curves
 

and
 

corresponding
 

error
 

gradient
 

curves
 

of
 

reconstructed
 

results
 

with
 

different
 

   spectral
 

width
 

of
 

modulation
 

plate

当N'=0.5左右时,重建误差才开始趋于稳定,这
主要是因为按照图4所示的卷积过程,当D 平移到

临界点附近时,虽然能得到非0方程,但是每个方程

包含的未知数的个数得到显著降低,这意味着更容

易出现等价方程,间接导致有效方程数量的减少,因
此在迭代过程中容易出现多个解,导致误差的增加,
这与上述结论是不矛盾的,反而间接证明了N'=
0.414的临界点的准确性。

4.2.3 待测光稀疏性

根据上述推论,当调制板频谱宽度一定时,待测

光束在探测面光斑的宽度增加,未知量个数增加,相
应地,有效方程数量要求也会增加,当调制板频谱宽

度不能达到 2-1  /(λL)倍时,将会出现明显的噪

声,为验证该结论,进行了一系列模拟计算。此处假

定调制板频谱宽度为ΔG'=2
 

mm时的临界宽度,即

0.414ΔG'/(λL),调整孔的直径后进行迭代恢复,设

N″为无调制板时待测光在光斑探测面光斑截止宽

度的相对值,N″=1时表示当前调制板下解唯一的

临界宽度。N″为0.8,1,1.2,1.6时,对应的衍射

光斑分别如图10(a)~(d)所示,此时对应的调制

板相位分布如图8(c)所示,经过104 次迭代计算

后,重建得 到 的 结 果 如 图10(e)~(h)所 示,当

N″=1时,调制板宽度刚好能达到唯一解的最低

要求,此 时 能 够 得 到 收 敛 的 结 果,当 N″降 低 为

0.8时,重建误差明显减小,重建质量变好,当 N″
提高时,虽然光斑面积变大,方程数量增多,但未

知数个数增加的数量更多,达不到基本要求,因此

误差会逐渐增大,甚至不收敛。此外,按照0.1的

增幅步长,计算了 N″从0.6到2.4时的误差变

化,结果如图11所示,虚线位置为刚好满足最低

要求时的位置,N″大于1时不满足最低要求,重建

结果和误差变化与预期相同,因此上述结论的正

确性再次得到验证。

图10 调制板频谱不变的情况下,不同稀疏特性待测光的重建结果。(a)~(d)不同N″下的衍射光斑;
(e)~(h)图10(a)~(d)对应的重建结果
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5 结  论

针对CMI算法收敛性和解唯一性的问题,提出

了基于梯度下降算法的理论模型,解释了CMI算法

能够收敛的原因,提出CMI算法本质上是搜索步长

为hk=γ d 2/d 2
max 的梯度搜索算法。从解方程
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图11 无调制板时不同待测光光斑宽度下的重建误差,

绿色虚线表示临界宽度

Fig 
 

11Reconstructed
 

error
 

under
 

different
 

spot
 

width
 

of
 

light
 

to
 

be
 

measured 
 

without
 

modulation
 

plate 
 

Green
 

dashed
 

line
 

represents
 

critical
 

width

的角度推导出CMI算法解唯一的基本条件,即有调

制板时光斑I的非0点数是无调制板时光斑G'的
非0点数的2倍及以上,或者说调制板频谱放大λL
倍后,其截止宽度与无调制板时光斑G'截止宽度

ΔG'的比值至少是0.414,通过模拟对该结论进行了

验证,该结论可以很好地解释CMI算法的收敛特性

和重建能力变化,该研究为CMI算法的后续优化提

供了明确的理论依据和研究方向。
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