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基于改进GM(１,１)模型的激光陀螺仪随机误差预测
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摘要　基于静态Allan方差分析方法无法有效分析和辨识动态工况下激光陀螺仪的随机误差,也无法给动态工况

下激光陀螺仪的随机误差补偿提供准确依据.为此,提出时间框动态Allan方差分析方法,利用分段建模对随机误

差项进行动态Allan方差分析和辨识.建立灰色GM(１,１)预测模型,对辨识出的随机误差参数项进行预测,针对

传统GM(１,１)预测模型因数据不全存在波动大的问题,基于小波滤波平滑处理原始数据,并利用残差修正模型改

进GM(１,１)预测模型.实验结果表明,针对激光陀螺仪在同一工况下的随机误差系数,改进GM(１,１)模型预测算

法的预测精度高于传统GM(１,１)模型预测算法的预测精度.
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１　引　　言

激光陀螺仪作为高精度的惯性器件在激光捷联

惯导领域应用广泛[１].很多学者已对激光陀螺仪误

差模型进行深入研究,通过对误差参数进行辨识、标
定及补偿,减小激光陀螺仪的误差,提高激光捷联惯

导的导航精度.激光陀螺仪的输出信号包含很多确

定误差项和不确定的随机误差项[２],随机误差包括

量化噪声、角度随机游走、零偏不稳定性、角速率随

机游走、速率斜坡等,其中量化噪声、角度随机游走、
零偏不稳定性是激光陀螺仪主要的性能指标[３].对

上述的误差进行分析的方法有常规的样本均值、自
相关函数、功率率函数、Allan方差辨识等方法.样

本均值法和方差法都无法知道误差的来源,自相关

函数和功率谱函数法虽然是从时域和频域进行统计

特性分析的,但是很难将随机误差从数据中分离出
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来[４].静态下的Allan方差可以有效地辨识随机误

差,但是在实际应用中的动态环境下,随机误差尤其

是量测噪声,会随着工况、环境等因素的不同发生变

化,因此研究动态 Allan方差分析方法显得尤为

重要.

Allan方差分析法是２０世纪６０年代由国家标

准局提出来的一种时域分析方法[５],它可以用来分

析陀螺仪等惯性器件或者其他精密仪器的随机误

差,是一种公认的陀螺仪参数分析方法,Allan方差

分析法可以对各种误差源和噪声统计特性进行辨

识[６].动态Allan方差可以看作是Allan方差的扩

展,最初由Galleani等[７Ｇ８]提出,用于测量原子钟的

时变特性,同时由美国海军用于时钟监控[８].
灰色系统理论由我国学者邓聚龙１９８２年建

立[９],其主要思想是信息可以分为白色、黑色、灰色,
分别对应数据全部已知、数据未知、数据已知一部分

的状态[１０],当数据量比较小时将其视为小样本,并
将小样本考虑为大样本的已知部分,最后将整个数

据样本作为一个灰色系统进行预测,根据样本发展

趋势拓展样本数量,得到整个样本未知的统计特性.
灰色预测理论是一种基于灰色理论的有效数据预测

的方法,其中的灰色GM(１,１)预测模型可以应用于

实际 生 产 和 科 学 研 究 的 诸 多 领 域[１１].灰 色

GM(１,１)预测模型可以在已知一部分先验随机误

差参数的情况下,对后续的随机误差进行灰色预测

和残差检验,通过对随机误差的动态预测来补偿激

光陀螺仪随机误差[１２],最终达到提高惯性器件的数

据精度的目的.
小波变换是信号处理和分析领域的重要方

法[１３],其中通过小波函数进行信号降噪和信号检测

是研究的热点[１４Ｇ１５].小波变换可以将信号分解为近

似系数和细节系数,基于小波变换对信号进行小波

分解可以得到信号的高频部分和低频部分,近似系

数经过多层小波分解隔离掉细节抖动后,可以从近

似系数曲线中检测得到信号是否存在间断点和坏

值.小波分解后的细节系数主要是表征噪声干扰抖

动,抑制信号分离的细节系数可以很好地降低信号

受到的噪声干扰.
本文基于改进的灰色GM(１,１)预测模型,对动

态工况下的激光陀螺仪随机误差进行预测,通过预

测激光陀螺仪的随机误差,为激光陀螺仪的误差补

偿提供依据.首先,提出一种新的动态工况下的

Allan方差分析方法,建立灰色GM(１,１)预测模型,
通过先验序列预测后续同种工况下的随机误差;接

着,进行实测数据的实验验证.由实测数据直接建

立灰色GM(１,１)预测模型的预测精度较低,只能达

到精度３级,预测效果不佳[１６Ｇ１７].本研究进一步采

用小波滤波结合残差模型对传统GM(１,１)预测模

型进行改进,采用自适应小波对实测随机误差系数

进行平滑处理,使用残差修正GM(１,１)模型提高模

型的精度[１８Ｇ１９].
实验分析结果表明,动态 Allan方差分析可以

很好地辨识出激光陀螺仪在等时间间隔内的随机误

差参数,从时域动态 Allan方差分析曲线上可以看

出,随 机 误 差 参 数 存 在 着 波 动 上 升 的 趋 势.从

Allan方差需求数据量大、得出的随机误差系数量

小的特点来看,动态 Allan方差分析符合灰色理论

应用条件,在灰色GM(１,１)预测模型的基础上,基
于改进GM(１,１)预测模型,预测出后续的随机误差

参数,其预测结果精度比传统GM(１,１)预测模型精

度提高了２个精度等级.

２　动态Allan方差分析

２．１　动态Allan方差分析

提出一种新的动态工况下激光陀螺仪信号的

Allan方差分析方法,新动态Allan方差分析方法是

利用矩形时间框对整个先验数据进行采样,由于静

态Allan方差分析需要大量数据才能辨识随机误差

参数[２０],假设每段矩形框选择的数据时间段内随机

误差参数缓慢变化,通过静态 Allan方差分析得出

所有矩形框的随机误差,并将随机误差按时间点列

成灰色预测序列后进行灰色GM(１,１)预测模型预

测,选择时间节点t＝t１ 作为时间矩形框中心点,矩
形框时间跨度为T,矩形框点所包含的时间范围为

t１∈[t１－T/２,t１＋T/２],并且假设在T 时间内随

机误差变化缓慢即静态Allan方差分析辨识误差系

数作为该段时间内的误差系数值,计算得到的随机

误差在t１ 时刻值为x(t１),假设先验数据框数目为

n,动 态 Allan 方 差 辨 识 出 随 机 误 差 序 列 X ＝
x(t１),x(t２),,x(tn){ }.

３　GM(１,１)预测模型

３．１　建立GM(１,１)预测模型

灰色量的处理过程是利用灰色理论建立预测模

型,采用数据生成的方法规律性地预测动态随机误

差,常用的单序列一阶线性灰色模型记作GM(１,１).

GM(１,１)建模的原始数据为

X(０)＝ x(０)(t１),x(０)(t２),,x(０)(tn){ },　n≥４,
(１)

１２０４００１Ｇ２
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式中:x(０)(ti)为ti 时刻动态Allan方差辨识的随机

误差参数.
利用一次累加生成１ＧAGO单增序列,即

X(１)＝ x(１)(t１),x(１)(t２),,x(１)(tn){ },(２)

式中:x(１)(t１)＝x(０)(t１),x(１)(tk)＝∑
k

i＝１
x(０)(ti),k＝

２,３,,n.
对于非负的数据序列,累加生成操作可以弱化

随机性,增加规律性,使生成序列呈指数增长规律;
对于产生的阶跃数据序列,采取小波检测间断点的

方式识别出间断点,并用自适应小波对波动干扰数

据进行光滑;最后利用处理后的数据建立GM(１,１)
预测模型,步骤如下.

１)建立GM(１,１)预测模型

设Z(１)为X(１)的邻近均值生成序列,即

Z(１)＝ z(１)(t２),z(１)(t３),,z(１)(tn){ }, (３)
式中:z(１)(tk)＝[x(１)(tk)＋x(１)(tk－１)]/２.则GM
(１,１)的灰色微分方程为

x(０)(tk)＋az(１)(tk)＝b, (４)
式中:x(０)(tk)为灰导数;a 为发展系数;z(１)(tk)为
背景值;b 为灰作用量,k＝２,３,,n.写成矩阵形

式为

Y＝BP, (５)
式中:Y 为 激 光 陀 螺 仪 随 机 误 差 数 据 向 量,Y＝
x(０)(t２)

x(０)(t３)
⋮

x(０)(tn)

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

;B 为数据矩阵,B＝

－z(１)(t２) １
－z(１)(t３) １
⋮ ⋮

－z(１)(tn) １

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

;

P 为参数向量,P＝ a,b[ ]T.
利用最小二乘法求解,可得

P＝(BTB)－１BTY, (６)
将P＝ a,b[ ]T 代入(４)式,取x(１)(t０)＝x(０)(t１),
解方程得到时间相关函数为

x(１)(tk)＝ x(０)(t１)－
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－atk)＋

b
a
,

k＝１,２,,n, (７)
因此,灰色微分方程的时间响应序列为

x̂(１)(tk＋１)＝ x(０)(t１)－
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－atk)＋

b
a
,

(８)
式中:tk＋１时刻前数据为先验建模序列;tk＋１时刻以

后的数据为预测序列.

２)预测tk＋１时刻的原始数据

灰色模型实际上是生成数列的模型,模型预测

的数据需要经过逆生成还原后才可使用.还原值为

x̂(０)(tk＋１)＝x̂(１)(tk＋１)－x̂(１)(tk)＝

x(０)(t１)－
b
a

é

ë
êê

ù

û
úú(１－expa)exp(－atk),

k＝１,２,,n. (９)

　　３)模型精度检验

检验GM(１,１)模型的精度,采用后验差进行

检验.
预测误差定义为

e(tk)＝x(０)(tk)－x̂(tk). (１０)

　　为求解,首先设置一个估计误差函数,为

e－ ＝
１
n∑

n

k＝１
e(tk), (１１)

原始数列的均值和标准差分别定义为

x－(０)＝
１
n∑

n

k＝１
x(０)(tk), (１２)

S１＝
１
n∑

n

k＝１
x(０)(tk)－x－(０)[ ] ２, (１３)

预测误差的标准差定义为

S２＝
１
n∑

n

k＝１
e(tk)－e－[ ] ２, (１４)

方差比定义为

C＝
S２

S１
. (１５)

３．２　灰色预测模型的改进

原始数据的光滑特性是影响模型精度的主要因

素,本研究结合激光陀螺仪的随机误差参数特点对

GM(１,１)模型进行改进,改进方法如下.

１)预处理原始数据序列,使其满足序列级比判

断,引入小波滤波函数检测原始数据中的间断点与

坏值.

２)对原始数据进行光滑处理,利用自适应小波

函数对数据的波动干扰进行平滑处理,增加数据的

光滑性,对自适应小波滤波平滑后的预测序列进行

GM(１,１)预测模型建模,建模结果的平均相对误差

明显减小,提高了预测精度.

３)GM(１,１)预测模型的预测初始x(０)值与后

续预测值有间断点,造成了曲线拟合效果差、预测精

度差的问题.采用初始序列动态预测的方法[２１],放
弃初始先验序列x(０),加入x(k＋１)构成新序列(k 个

数据为建模序列,得到第k＋１个数据,也就是模型

中 的 第 n ＋１ 个 递 推 值),也 就 是 X(０)
new ＝

x(０)(t２),x(０)(t３),,x(０)(tn＋１){ },如此递推,实现

１２０４００１Ｇ３
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了动态实时预测.由于初始先验值不是预测模型产

生的预测值,后续预测曲线会产生明显的突起.因

此,提出由方差比计算的改进算法,舍弃x(０)参与方

差比精度的计算,采取后验预测值的方差比计算来

评定精度.

４)建立残差修正模型,修正原点附近的数据.

已知原有的预测模型(８)式,对应数据为x̂(１)＝
{x(１)(t１),x(１)(t２),,x(１)(tn)},原来的１ＧAGO

数据 序 列 为 x̂(１)＝ {x(１)(t１),x(１)(t２),,

x(１)(tn)},则残差定义为

q(０)(tk)＝x(１)(tk)－x̂(１)(tk). (１６)
令k＝i,i＋１,,n,得到残差序列q(０)(tk)＝
x(０)(ti),x(０)(ti＋１),,x(０)(tn){ },可以进一步表

示为q(０)(tk)＝ x(０)(t１),x(０)(t２),,x(０)(tn′){ },

n′＝n－i＋１.
对q(０)建 立 GM(１,１)模 型,时 间 响 应 为

q(１)(tk＋１)＝ q(０)(t１)－
b′
a′

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－a′tk)＋

b′
a′
,求导

数 并 进 行 改 写 可 以 得 到 q̂(０)(tk＋１) ＝

(－a′)q(０)(t１)－
b′
a′

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－a′tk).

将上述残差的GM(１,１)模型加入原模型可得

x̂(１)(tk＋１)＝ x(０)(t１)－
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－atk)＋

b
a ＋δ(k－i)(－a′)q(０)(t１)－

b′
a′

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－a′tk),

(１７)

式中:δ(k－i)＝
１,k≥i
０,k＜i{ ,将(１７)式还原得到残差

GM(１,１)模型修正后的预测模型为

x̂(０)(tk＋１)＝(－a)x(０)(t１)－
b
a

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－atk)＋

δ(k－i)(－a′)q(０)(t１)－
b′
a′

é

ë
êê

ù

û
úúexp(－a′tk).

(１８)

　　改进GM(１,１)预测模型算法运行具体步骤如

图１所示.

４　实验分析

实验采用实验车、带有三轴激光陀螺仪的激光

捷联惯导系统(LSINS)装置进行动态跑车测试实

验,实验装置如图２所示(图中PC是指工控机),激
光陀螺仪输出角增量数据,频率为５００Hz,实验数

图１ 预测步骤图

Fig敭１ Predictionstepdiagram

据共９３００００组,矩形框时间选为２０s,总共计算数

据９０组,前面６０组数据用于GM(１,１)模型的预测

建模,后３０组数据用于验证分析GM(１,１)模型的

预测精度.

图２ 实验装置图

Fig敭２ Diagramofexperimentalequipment

传统灰色GM(１,１)预测模型直接利用原始序

列进行递推预测,结果如图３所示,从图中可以看

出,动态数据Allan方差序列上下波动,不进行平滑

处理而直接进行预测的各项系数方差比如表１所

示,精度等级评判标准如表２所示.表１中的数据

为陀螺仪Allan方差系数,其中包含陀螺仪的量化

噪声系数(表中用Q 表示)、角度随机游走系数(表
中用 N 表示)、零偏不稳定性系数(表中用 B 表

示)、角速率随机游走系数(表中用K 表示)、速率斜

坡系数(表中用R 表示).从表１和表２可以得出,
传统GM(１,１)灰色预测模型预测各项系数方差比

均在３级精度左右,预测精度不够好.
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图３ 传统灰色预测算法量测噪声系数预测图.(a)X 轴量测噪声系数;(b)Y 轴量测噪声系数;(c)Z 轴量测噪声系数

Fig敭３ Noisecoefficientpredictiongraphsmeasuredbytraditionalgreypredictionalgorithm敭 a XＧaxismeasuremental
noisecoefficient  b YＧaxismeasurementalnoisecoefficient  c ZＧaxismeasurementalnoisecoefficient

表１　传统GM(１,１)模型随机误差预测方差比

Table１　Varianceratiosofrandomerrorpredictionby
traditionalGM (１,１)model

Coefficientof
randomerror

Q N B K R

XＧaxisvarianceratio ０．５３ ０．５２ ０．４９ ０．５２ ０．５６
YＧaxisvarianceratio ０．５０ ０．５３ ０．５３ ０．５３ ０．５３
ZＧaxisvarianceratio ０．５４ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９

表２　GM(１,１)模型精度分级

Table２　AccuracyclassificationofGM (１,１)model

Precisiongrade １ ２ ３ ４
C ＜０．３５ ＜０．５ ＜０．６５ ≥０．６５

　　原始序列经过小波滤波平滑处理,处理后的曲

线如图４所示,从图中可以看出原始序列存在着波

动上升的趋势,经过平滑处理后的数据序列使灰色

图４ 小波滤波后数据序列曲线图

Fig敭４ Datasequencecurvesafterwaveletfiltering

GM(１,１)预测模型方差比精度等级更小.
将平滑处理后的序列用于改进GM(１,１)预测

模型建模,以量测噪声系数为例,利用建模数据和检

验数据作图,如图５所示,预测曲线和建模序列曲线

图５ 改进算法量测噪声系数预测图.(a)X 轴量测噪声系数;(b)Y 轴量测噪声系数;(c)Z 轴量测噪声系数

Fig敭５ Noisecoefficientpredictiongraphsmeasuredimprovedcoefficient敭 a XＧaxismeasurementalnoisecoefficient 

 b YＧaxismeasurementalnoisecoefficient  c ZＧaxismeasurementalnoisecoefficient
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趋势一致且差距不大,在最开始阶段存在着一个相

差较大的倾角差别,这是因为建模序列是从第二个

数据开始递推的,第一个数据保留,因此在第一个数

据周围就会形成类似的倾角.以量测噪声系数、角

度随机游走系数、零偏不稳定性系数为例,作激光陀

螺仪随机误差预测曲线图,如图６所示,从图中可以

看出随机误差预测的效果,实测验证数据曲线在预

测曲线周围摆动,摆动范围小,满足预测要求.

图６ 激光陀螺仪随机误差预测曲线图.(a)量测噪声系数;(b)角度随机游走系数;(c)零偏不稳定性系数

Fig敭６ Randomerrorpredictioncurvesoflasergyroscope敭 a Measurementalnoisecoefficient 

 b anglerandomwalkcoefficient  c coefficientofzerodeviationinstability

　　通过实测数据计算改进GM(１,１)模型随机误

差预测方差比如表３所示,从表３和表１对比可以

看出改进GM(１,１)模型比传统GM(１,１)模型预测

方差比减小了很多,从表２中的精度等级来看,改进

GM(１,１)模型比传统GM(１,１)模型预测方差比提

高了２个精度等级,达到了１级的精度等级,预测效

果更好.
表３　改进GM(１,１)模型随机误差预测方差比

Table３　Varianceratiosofrandomerrorpredictionby

modifiedGM (１,１)model

Coefficientof
randomerror

Q N B K R

XＧaxisvarianceratio ０．２６ ０．２５ ０．２７ ０．２７４ ０．２７
YＧaxisvarianceratio ０．１５ ０．２８ ０．２７ ０．２７ ０．２７
ZＧaxisvarianceratio ０．１６ ０．１４ ０．１４ ０．１４ ０．１４

５　结　　论

基于改进GM(１,１)预测模型预测激光陀螺仪

的随机误差参数,采用矩形时间框等间隔采集动态

Allan方差辨识随机误差参数.基于小波变换检测

GM(１,１)预测模型序列间断点,使用小波滤波平滑

GM(１,１)预测模型序列,对模型进行残差修正,最
后利用多组实测数据进行模型的建模和验证.实验

结果表明,改进的灰色GM(１,１)预测模型可以预测

激光陀螺仪的随机误差参数,预测精度方差比相比

于传统灰色GM(１,１)预测模型提高了２个精度等

级,达到了１级的精度等级,对于激光陀螺仪的随机

误差的补偿提供了重要依据.
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