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一种针对裂尖变形场测量的正则化全局DIC方法

杜鉴昕,赵加清∗,王海涛,孙立斌,吴莘馨
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摘要　裂纹尖端变形场测量是定量研究材料断裂特性和行为的关键.基于子区的局部数字图像相关(Digital
ImageCorrelation,DIC)目前应用较多,但跨裂纹子区计算出的数据并无意义,且在测量复杂裂纹变形场时会面临

欠匹配的问题.为了克服这些缺点,提出一种基于 Hermite单元的正则化全局DIC(HRGDIC)方法.该方法采用

高阶 Hermite形函数构建全局DIC的有限元单元,建立同时考虑灰度误差与位移场光顺性的迭代方法.同时,在
每次迭代求解的过程中使用广义交叉验证(GCV)方法来求解最优正则化参数.于是,HRGDIC方法不仅能处理尖

端复杂高梯度变形,还可在迭代结束时获得平滑的位移场和应变场.从裂纹尖端变形图像的模拟和真实测量结果

可知,与传统的局部DIC方法相比,所提方法测量精度更高,是解决裂纹尖端变形场测量的有效方法.
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Abstract　Cracktipdeformationfieldmeasurementsarecrucialforthequantitativestudyofmaterialfracture
characteristicsandbehavior敭SubsetＧbaseddigitalimagecorrelation DIC iscommonlyusedforthispurpose 
however resultsobtainedacrossthecrackaremeaninglessandarefacedwithunderＧmatchproblemsinmeasuring
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１　引　　言

数字图像相关(DIC)方法[１Ｇ２]是一种非接触式

全场变形的测量方法,已在航空航天[３]、土木工

程[４Ｇ５]、生物力学[６]、断裂力学[７]等领域取得广泛的

应用.在断裂力学领域,由于断裂韧性对于结构材料

的安全设计有着重要意义,DIC方法也被用于测量裂

纹尖端变形场,进而计算出应力强度因子、裂纹张开

位移(CTOD)、J积分等关键参数.其中,常见的方法

为基于子区的局部DIC方法,已被用于功能梯度材
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料[８]、爆炸加载的脆性材料[９]、岩石材料[１０]等平面试

样以及管状试样[１１]的裂纹变形场测量研究.
由于裂尖附近为典型的高梯度、不连续变形场,

这对着重处理连续变形的传统局部DIC方法提出

了挑战,至今,基于DIC的裂尖变形场的精确测量

目前仍为学术界关注的热点问题之一.局部 DIC
方法的子区不允许跨裂纹计算[１２],其无法准确测得

靠近裂纹边界处的变形场,但由于靠近裂纹周围的

应力更加集中,是研究裂纹问题的关键,故必须解决

这个问题.目前,解决这个问题的方法可以划分为

改进的基于子区的局部DIC方法[１３Ｇ１５]和基于有限

元的全局DIC方法[１６Ｇ２０]两类.
对于局部DIC方法,其主要是通过对子区进行

特殊处理来测量裂纹边界的变形场.例如:Pan
等[１３]创造性地使用非正方形子区的方法,测得感兴

趣区域(ROI)边界的变形场,即测得裂纹面两侧的

变形场;Poissant等[１４Ｇ１５]使用子区分割的方法将裂

纹经过的子区进行分割,以此测量了裂纹面两侧的

不连续变形场.但是,对子区的特殊处理,降低了子

区内像素点的数量,使得由灰度噪声引起的随机误

差显著增加,同时,基于平滑算法[２１Ｇ２４]计算裂纹边界

应变时,由于存在边界效应,引入了额外的应变测量

误差.
对于全局 DIC方法,Fagerholt等[１６Ｇ１７]先后提

出基于节点分割的４节点矩形有限元单元以及单元

重叠的Q４全局DIC方法来测量裂纹变形场,从像

素级别定义裂纹位置,优化了节点分割方法.此外,

Réthoré等[１８]将扩展有限元的思想与DIC结合,提
出了扩展数字图像相关(XＧDIC)方法,在此基础上

Chen等[１９]提出了两步扩展数字图像相关方法.无

论是节点分割方法还是XＧDIC方法,使用的形函数

都为Q４单元形函数,较难拟合高梯度的变形场.
此外,无论是一阶形函数的局部DIC方法还是

Q４单元的全局DIC方法,在处理高梯度变形时都

需要较小的子区或单元大小,不可避免地存在对噪

声敏感的问题,而二阶形函数的局部方法所需的较

大子区又难以计算裂纹附近的变形.为了更准确地

计 算 裂 纹 尖 端 的 变 形 场,本 文 提 出 使 用 高 阶

Hermite单元的正则化全局DIC(HRGDIC)方法,
该方法使用高阶 Hermite单元,可以较精确地拟合

出裂纹尖端的高梯度变形,并通过调整较大的单元

大小在一定程度上抵抗噪声,建立了同时考虑灰度

误差与位移场光顺性的迭代方法,经过应变场计算

后直接得到裂纹尖端的应变场.最后,HRGDIC方

法的有效性和可靠性将通过裂纹模拟图像和真实变

形实验得以验证.

２　基本原理与实验

２．１　基于 Hermit单元的正则化全局 DIC方法的

基本原理

对于全局DIC方法[２０],为了计算期望得到的变

形场,使用零均值归一化平方根误差(ZNSSD)定量

描述变形前和变形后计算区域(即有限单元覆盖的

区域)的相似性,表达式为

CZNSSD＝∑
e∈S
∑
Sp∈e

f(x,y)－fm

Δf －
g x＋u(x,y,qe),y＋v(x,y,qe)[ ] －gm

Δg
é

ë
êê

ù

û
úú

２

(１)

式中:fm 和gm 分别为参考图像的灰度均值和变形

图像的灰度均值;Δf 和Δg 分别为参考图像的灰度

标准差和变形图像的灰度标准差[１];e 是有限元划

分的一个单元;S 是所有单元的集合;Sp 是所计算

区域内(所有单元)的任意坐标为(x,y)的点;qe 为

某一单元的节点位移向量.
在有限元方法中,单元内所有点x 的坐标(x,

y)的位移u(x,y)是单元节点位移qe 的函数,即

u(x,y)＝Ne(x,y)qe, (２)
式中:Ne(x,y)为单元形函数.Q４和Q８[２５]为最常

用形 函 数,本 研 究 采 用 ５ 阶 不 完 备 多 项 式 的

Hermite形函数.对于C２连续 Hermite单元,一维

Hermite单元的形函数为

N－０１＝－(ξ－１)３(３ξ２＋９ξ＋８)/１６

N－１１＝－(ξ－１)３(３ξ＋５)(ξ＋１)/１６

N－２１＝－(ξ－１)３(ξ＋１)２/１６

N－０２＝(ξ＋１)３(３ξ２－９ξ＋８)/１６

N－１２＝－(ξ＋１)３(３ξ－５)(ξ－１)/１６

N－２２＝(ξ＋１)３(ξ－１)２/１６

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

. (３)

　　基于一维Hermite单元,二维C２ 连续Hermite
单元为含有４个节点的矩形单元,每个节点的９个

自由度对应的形函数定义为

N(j,k)
i (ξ,η)＝N－j

i′(ξ)N
－k

i″(η)wjhk,

i＝１,２,３,４,i′,i″＝１,２,j,k＝０,１,２, (４)
式中:ξ,η∈[－１,１]为归一化的单元内部点的局部
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坐标值;N(j,k)
i (ξ,η)对应矩形 Hermit单元的节点i

的自由度 ∂i＋ku
∂xj∂yk
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
;w 和h 分别是单元宽度和高

度的一半;i′,i″为一维单元的节点编号.当节点坐

标取－１和１时,i′,i″值取１和２.
对于连续的多个单元,将(４)式中的单元形函数

矩阵进行组装得到全局形函数矩阵,并得到单元覆

盖区域所有点的x 方向位移uc,表达式为

uc＝∑
e∈S

Ne(x)qe ＝Nq, (５)

式中:q和N 分别为全局节点位移向量和全局形函

数矩阵;上角标c表示为计算值.关于C１ 连续单元

形函数参见文献[２６].
定义全局DIC的有限元单元后即可求解相关

系数CZNSSD的最小值,即

∂CZNSSD

∂q ＝０. (６)

　　采用牛顿Ｇ拉弗森法可得

q(k＋１)＝q(k)－ H(q(k))[ ] －１×
∂CZNSSD

∂q(k)
,

式中:H(q)为 Hessian矩阵,q(k)为第k 次迭代结

果.而正则化解法为每次迭代过程中求解含平滑项

的误差函数的最小值,即

min‖δb－A×δq‖２２＋λ‖Lq(k)‖２２, (７)
其中,

A＝－ H(q(k))[ ] －１,

δq＝q(k＋１)－q(k),δb＝
∂CZNSSD

∂q(k)
. (８)

　　平滑算子L 定义为

‖Lq‖２２＝∫‖f(k)uc(x)‖
２

２
dΩ, (９)

式中:Ω 为所要平滑的平面区域.当k＝３时,位移

场的光顺性可以表示为[２１]

‖f(３)uc(x)‖２２＝
∂３u
∂x３
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è
ç
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÷
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. (１０)

　　为了求得误差函数的最小值,将δb 和A×δq
项分别加上A×q(k)[２７]变形为

‖b－A×q‖２２＋λ‖Lq‖２２, (１１)
其中,

b＝δb＋A×q(k). (１２)

　　统一误差函数两项的自变量后,可先通过广义

交叉验证(GCV)方法[２１]确定最优正则化参数λ,再
代入(７)式求解误差函数极值得到q.同时利用

us＝Nq
∂us

∂x ＝
∂N
∂xq

ì

î

í

ïï

ïï

, (１３)

可得平滑后的位移场与应变场.
若求解y 方向的位移场与应变场,计算方法同

理.可见,所提方法可以通过迭代自然获得平滑后

的位移场和应变场,无需利用逐点最小二乘等方法

进行位移场后处理,避免了逐点最小二乘引入的边

界效应.

２．２　实验验证

以下分别通过裂纹尖端变形图像测量的模拟实

验和真实实验来验证所提方法的有效性.

２．２．１　模拟裂纹图像实验

首先利用I型裂纹的模拟图像来验证所提方法

的有效性.产生的裂纹图像可表示为[２８]

U(x,y)＝
KI

２E
r
２π
(１＋ν)×

(２κ－１)cos
θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－cos

３θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú , (１４)

V(x,y)＝
KI

２E
r
２π
(１＋ν)×

(２κ＋１)sin
θ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－sin

３θ
２
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è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú , (１５)

式中:应力强度因子KI＝３０MPa􀅰m１/２;弹性模量

E＝７０GPa;泊松比ν＝０．３;κ＝
３－ν
１＋ν

;θ为以裂纹尖

端为原点,沿裂纹方向为x 轴的极坐标系中的极

角.利用 (１４)式和(１５)式,基于图１(a)中的参考

图像,利用７阶B样条插值产生图１(b)中的变形图

像(５８８pixel×５８８pixel,８位深度),并在两幅图像

上分别添加１％(方差等于２．５５灰度)的高斯白噪

声.裂纹平行于y 轴,x 方向坐标为２９４pixel.

２．２．１．１　裂纹尖端区域的测量

为了验证HRGDIC方法在高梯度变形位置处

的精 度,在 裂 纹 尖 端 选 择 大 小 为 １００pixel×
１００pixel的计算区域,计算区域的底边距离裂纹尖

端１５pixel,如图１(a)中所示.
首先,采用２×２的C２ 连续单元的HRGDIC方

法,同时作为对比,使用一阶形函数的基于子区的

DIC方法(１Ｇlocal)[２９]、二阶形函数的基于子区的

DIC方法(２Ｇlocal)[３０],通过使用逐点最小二乘平滑

(PLS)方法进行平滑得到应变场,平滑窗口大小为

５×５.三种方法采用的单元或子区大小如表１所

示.由于跨裂纹子区的计算结果无意义,若选择的

１１１２００１Ｇ３
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图１ 参考和变形图像.(a)参考图像;(b)变形图像

Fig敭１ Referenceanddeformedimages敭 a Referenceimage  b deformedimage

表１　所用三种方法测量裂纹前端区域所采用的单元/子区大小

Table１　Element/subsetsizesusedbythreemethodsforthemeasurementofdeformationatcrackfrontregion

Numberofelement/subsetsize １ ２ ３ ４ ５
Subsetsizeof１Ｇlocal/pixel １１ １５ ２１ ２５ ３１
Subsetsizeof２Ｇlocal/pixel １１ １５ ２１ ２５ ３１
ElementsizeofHRGDIC/pixel ６０ ７０ ８０ ９０ １００

子区大小大于３１pixel时便不能计算距离裂纹尖端

１５pixel位置处的变形场,故这里为了计算离裂纹

更近的变形,选择子区大小小于３１pixel.
三种方法针对所取区域计算获得的x 方向的

位移场U 和应变场Ux 的均方根误差(RMSE)如
图２和３所示.从图中可以看出,HRGDIC方法计

算得到的U 场RMSE与１Ｇlocal和２Ｇlocal方法相差

很小,但Ux 场 RMSE均小于１Ｇlocal和２Ｇlocal方

法,且U 和Ux场的RMSE均对单元大小的变化不

敏感.

图２ 裂纹前端区域位移场U 的RMSE随单元/

子区大小的关系

Fig敭２ RMSEofdisplacementfieldUversus
element subsetsizeatcrackfrontregion

为了进一步对比裂纹尖端的应变的计算精度,
使用三种方法分别计算图４中箭头所示位置处的应

变,并将三种方法的最优解(与理论解应变场Ux曲

图３ 裂纹前端区域应变场Ux的RMSE随单元/

子区大小的关系

Fig敭３ RMSEofstrainfieldUxversus

element subsetsizeatcrackfrontregion

线之间 RMSE最小的单元或子区大小:HRGDIC
方法单元大小６０,１Ｇlocal子区大小１１,２Ｇlocal子区

大小２１)与理论解作对比,如图４所示.从图４中

曲线可以看出,与１Ｇlocal和２Ｇlocal相比,对于裂纹

尖端附近的高梯度应变,HRGDIC法的精度最高.
此外,为了研究正则化对 HRGDIC精度的影

响,令HRGDIC中的λ＝０,即可得到未使用正则化

的Hermite单元全局DIC方法(HGDIC)所得的应

变场 最 优 解.从 图 ４ 可 见,在 波 峰 及 波 谷 处,

HGDIC的应变误差明显大于 HRGDIC,这说明正

则化对于应变计算精度有明显的改善,同时也证明

了HRGDIC方法的有效性.
最后,为了研究噪声水平对HRGDIC精度的影

１１１２００１Ｇ４
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图４ 不同方法下裂纹前端直线处应变场Ux

最优解和理论解曲线对比

Fig敭４Comparisonbetweenthetheoreticalcurveand
optimumcurvesbydifferentmethodsofstrainUx

withoptimumelement subsetsizeatastraight
　　　　　lineatcrackfrontregion

响,分别使用１Ｇlocal、２Ｇlocal和 HRGDIC方法的最

优子区或单元大小计算０．１％、０．５％、１％、２％、３％
和４％这６种噪声水平(高斯噪声方差)下的应变场

RMSE,如图５所示.可见 HRGDIC方法在噪声水

平低于３％时精度均高于１Ｇlocal和２Ｇlocal方法,噪
声大于３％时,低阶的１Ｇlocal精度较高.

图５ 三种方法裂纹前端区域的应变场Ux 的

RMSE与噪声水平的关系

Fig敭５RelationshipbetweenRMSEofstrainfieldUxand

Gaussiannoiseatcrackfrontregionbythree
　　　　　　　　methods

２．２．１．２　裂纹面两侧区域变形测量

由于裂纹面两侧变形场反对称,本文只取裂纹

面右侧大小为１２０pixel×１２０pixel的区域进行计

算.由于变形梯度较小,这里的HRGDIC方法选择

２×２的C１连续的 Hermite单元.作为对比,同时

采用１Ｇlocal和２Ｇlocal方法进行计算.三种方法采

用的单元或子区大小如表２所示.
表２　所用三种方法测量裂纹面一侧区域所采用的单元/子区大小

Table２　Element/subsetsizesusedbythreemethodsforthemeasurementofdeformationononesideofcrackface

Numberofelement/subsetsize １ ２ ３ ４ ５
Subsetsizeof１Ｇlocal/pixel １１ １５ ２１ ２５ ３１
Subsetsizeof２Ｇlocal/pixel １１ １５ ２１ ２５ ３１
ElementsizeofHRGDIC/pixel ６０ ７０ ８０ ９０ １００

　　图６和图７给出裂纹面一侧位移场U 和应变

场Ux 的RMSE与单元/子区大小关系.从图６和

图７中可以看出,HRGDIC方法对于裂纹面一侧的

应变场具有最高的计算精度,且对单元大小变化不

敏感.

图６ 裂纹面一侧位移场U 的RMSE与单元/子区大小关系

Fig敭６RelationshipbetweenRMSEofdisplacementfield
U andelement subsetsizeformeasurementon
　　　　　　onesideofcrackface

图７ 裂纹面一侧应变场Ux 的RMSE与单元/子区大小关系

Fig敭７RelationshipbetweenRMSEofstrainfieldUxand

element subsetsizeformeasurementononeside
　　　　　　　　ofcrackface

为了进一步研究裂纹面右侧靠近裂纹处的应变

的计算精度,使用三种方法的最优单元或子区大小

(HRGDIC方法单元大小６０,１Ｇlocal子区大小２１,

２Ｇlocal子区大小３１)分别计算图８中箭头所示位置

处的应变,并将三种方法的最优解与理论解进行对

１１１２００１Ｇ５
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比.从图中８可以看出,在裂纹面右侧的应变较为

平缓处HRGDIC方法也能够有最高的精度.
此外,同样,对于右侧平缓处的应变,与HGDIC

的结果相比,使用正则化的HRGDIC的结果更加平

滑且更接近理论解,再次证明正则化对提高应变精

图８ 不同方法下裂纹面右侧直线处应变场Ux

最优解和理论解曲线对比

Fig敭８Comparisonbetweenthetheoreticalcurveand
simulatedcurvesbyHRGDIC HGDIC １Ｇlocal 
２ＧlocalofstrainfieldUx withoptimumelement 

subsetsizeatastraightlineononesideofcrack
　　　　　　　　　　face

度的有效性.

２．２．２　真实裂纹图像实验

进一步利用真实I型 裂 纹 的 拉 伸 实 验 验 证

HRGDIC方法的有效性.首先在标准平面单拉试

样中部加工出缺口(缺口长:０．６mm,缺口宽度:

０．２mm),并在疲劳试验机上预制出裂纹,首先在实

验表面制作散斑,随后对试样进行单向拉伸(拉伸方

向平行与x 轴).图９(a)为裂纹萌生后某时刻的

图像,图９(b)为裂纹张开后的图像.试样采用材

料为Incoloy８００H的平面试样.
最后,使用三种方法(HRGDIC方法单元大小

取９５,１Ｇlocal方法子区大小取２１,二阶local方法子

区大小取３１,PLS窗口大小为６×６)分别计算图１０
和图１１中箭头所示位置处的应变,如图１０和１１所

示.可以看出,HRGDIC方法对裂纹尖端附近的高

梯度应变的计算(尤其左端高梯度峰值)数值明显高

于１Ｇlocal和２Ｇlocal方法,而右侧变形梯度较小的峰

值结果较local方法光滑,且local方法计算得到的

左右边界由于PLS平滑方法的边界效应存在较大

偏差.

图９ 参考和变形图像.(a)参考图像;(b)变形图像

Fig敭９ Referenceanddeformedimages敭 a Referenceimage  b deformedimage

图１０ 裂纹前端直线处三种方法的应变场Ux 曲线的对比

Fig敭１０ComparisonbetweenstrainsUxbythreemethods

withoptimumelement subsetsizeatastraight
　　　　　lineatcrackfront

　　

图１１ 裂纹面一侧直线处三种方法的应变场Ux 的对比

Fig敭１１ComparisonbetweenstrainsfieldUx bythree

methodswithoptimumelement subsetsizeat
　astraightlineononesideofcrackface
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３　分析与讨论

从模拟和真实裂纹变形实验的结果中可以看

出,对于裂纹前端直线的x 方向应变曲线(图４和

图１０),均有双峰特征,且存在有明显的高梯度变

形.对于模拟图像实验,HRGDIC方法由于使用了

更高阶形函数,其较１Ｇlocal和２Ｇlocal方法更加逼近

理论解裂纹前端的两个峰值.但对于裂纹尖端变形

场测量这一特殊问题来说,仅通过提高local方法形

函数的阶次并不适用,这是因为提高阶次势必要随

之增大子区大小,而过大的子区将会导致无法测量

靠近裂纹附近的变形场.若使用过小的子区,结果

噪声又会显著增加(如图２、３、６和７所示,１Ｇlocal方

法子区大小为１１时RMSE较大).然而,使用基于

有限元的全局DIC方法可以适当提高形函数的阶

次且允许单元的边界适当靠近裂纹,解决了这一

矛盾.
对于真实实验,由于左侧峰值的变形梯度更大,

HRGDIC方法对于左侧高梯度峰值的测量相对于

１Ｇlocal和２Ｇlocal方法有更加显著的优势.同理,对
于变形梯度较小的裂纹面两侧的变形,HRGDIC方

法相对于１Ｇlocal和２Ｇlocal方法的计算优势也体现

在上端靠近裂纹尖端的高梯度变形区域.

４　结　　论

本文基于高阶 Hermite单 元 和 正 则 化 全 局

DIC,提出了同时考虑灰度误差极小化和位移场平

滑的HRGDIC方法,该方法对单元大小变化的敏感

度不高,且适用于测量高梯度变形.通过模拟和真

实裂纹变形测量实验表明,在图像噪声方差不高(如
小于３％)的情况下,可得以下结论:

１)对于高梯度变形的区域(如裂纹尖端的应变

峰值 以 及 裂 纹 面 右 侧 区 域 靠 近 裂 纹 尖 端 处),

HRGDIC方法的精度明显优于传统１Ｇlocal和２Ｇ
local方法.

２)对于变形较为平缓的区域(如真实裂纹实验

中裂纹尖端的右侧峰值、裂纹面两侧远离裂纹尖端

的区域),HRGDIC方法求解应变场的精度同样较

高,且其显著优点是获得的应变场较local方法更加

平滑.

３)由于HRGDIC方法在高梯度变形处的位移

场和应变场求解精度更高,基于该方法可进一步测

量出更准确的断裂力学相关参数(如应力强度因子、
裂纹张开位移、J积分等).

最后,真实实验中若出现任意角度的裂纹,需要

旋转Hermite单元使得单元边线与裂纹面平行以

获得更靠近裂纹面两侧的变形场,而本文仅处理了

裂纹面竖直(或水平)的情形,其他情形将作为下一

步研究的内容.
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