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摘要　鬼成像是一种与传统成像方式不同的通过光场涨落的高阶关联获得图像信息的新型成像方式.近年来,相
比传统成像方式,鬼成像所拥有的一些优点如高灵敏度、超分辨能力、抗散射等,使其在遥感、多光谱成像、热X射

线衍射成像等领域得到广泛研究.随着对鬼成像的广泛研究,数学理论和方法在其中发挥的作用愈显突出.例

如,基于压缩感知理论,可以进行鬼成像系统采样方式优化、图像重构算法设计及图像重构质量分析等研究工作.

本文旨在探索鬼成像中的一些有趣的数学问题,主要包括:系统预处理方法、光场优化及相位恢复问题.对这些问

题的研究既可以丰富鬼成像理论,又能推动它在实际应用中的发展.
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１　引　　言

１９０５年,Einstein等引入光子的概念,之后光波

的统计描述便成为了表征光源波动的不可缺少的部

分.在此之后,Wolf等[１Ｇ４]和Glauber[５Ｇ６]分别建立

了经典光学相干理论和量子光学相干理论,以解释

光场的统计特性.从光学相干理论的角度来看,传
统的成像方法是基于光场的一阶相关性,而从光场
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的高阶相关性中提取物体空间信息的尝试可以追溯

到著名的HanburyBrownＧTwiss(HBT)实验,这是

Brown等[７Ｇ８]于１９５６年基于光场的二阶强度自相关

进行的实验.１９９５年,Shih的小组[９]首次展示了

一种新的成像模式,称之为鬼成像(GI).这种成

像方式通过将探测臂的单像素/桶式光电探测器

的输出与参考臂的高空间分辨率探测器的信号相

关联,得到物体的图像信息.其中,探测臂的桶探

测器收集透过物体或从物体反射的光,而照射在

参考臂的空间分辨探测器上的光则没有与物体相

互作用.在过去的几十年中,鬼成像的物理原理

已得到了充分的讨论[１０Ｇ１５].理论和实验表明,量
子双光子干涉和经典的强度涨落关联都可用于鬼

成像.
源于近年来盛行的压缩感知(CS)理论[１６Ｇ２０],鬼

成像已被广泛应用于３D雷达成像[２１]、单次曝光高

光谱成像[２２]以及X光衍射成像[１０]等场景.从信息

论角度看,鬼成像利用光场强度的随机涨落对目标

进行随机编码,在重构过程中,利用光场高阶互关联

实现对目标信号的解码.在信号探测、编码和解码

的过程中,鬼成像包含了许多有趣的数学问题.本

文将重点阐述其中三个问题.第一、在图像复原过

程中,重构矩阵的性质与图像复原精度有密切的关

联.当成像系统在物理上确定后,系统测量矩阵也

就确定了.那么,如何进一步提升图像重建质量成

为一个重要问题.在数值线性代数中,有一种系

统预处理的方法.它将成像系统乘以预设计的矩

阵,再利用所得到的新系统进行图像恢复,提升了

图像复原精度.第二、鬼成像在采样过程中是一

种编码过程.因此,研究者们往往会面临系统优

化问题.如何对光场进行优化实现对目标最有效

调制也成为了一个重要问题.在压缩感知理论

中,也是从重构矩阵的性质出发,提出利用矩阵的

互相干度最优进行系统测量矩阵的优化.第三、
在鬼成像的应用中,包括傅里叶变换鬼成像和基

于散斑自相关鬼成像,均需借助于相位恢复算法,
从物体的功率谱中获取物体图像信息.然而,现
有的相位恢复算法往往无法有效地利用待恢复物

体图像的稀疏特性,因而存在复杂度较高、重构精

度低等问题.因此,通过发掘物体图像的稀疏特

性,设计高效的相位恢复算法便成为一个亟待解

决的科学问题.
本文主要针对上述的几个问题,回顾并讨论了

最近的相关研究进展.介绍了用于鬼成像的预处理

方法,叙述了鬼成像中光场优化问题及方法,阐述了

相位恢复问题并简介了一种新的相位恢复算法,最
后对全文进行总结并对一些仍待研究的数学问题进

行展望.

２　系统预处理方法在鬼成像中的应用

２．１　系统预处理方法和重构算法的介绍

源于近年来盛行的压缩感知理论和方法[１６Ｇ２０],
基于稀疏约束的鬼成像技术(GISC)[２３]可以在远低

于奈奎斯特采样定理要求的采样数下,实现对图像

信号的重构[２４],其在超分辨成像[２５]、三维计算成

像[２６]和X光衍射成像[１０]等领域有着广泛的应用.
基于稀疏约束的鬼成像模型为

min
x

x ０,s．t．y０＝Φx, (１)

式中:y０∈RM,对应物臂上桶探测器的测量信号;

x∈RN,是待重构的物体;Φ∈RM×N,对应参考臂上

记录或预制的调制信号; ０表示L０范数.
在图像反演过程中,图像重构质量依赖于采样

矩阵Φ 的性质,采样矩阵的互相干度越低,图像的

重构效果越好.将采样矩阵Φ 的互相干度定义为

μ(Φ)＝ max
１≤i＜j≤N

‹φi,φj›
φi ２ φj ２

, (２)

式中: ２表示L２范数;φi、φj 分别表示矩阵Φ 的

第i、j列.
成像装置在给定设计后,对应的采样矩阵Φ 就

确定了,其互相干度无法改变.在这种情况下,为
提升图像的重构质量,本文提出一种预处理的方

法,在采样信号y０ 上乘以预设的矩阵P,则(１)式
变换为

min
x

x ０,s．t．Py０＝PΦx. (３)

　　根据给定的采样矩阵 Φ,优化矩阵P 使得矩

阵的互相干度降低,进而提升图像重构质量.在

数值线性代数中,这种通过测量信号y０ 乘以预设

矩阵来改善信号重构效果的方法称为预处理方

法[２７].近年来,在压缩感知领域中,预处理方法被

广泛研究.Elad[２８]提出通过收缩PΦ 的格拉姆矩

阵的非对角元素来改善其平均互相干度;DuarteＧ
Carvajalino等[２９]提出优化矩阵使PΦ 的格拉姆矩

阵接近单位阵;Tsiligianni等[３０]提出构造矩阵PΦ
使得其接近单位紧框架.这些方法在信号重建过

程中都能改善信号重构质量.然而这些方法都是

迭代的方法,计算复杂度高,同时难以理论分析其

效果.
本文提出一种有效的预处理方法来改善采样矩
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阵的互相干度,即

P＝ΦT(ΦΦT)－１. (４)
该优化矩阵P 是问题min

P
PΦ－I F 的闭合解,同

时PΦ 被证明为一紧框架.在信号重构过程中,压
缩感知算法可分为两类:基于优化类的方法和基于

贪婪搜索类的方法.基于贪婪搜索类的方法由于计

算复杂度低,同时具备良好的效果而被广泛研究.
作为贪婪算法的代表,多重正交最小二乘(mOLS)
法[３１]在每次迭代过程中选中s(≥１)个最相关的索

引,因此对于KＧ稀疏的信号,其收敛迭代次数小于

K 次迭代,能够提升计算效率.
结合上述预处理方法和多重正交最小二乘重构

算 法,提 出 一 种 预 处 理 的 多 重 正 交 最 小 二 乘

(PmOLS)方法来解决GISC的成像问题.

２．２　理论保障

理论分析上述预处理方法,优化后的矩阵PΦ
存在一个上界,满足如下定理.

定理１:测量矩阵Φ∈RM×N 是一个随机高斯矩

阵,其中 M 为测量次数,N 为信号长度,每个元素

服从高斯分布,即φmn~
i．i．d
(０,１/M),优化矩阵P 为

P＝ΦT(Φ ΦT)－１,优 化 后 矩 阵 PΦ 的 互 相 干 度

μ(PΦ)小于任意常数η∈(０,１)的概率大于１－
３N２exp(－Mη２/７２).

理论分析PmOLS算法,该算法能以一定概率

进行精确重构,满足如下定理.
定理２:考虑PmOLS算法每次选取s个最有

可能的索引,当测量矩阵Φ∈RM×N 是一个随机高

斯矩阵,每个元素服从高斯分布,在优化矩阵P 为

P:＝ΦT(ΦΦT)－１时,PmOLS算法从采样信号中

精确 恢 复 任 何 KＧ稀 疏 向 量 的 概 率 超 过 １－
３N２exp{－M/[７２(２sK－２s＋１)２]}.

定理２意味着PmOLS算法能从 M 次高斯随

机线性测量中完美复原任何N 维K 稀疏信号的概

率超过１－３N２exp(－cM/K２),其中c为常数.因

此,当测量次数满足 M≥cK２log(N/ε),信号成功

复原的概率大于１－ε,其中ε为表征重构概率的参

数.具体理论推导可参照文献[３２].

２．３　仿真和实验结果

为测试上述预处理方法的有效性和PmOLS算

法的性能,本文进行了两个仿真实验:１)检测预处

理方法 降 低 采 样 矩 阵 互 相 干 度 的 性 能;２)检 测

PmOLS算法恢复信号的性能.
在检测预处理方法性能上,进行了５００次独立

的实验.每次实验中采用高斯随机采样矩阵 Φ∈
RM×N,固定N＝２５６,采样率M/N 从０．０５变化到１.
对于每一个采样率,重复５００次实验,计算每次实验

中采样矩阵Φ 和优化后矩阵PΦ 的互相干度,然后

对５００次的结果求平均.从图１中明显看到,优化

后矩阵PΦ 的互相干度低于原始采样矩阵Φ,这论

证了预处理方法的有效性.在检测PmOLS算法恢

复信号的能力上,采用维度为１２８×２５６的高斯随机

采样矩阵Φ,信号x 为高斯随机信号.采用正交匹

配追踪(OMP)算法[３３]、基追踪(BP)算法[１６]、mOLS
法[３１],Tsiligianni等提出的预处理方法和正交匹配

追踪(PreOMP)算法[３０]与PmOLS算法进行了对比

实验分析.从图２可以看出PmOLS算法回复信号

的性能最好.

图１ 矩阵互相干度与采样率的关系曲线

Fig．１ Mutualcoherenceasafunctionofsamplingrate

图２ 稀疏信号被精确重构的频率与稀疏度K 的关系

Fig．２ Frequencyofexactrecoveryofsparse
signalsasafunctionofK

将PmOLS算法用于解决GISC成像中的图像

恢复问题.典型的基于数字微镜器件(DMD)的鬼

成像装置如图３所示,波长为５３２nm的LED光源

发出 的 光 束 经 过 柯 勒 照 明 系 统 均 匀 地 照 射 在

DMD上,被DMD预制的花样所调制.被调制的
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光束经过透镜１投射到物体表面上,然后反射,经
过透镜２被桶探测器收集.在实验中,将数字目

标和太极图目标用于测试,目标大小为２８pixel×
２８pixel.导入到DMD上的随机花样的强度值呈

高斯分布.为了对比不同算法的性能,这里采用

经典鬼成像算法[１０],微分鬼成像 (DGI)算法[３４],
伪逆鬼成像(PGI)算法[３５],mOLS算法[３２],稀疏梯

度投影(GPSR)算法[３６],BP算法[１６]以及PmOLS
算法进行目标重构,结果如图４所示.图４最左

边标记的是采样数,最右边标记的是原始图像,中
间为不同算法重构的图像结果.从图４可以看

出,对于所测试的目标,PmOLS算法重构的效果

最好.
图３ 基于DMD的鬼成像技术装置图

Fig．３ SystemdiagramofGISCbasedonDMD

图４ 不同算法的实验结果对比图

Fig．４ Experimentalresultsfordifferentreconstructionalgorithms

３　鬼成像中的系统优化问题

３．１　调制光场优化

压缩感知重构算法的引入极大促进了鬼成像的

应用,然而有越来越多的研究表明,鬼成像的重构质

量可能受限于采样效率,即从采样中获取目标信息

的多少;一般来说,采样效率越高,可以得到的重构

图像质量就会越高.提高采样效率可以通过优化鬼

成像中的调制光场来实现,具体数学问题如下.
在鬼成像中,光信号探测过程可以近似表示为

y＝Φx＋n, (５)
式中:y∈RM 表示探测器上测得的信号;Φ∈RM×N

为由调制光场强度分布组成的测量矩阵;x∈RN 表

示待成像目标的信息;n∈RM 为探测噪声.因而,
调制光场的优化问题,在数学上,就变为测量矩阵

Φ 的优化设计问题,目前已有较多的相关研究工

作[３７Ｇ４０].Chen等[３７]将多尺度的调制光场应用到鬼

成像中,成像质量明显优于应用单一尺度光场时的

结果.Khamoushi等[３８]将Φ 设计为一个离散余弦

矩阵,使得在采样次数较少时依然可以重构出不错

的图像结果,并可实现目标图像的边缘增强;Xu
等[３９]参考压缩感知理论,基于使正交基与测量矩阵

的互相干度最小的准则,优化了调制光场的花样;

Hu等[４０]基于字典学习进行鬼成像系统的光场优化

设计,将图像统计先验与光场的设计相结合,大大提

升了鬼成像对特定目标的成像质量,下面具体介绍

这篇工作.

３．２　基于字典学习的光场优化方法

字典学习方法[４１Ｇ４２]可以通过训练得到对一类图

像进行稀疏表示的过完备表达基,使得图像相比在

正交基下能被更稀疏地表示,从而提高图像恢复质

量.本课题组借鉴了压缩感知中已有的基于字典学

习进行测量矩阵优化的方法[２９,４３],提出了针对鬼成

像调制光场的优化方案.该优化方法主要分为两

步:１)通过对一系列样本图像进行训练,得到能够

对这些样本图像同类别的图像进行稀疏表示的过完
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备字典;２)基于学习字典以及互相干度最小约束进

行测量光场的优化.其中涉及到的具体过程的数学

表述如下.
首先,预先给定L 个像素数为N 的样本图像数

据X＝[x(１),x(２),,x(L)]∈RN×L,其中每列是表

征一幅样本图像的向量.

min
Ψ,Z

X－ΨZ ２
F,s．t．Ψ１１＝＝

ΨN１＝N－１/２,zi ０ ≤T０,i＝１,,L,(６)
式中: F 和  ０分别表示F范数和L０范数;Z＝
[z１,z２,,zL]∈RQ×L 为训练图像的稀疏系数矩

阵;T０ 为算法中预先设定的稀疏向量zi 的稀疏度.
用字典学习方法通过求解 (６)式所示的带约束问题

得到过完备字典Ψ(Ψ∈RN×Q,Q＞N).
然后,通过最小化等效测量矩阵D 的互相干度

实现测量矩阵Φ 的优化,最小化问题具体写为

min
Φ
　μ(D),s．t．φmn ≥０,D＝ΦΨ. (７)

(７)式中,施加非负约束φmn≥０的原因是光场强度

的非负特性.对于(７)式的优化问题,文献[４０]采取

的方法是将其转化为如下的目标函数:

min
Φ

ΨTΦTΦΨ －ΨTΨ ２
F. (８)

　　随后,将(８)式转化为

min
Φ

ΨΨTΦTΦΨΨT－ΨΨTΨΨT ２
F, (９)

接着,将ΨΨT 用它的奇异值分解VΛVT 代替,并记

W:＝ΛVTΦT,可以得到如下问题:

min
W

VWWTVT－VΛ２VT ２
F, (１０)

或等价地写为

min
W

Λ２－∑
M

i＝１
wiwT

i
２

F
,W ＝[w１,,wM],

(１１)
式中:wi 表示矩阵W 的第i列元素组成的列向量.

因此,可以得到(１１)式的一个解析解 Ŵ＝ΛT
１,

其中Λ１ 是由Λ 矩阵的前M 列组成的矩阵.继而

得到优化后的测量矩阵 Φ̂＝VT
１,其中V１ 是由V 的

前M 列组成的矩阵.可以看出,这样优化出的测

量矩阵可以被用来进行连续的采样.具体来说,
当需要更多的采样时,可以直接将VT 矩阵的更多

行添加到测量矩阵 Φ̂ 中,使得之前的采样不会被

浪费.
针对(７)式中的非负约束,文献[４０]中提出通过

非负抬升进行解决.非负抬升,即是对优化后的测

量矩阵 Φ̂ 加上一个常数c,表达式为

c:＝
－minm,nφ̂mn,ifminm,nφ̂mn ＜０

０,　　ifminm,nφ̂mn ≥０{ . (１２)

　　那么等效测量矩阵将变为

D̂＝(Φ̂＋c１M×N)Ψ ＝Φ̂Ψ ＋cn－１/２[１M×１,０,,０︸M×(Q－１)

].

(１３)

　　尽管D̂ 与 Φ̂Ψ 在第一列有所不同,但文中的实

验结果表明,这样的处理对矩阵 D̂ 的互相干度没有

影响.

３．３　仿真结果

将通过这种方法得到的优化光场应用于鬼成像

中,并通过仿真和实验,对比它与 Gauss型随机调

制光场对成像效果的影响.此外,仿真中还加入了

DuarteＧCarvajalino等[２９]的方法,Xu等[３９]的方法和

归一化鬼成像(NGI)方法,结果对比如图５所示.
其中,采用峰值信噪比(PSNR)和结构相似性指标

(SSIM)两个指标定量地评价图像质量.可以看出,
这种优化调制光场的方法,相比于先前的一些方法,
在低采样率下可以得到更高的目标图像重构质量.
其主要原因在于,这种方案是针对特定类型的成像

目标,通过字典学习的方法获得目标的统计特性并

用其进行调制光场的优化设计.这种方法的局限性

在于:１)其受限于当前字典学习方法能处理的图像

尺寸大小,２)对优化得到的测量矩阵的非负处理并

不完美,存在着使互相干度恶化的可能.

４　相位恢复问题

４．１　相位恢复

相位恢复(PR)问题,即在给定原始信号傅里叶

变换(或其他变换)的幅度平方情况下恢复原始信

号,其被广泛应用于各种科学和工程领域,包括电子

显微镜、晶体学、天文学和光学成像.由于光学检测

装置[例如,CCD相机,光敏膜,人眼]不能测量光波

的相位,而相位信息包含成像物体的大部分信息,因
此简单地忽略相位进行傅里叶逆变换并不会得到良

好的重构结果,因此相位恢复便自然成为了研究的

重点.在给定观测强度和先验知识(如稀疏度、支撑

集位置等先验知识)的条件下,相位恢复提供了一种

恢复相位的方法.
但是,从理论和算法的角度来看,相位恢复仍然

十分困难,在许多情况下没有唯一解.此外,即使解

是唯一的,也不一定能保证可以在算法上找到它.
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图５ 鬼成像光场优化效果图.(a)不同测量光场、不同采样率(SR)下的重构图像;(b)不同测量光场下重构图像的

PNSR随采样率的变化曲线;(c)不同测量光场下重构图像的SSIM随采样率的变化曲线

Fig．５ResultsoflightfieldoptimizationinGI敭 a Imagesreconstructedviadifferentlightfieldsunderdifferentsampling
rates  b PSNRofreconstructedimagesviadifferentlightfieldsasafunctionofsamplingrates  c SSIMofreconstructed
　　　　　　　　　imagesviadifferentlightfieldsasafunctionofsamplingrates

不过近年来,对相位恢复算法的研究和应用不断增

加,这在很大程度上是因为光学中出现了各种新的成

像技术,这种趋势也开始影响信号处理领域.过去几

年,研究者通过使用现代优化理论工具开发新的相位

恢复方法[４４Ｇ４５],最近已经开始探索相位检索和基于结

构的信息处理之间的联系[４６Ｇ４７].例如,基于许多光学

图像的稀疏性可以开发出有效的相位恢复方法,使得

分辨率大大超出Abbe衍射极限(分辨率小于波长的

１/５)[４７].目前,基于稀疏性重建的重要手段和方法

已从线性测量系统逐步推广到了非线性测量系

统[４８Ｇ４９].在这里,压缩感知[５０]在信号处理中发挥了

重要作用:由于相位恢复问题在数学上是非线性的

(即所寻求的信号与测量所得并非线性相关),而压缩

感知是一个线性问题,因此要将压缩感知算法应用于

相位恢复问题上需要作出一些调整和修改.

４．２　问题描述

相位恢复是一种基于非线性采样的信号重构问

题.与压缩感知中的线性采样不同的是:其采样向

量y 的相位信息丢失了,仅剩下幅值信息[４４,５１].

yi＝ Φ∗
ix ,i＝１,,M, (１４)

式中:x 是未知的N 维信号;Φi 为第i个采样向量

(Φ＝[Φ１,,ΦM]∗);yi 为第i个采样的幅值.相

位恢复的目标就是基于这些幅值信息重构出原始信

号x:
Findx,s．t．yi＝ Φ∗

ix ,i＝１,,M.(１５)
　　目前来说,尽管能够利用高精度仪器直接获得

相位信息,但是由于对分辨率有要求,研究人员更倾

向于利用算法求解相位恢复问题.以下是一些算法

简介.
交替投影法.Gerchberg[５２]于１９７２年首次提

出了交替投影(GS)法来实现相位恢复.该算法以

信号本身的幅值以及经傅里叶变化后的幅值作为先

验,通过光波在空域和频域上交替投影来重构原始

信号.凭借其简单和易于实施的优点,GS法已被

广泛应用于许多工程领域[５３].但是该算法也存在解

不唯一的缺点,这是因为傅里叶变换后的幅值与原信

号存在多对一的映射.因此,求解其反问题时自然会

出现解不唯一的情况.在实际应用中,GS法也常常

出现收敛速度慢,甚至陷入局部最优解的情形.
混合输入输出法.为克服GS法收敛速度慢的

缺点,１９８２年Fienup[５４]在其基础上提出了误差下

降(ER)法和混合输入输出(HIO)法.其中,ER法
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每次迭代时在空域中对图像的像素值加以约束,而
在频域中把傅里叶变换的幅值替换为测量值.HIO
法则是加入了支撑集的先验知识.这两种改进都加

快了算法的收敛速度,但依然无法解决局部最优解

的问题,且难以保证有噪环境下算法的鲁棒性.１９９３
年,Yang等[５５]提出了YangＧGu算法,跟GS法相比,
该算法更为通用,可处理任何非正则变换的相位恢复

问题.但是该算法对初始值较敏感,也无法解决局部

最优解问题.２０１３年,Rodriguez等[５６]在 HIO法的

基础上提出了过采样光滑(OSS)法,用一个可变带

宽的低通滤波器对 HIO法的支撑集以外的区域加

以滤波,从而提高算法的抗噪声性能.
凸优化方法.以上算法主要基于交替投影的思

想,利用信号傅里叶变换后的幅值以及其他先验信

息进行信号重构.由于傅里叶变换后的幅值约束集

本质上是非凸的,其信号重构便变为一个非凸优化

问题,寻找其全局最优解非常困难.因此,研究者们

便尝试将该问题转化为可有效求解的凸优化问题.
例如,Candès等[４４]提出了相位提升法(PhaseＧLift),
将信号向量提升成秩为１的矩阵,从而把相位恢复

问题转化为低秩矩阵补全问题.该问题可用半正定

规划来求解,理论上可收敛至全局最优解.然而在

采样数较少或原始信号是稀疏的情况下,其重构效

果并不十分理想.另外由于维度的提升,算法的计

算复杂度也大幅度增加,给解决高维问题带来了较

大的难度.
非凸优化方法.为了提高相位恢复问题的求解

效率,研究者们也提出了非凸优化方法.２０１５年,

Candes等[５７]提出了梯度下降法(WF).该算法找

到一个可靠的初始点之后利用梯度下降准则来寻找

相位恢复问题的全局最优解.还有一些基于梯度下

降思想的改进算法,如阈值梯度下降法(TWF)[５８]

和整形梯度下降法(RWF)[５９]等.总体上说,由于

相位恢复问题本身的非凸特性,这些非凸优化方法

依然无法解决局部最优解的问题,同时也存在收敛

速度不稳定等缺点.
稀疏约束方法.近年来,随着压缩感知理论的

发展,稀疏约束下的相位恢复问题也逐渐引起了研

究者们的关注.如果原始信号是稀疏的或者在某个

变换域存在稀疏表征,那么可通过求解下面的优化

问题来实现相位恢复[６０]:

x̂＝argmin
x

x ０,s．t．yi＝ ΦT
ix ,

i＝１,,N. (１６)

　　该问题被称为稀疏相位恢复(SPR),其形式上

可看作压缩感知问题的非线性形式.由于目标函数

和L０范数约束都是非凸函数,直接将其转化为凸

问题来求解较为困难.２００７年,Moravec等[６０]首次

提出 了 压 缩 相 位 恢 复 算 法 (CPR).２０１２ 年,

Shechtman等[６１]提出了 贪 婪 稀 疏 相 位 恢 复 算 法

(GESPAR).２０１９年,Yuan等[６２]提出了稀疏正则

化的梯度下降法(SWF).总体来说,利用稀疏先验

的算法可在一定程度上提高相位恢复的效率,为处

理高维情况提供了有效的途径.但是这类算法仍然

存在一系列问题.例如,迭代速度较慢且不稳定,对
算法的初始值较敏感(不同的初始值常常导致不同

的重构结果),抗噪能力差等.因此重构的准确率普

遍不高.另外,利用这类算法对复信号进行相位恢

复也较困难.

４．３　子空间相位恢复算法

子空间相位恢复(SPR)算法是本课题组提出的

一种新型的求解稀疏相位恢复问题的算法.该算法

借鉴 了 压 缩 感 知[１７Ｇ１８]中 经 典 的 子 空 间 追 溯 法

(SP)[６３]和压缩采样匹配追踪法(CoSaMP)[６４].其

主要步骤在于支撑集的匹配(Identification)和支撑

集上的投影(Projection).
记损失函数f(x)＝ y－ Φx ２

．
２
２,其中  ２

．

代表对每个元素分别进行平方操作,矩阵Φ 每个元

素独立同分布于 N０,
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋jN０,

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.SPR算法

流程如图６所示.其中第３步一般采用二阶牛顿

法,以期望得到一个近似最优解.

图６ SPR算法流程

Fig．６ FlowofSPRalgorithm

　　引理１　对于函数g(z,z－),g 为C→R的一个

映射,则对于该映射,Wirtingercalculus定义如下:
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∂g
∂z 

∂g(z,z－)
∂z z－　asconstant

,∂g
∂z－ 

∂g(z,z－)
∂z－ zasconstant

,

(１７)

Ñfw(x)＝２∑
M

k＝１

(Φ∗
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kx
(Φ∗

kx ２－yk)(ΦkΦ∗
k )∗x－
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ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

(１８)
在 Wirtingercalculus意义下,对于损失函数,则有

Ñg(z)
∂g
∂z
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∂z－
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. (１９)

当信 号 为 复 数 信 号 时,考 虑 利 用 引 理 １ 中 的

Wirtingercalculus来代替一般的导数.

４．４　模拟实验

算法的测试程序采用 MATLAB２０１９a编写.
主要针对一维信号和二维图像分别作了仿真实验.
针对一维信号情况,选用长度为１００×１的向量,恢
复结果判定标准如下:定义相位最小距离h(z,x)＝
min

φ∈[０,２π)
z－xexp(jφ)２.记恢复信号为x̂,原始信

号为x,当h(x̂,x)＜１０－６即为恢复成功,否则为失

败.这里选取四种其他算法与本课题组提出的算法

进行对比,分别是 WF[５７],TWF(TruncatedWirtinger
Flow)[６５],RWF (Reweighted WirtingerFlow)[５９],

SWF[６２].
以下分别做了两组实验,在信号为实数和复数

情况下,对比所提算法的恢复成功率与其他算法的

恢复成功率,实验１的具体设定如图７所示.

图７ 实验１设置

Fig．７ Basicsettingofexperiment１

所得成功频率曲线如图８所示.
一般而言,M 越大说明观测代价越高,而所提

SPR算法能够在M 非常小的情况下有极高的准确

率,证明该算法在观测限制的情况下仍能有效恢复

信号.相比之下,其他算法准确率在M 较小的情况

下不稳定,这一点是由于这些算法思路均源于梯度

图８ 固定稀疏度为５时的实数信号恢复情况

Fig．８ Frequencyofexactphaseretrievalasafunctionof
measurementtimesforrealsignalswithK＝５

下降法,而相位恢复问题是非凸问题,因此依赖于初

始点的选择.而SPR算法对初值点的依赖性不强,
它是通过对支撑集的精确选取来准确恢复信号,因
此能取得更好的恢复成功率.

　　实验２的设置如图９所示,实验结果如图１０
所示.

图９ 实验２设置

Fig．９ Basicsettingofexperiment２

图１０ 固定稀疏度为５时复数信号恢复情况

Fig．１０Frequencyofexactphaseretrievalasafunction
ofmeasurementtimesforcomplexsignalswith
　　　　　　　　K＝５

可以看到,在复数情况时SPR算法的重构效果

仍然非常稳定,而其他算法在复数情况时恢复效果

普遍很差.这一点的原因在于复数信号相当于比实
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数信号多了一倍的维度,因此需要更高的采样量,同
时在初始值方面,好的复数初始值显然要比实数初

始值更难求得,因此其他算法不能得到好的恢复

效果.

４．５　小　结

近年来,由于物理学、光学等领域的蓬勃发展,
相位恢复问题已经开始逐步被研究人员所重视.同

时,对信号的稀疏属性的深度利用可以使人们花费

更少的代价来重构信号.因此稀疏相位恢复问题在

目前的研究中具有重要的意义.本节的主要贡献在

于归纳总结了前人经验,用压缩感知的思想提出了

SPR算法,它基于信号的稀疏性,能以极小的代价

(观测量)较为精确地重构原始信号,包括实数和复

数情况.但是SPR算法存在着一些不足,在模拟实

验中,SPR算法的速度不够快,难以胜任实时性重

构信号的要求.此外,目前阶段算法的抗噪能力不

够,难以在有噪环境下恢复原始信号.在未来工作

中,本课题组将对SPR算法的性能作进一步的优

化,同时专注于提升算法的抗噪声性能.

５　结束语

具体选取并讨论了鬼成像中系统预处理、光场

优化和相位恢复这三个数学问题,并介绍了鬼成像

最近的一些相关研究.事实上,数学方法的研究和

应用对解决鬼成像以及计算成像中的实际问题有很

大的帮助.例如,鬼成像的实际应用需要事先对其

图像重构质量给出一个评价.虽然近些年来有许多

工作者致力于鬼成像重构质量的研究,并提出了一

些可分析的评价指标.然而,作为一种新的成像方

式,鬼成像必不可少地需要一个像传统成像那样完

善的分析描述框架,这就需要建立一个可分析的成

像模型.鬼成像所依赖的物理机制是基于对光场的

统计描述,因此,其成像模型的建立与分析也会用到

统计相关的理论.这是鬼成像未来发展的关键问题

之一.此外,光学成像本身是一个信息获取过程,因
此,计算成像与无线通信理论的结合,将会是未来发

展的趋势.这中间涉及到的数学既有对光场的统计

描述,又有现代信息论中的若干概念和理论.随着

计算成像的发展与应用,可以预见,从系统模型分析

到重构算法设计等各方面,数学将在成像领域中发

挥越来越大的作用.
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