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摘要　单目位姿估计是计算机视觉中一个基础而重要的问题,在机器人定位、虚拟现实、图像精密测量等领域应用

广泛.在实际应用中,参考点坐标不可避免地含有粗差点,导致估计结果偏离真值,为此,提出自适应加权的稳健

正交迭代算法.该算法采用稳健估计方法自动识别粗差点,并赋予其较小权值,以提高算法的稳健性.实验结果

表明,稳健正交迭代算法求解精度高、稳健性好,可有效抑制不同个数、不同水平的粗差影响.当２０个观测点中存

在８个水平为６０pixel的粗差点时,本文解算精度分别比经典正交迭代算法和加权正交迭代算法高２个和１个数

量级.
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１　引　　言

在已知相机内参数的情况下,根据给定的n个

空间点在世界坐标系 W 中的三维坐标和对应的二

维图像像素坐标,求解坐标系 W相对于相机坐标系

的旋转矩阵R 和平移向量t的问题,称为２DＧ３D位

姿估计问题,也称为n 点透视(PnP)问题[１].该问

题是机器视觉和摄影测量中的基本问题,得到了广

泛的研究和应用[２Ｇ４].
文献[５]提出的正交迭代算法(LuＧOI算法)是

一种求解PnP问题的经典算法,具有求解速度快、
精度高的优点,近年来,人们对其进行了多方面的改

进和推广应用.文献[６]将正交迭代算法应用于多

目相机的位姿估计中,文献[７]对比了正交迭代算法

与其他位姿估计算法的计算效率,文献[８]提出了提

高正交迭代算法速度的方法,文献[９]研究了加权形
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式的正交迭代算法(WＧOI),文献[１０]对用于平面目

标的正交迭代方法的稳健性进行了研究.
在实际应用过程中,世界点坐标记录错误、世界

点与图像点匹配错误、像点坐标提点发生较大偏差

等情况,导致用于位姿估计的数据存在较大粗差.
因此,在测量误差与粗差不可避免的情况下,如何得

到实时的、精确的旋转矩阵和平移向量参数,是PnP
问题在应用过程中需解决的重要问题.针对该问

题,本文提出一种基于稳健估计技术的PnP问题求

解算法.其关键思想是使用尺度估计(S估计)方
法[１１]赋予每个空间点一个非负权值,该权值越小,
表示该空间点对应的坐标值粗差程度越高,通过最

小化加权距离误差平方和,可快速求解得到旋转矩

阵和平移向量的解析解.经验证,此方法可有效减

小误差和粗差带来的影响,提高解算精度.

２　基本原理

２．１　经典正交迭代算法

假设n个标志点在世界坐标系 W 之中的坐标

为pi,在归一化坐标平面中的坐标为vi(i＝１,

２,,n).理想情况下相机成像的共线方程为

Rpi＋t＝Vi(Rpi＋t), (１)

式中,Vi＝
vivT

i

vT
ivi

为投影矩阵,通过绝对定向技术[１２]

最小化物方残差和函数∑
n

i＝１

(I－Vi)(Rpi＋t)２

可得旋转矩阵R,其中I为三阶单位矩阵.然后,利

用公式t(R)＝
１
n I－

１
n∑

n

i＝１
Vi

æ

è
ç
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ø
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－１

∑
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可得平移向量.通过不断迭代上述过程,即可求得

旋转矩阵和平移向量.

２．２　稳健正交迭代算法

经典的正交迭代算法中,导致算法不稳健的因

素来自于两个方面,分别是坐标质心表达式以及最

优化问题的非稳健性表示.在求解最小化物方残差

和的过程中,该算法赋予每个空间点坐标pi 相同的

权值１
n
,使用r＝ １n∑

n

i＝１
pi 作为坐标质心表达式,当

某个坐标测量值存在粗差时,该坐标质心易出现较

大偏差.其次,该算法使用的物方残差和函数也赋

予每个空间点相同的权值,根据回归分析理论,由于

存在粗差的坐标点贡献的误差项较大,使用该最小

化目标函数将带来较大的解算偏差[１３],降低了算法

稳健性.

为克服以上两点不足,通过改进经典的正交迭

代算法,赋予每个标志点非负权值,推导得到加权形

式的PnP问题解析解算法,其中权值的选择基于S
估计方法,该方法可自主识别粗差点,并为误差越大

的空间点赋予越小的权值,以此削弱粗差点对于解

算结果的影响[１４Ｇ１６].
首先推导加权形式的PnP问题的解算方法.

假设第i个空间点的权值为ωi,ωi≥０且∑
n

i＝１
ωi＝１.

为提高算法稳健性,改用加权形式的物方残差和函

数∑
n

i＝１
ωi (I－Vi)(Rpi＋t)２,当第k 次迭代时

的旋转矩阵R(k)固定时,加权物方残差和函数最小

的平移向量为[９,１７]

t(k)＝ I－∑
n

i＝１
ωiVi( )

－１

∑
n

i＝１
ωi(Vi－I)R(k)pi.

(２)

　　记q(k)
i ＝Vi(Rpi＋t(k)),则加权物方残差和函数

等价于∑
n

i＝１
ωi Rpi＋t(k)－q(k)

i
２,因此,k＋１次迭

代的旋转矩阵取为

R(k＋１)＝argmin
R ∑

n

i＝１
ωi Rpi＋t(k)－q(k)

i
２.

(３)
为求解(３)式的最优化解,首先引入加权质心q－(k)＝

∑
n

i＝１
ωiq(k)

i 和p－＝∑
n

i＝１
ωipi,并将坐标系原点平移至加

权质心处,可得新坐标系下的坐标为p′i＝pi－p－ 和

q′(k)i ＝q(k)
i －q－(k).理想情况下q′(k)i ＝R(k＋１)p′i成立.

通过最小化目标函数

∑
n

i＝１
ωi Rp′i－q′(k)i

２, (４)

可 得 旋 转 矩 阵 R(k＋１) 的 估 计 值. 由 于

∑
n

i＝１
ωi Rp′i－q′(k)i

２＝∑
n

i＝１
ωi(p′i ２＋ q′(k)i

２－

２(q′(k)i )TRp′i)且∑
n

i＝１
ωi(p′i ２＋ q′(k)i

２)与R 无

关,最小化(４)式等价于最大化目标函数

∑
n

i＝１
ωi(q′(k)i )TRp′i＝

trRT∑
n

i＝１
ωiq′(k)i (p′i)T( )＝tr(RTM), (５)

式中,tr表示矩阵的迹,M＝∑
n

i＝１
ωiq′(k)i (p′i)T.为求

(５)式的最大值,将矩阵 M 进行奇异值分解得到
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不难验证S 为正交矩阵,进而根据正交矩阵性质可

得sjj≤１(j＝１,２,３),当且仅当S 为单位矩阵时,

s１１＝s２２＝s３３＝１,因此s１１σ１＋s２２σ２＋s３３σ３≤σ１＋
σ２＋σ３,当且仅当

R＝VTU (７)
时取得最大值.因此使得(５)式取得最大值的旋转

矩阵为R(k＋１)＝VTU.
第i个空间点的权值ωi 采用S估计方法得到.

S估计方法是一种稳健的估计方法,是极大似然估

计法的自然拓展,可有效识别、剔除粗差点[１１].S

估计方法用于估计加权优化问题∑
n

i＝１
ωi (ei)２ 的权

值ωi,其中ei 表示第i个观测值的观测误差,在本

文中即为 Rp′i－q′(k)i .
为使用S估计方法得到权值,首先将所有的权

值初始化为１
n
,即ωi＝

１
n
(i＝１,２,,n),使用

(７)式计算得到当前权值对应的旋转矩阵R,然后更

新误差ei＝ Rp′i－q′(k)i ,根据S估计方法更新权

值ωi,如此循环往复,直到参数求解稳定为止.S估

计方法更新权值步骤为,当循环次数为１时,使用

σ＝
median

i
ei

０．６７５４
作为尺度估计量,其中median

i
ei 表

示 ei 的中位数,０．６７５４为S估计中的常数[１１],对
观测误差进行归一化得到ui＝ei/σ,使用
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作为新的权值.当循环次数大于１时,则使用σ＝

１
０．１９９n∑

n

i＝１
ωie２i 作为尺度估计量[１１],对观测误差

进行归一化得ui＝ei/σ,权值更新公式为[１１]
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２．３　收敛性分析

当权值给定时,本文算法具备全局收敛性[９].
因此,即使从偏差较大的位姿初值开始,本文算法也

可迭代得到良好的解算结果.权值由S估计方法得

到,S估计方法中使用误差中位数作为尺度估计量,
当粗差点个数超过标志点总数一半时,可能出现区

分不了粗差与正常点的情况,因此,当粗差点个数超

过标志点总数一半时,使用本文算法时解算效果将

受到较大影响.

３　实验结果与讨论

３．１　仿真实验

仿真测试中相机的等效焦距[１８Ｇ１９]为１２００,相片

分辨率为１０００pixel×１０００pixel,旋转矩阵为随机

生成的行列式为１的正交矩阵,平移向量t的三个

分量为在[５００cm,１０００cm]中选取的随机数.W
坐标 系 中 的２０个 理 想 空 间 点 坐 标 均 匀 分 布 在

[－６０cm,６０cm]×[－６０cm,６０cm]×[－６０cm,

６０cm]中.首先将标志点相片坐标系中的理想点

坐标加入均值为０、标准差为０．１的高斯噪声,用于

模拟 提 点 误 差.旋 转 矩 阵 的 误 差 定 义 为eR ＝

２arccos[０．５ １＋tr(RRT
true)],其中R 和Rtrue分别表

示旋转矩阵解算值和真值,平移向量误差定义为

et＝
ttrue－t
ttrue

,其中ttrue和t分别表示平移向量真

值和解算值.对于每种情况,进行独立实验５００次.
为测试稳健性,随机选择m (m＝１,２,,８)点

的图像坐标,分别加入[－６０cm,６０cm]的均匀分

布噪声用于仿真粗差,然后使用经典正交迭代算

法[５](LuＧOI)、文献[９]提出的加权正交迭代算法

(WＧOI)和本文提出的稳健正交迭代(SＧOI)方法分

别求解位姿参数.图１为三种算法对应的姿态和位

姿平均解算误差随粗差点个数增加的变化情况,其
中图１(a)为旋转矩阵误差,图１(b)为平移向量误

差.从图中可看出,随着粗差点个数的增加,LuＧOI
的旋转矩阵误差和平移向量误差均呈现快速增长的

０９１５００４Ｇ３
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趋势,增长速度最快,可见LuＧOI的稳健性最低.

WＧOI的旋转矩阵误差与平移向量误差也随粗差点

个数增加而增加,但是增长幅度相对于LuＧOI较为

平缓,这表明 WＧOI在一定程度上可抑制粗差点的

影响.本文提出的SＧOI方法的解算误差曲线最为

平稳,粗差点个数的增加对解算误差几乎没有影响.
在粗差点个数相同的情况下,无论是姿态还是位移,

SＧOI的解算误差均远低于LuＧOI.当粗差点个数

不大于２时,SＧOI和 WＧOI的解算精度相当,而当

粗差点个数大于２时,SＧOI解算精度高于 WＧOI.
存在８个粗差点时,LuＧOI的旋转矩阵误差达到

２．１１°,WＧOI的误差为０．８１°,而SＧOI的旋转误差仅

为０．０４°;平移向量误差方面,LuＧOI、WＧOI和SＧOI
的误差分别为１．９％、０．６５％、０．０２％.SＧOI误差比

LuＧOI低２个数量级,比 WＧOI低１个数量级.这

表明SＧOI的稳健性优于两种对比算法.

图１ 平均解算误差随粗差点个数变化图.
(a)旋转矩阵误差;(b)平移向量误差

Fig．１ Meanerrorvarieswithoutliernumber敭

 a Rotationmatrixerror  b translationvectorerror

为测试SＧOI在不同程度的粗差情况下的表现,
从２０个仿真标志点中随机选择８个,加入１０,２０,

３０,４０,５０,６０pixel水平的均匀分布误差,分别使用

LuＧOI、WＧOI、SＧOI解算位姿参数,解算结果对比图

如图２所示.从图中可看出SＧOI对于粗差噪声程

度的敏感程度远远低于LuＧOI和 WＧOI.在同等噪

声水平情况下,SＧOI的位姿测量误差比LuＧOI和

WＧOI低１~２个数量级,这表明SＧOI对于粗差噪

声的抑制能力要强于两种对比算法,可得到精度较

高的位姿解算结果.

图２ 平均解算误差随粗差噪声水平变化图.
(a)旋转矩阵误差;(b)平移向量误差

Fig．２ Meanerrorvarieswithnoiselevel敭

 a Rotationmatrixerror  b translationvectorerror

为验证分析SＧOI的计算效率,在标志点个数分

别为１０,２０,,１００,其余条件均相同的情况下,对
LuＧOI、WＧOI、SＧOI三种算法的计算时间进行５００
组独立实验,获得平均解算时间.测试所用计算机

为win１０系统,CUP为i５Ｇ６３００HQ,内存为８G.实

验结果如图３所示,LuＧOI速度最快,实时性高,而
SＧOI和 WＧOI的解算速度相当,解算时间较慢,这
是由于为克服粗差点影响,SＧOI和 WＧOI需不断计

算误差、权值和新的位姿,这将影响算法的实时性.
当对求解实时性要求较高时,在应用SＧOI和 WＧOI
时应进行算法加速.

３．２　真实实验

实验 中 使 用 的 相 机 的 等 效 焦 距 为 ２４７２．８,
由Zhang的 方 法 标 定 得 到[２０],图 像 分 辨 率 为

１２８０pixel×１０２４pixel.使用１２个固定标志点,用
相机拍摄标志点的图像.通过在前５个空间点坐标

中加入较大的系统误差来模拟出现粗差的情况,所
得的粗差点坐标与对应原始坐标如表１所示.

０９１５００４Ｇ４
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图３ 平均解算时间随标志点个数变化图

Fig．３ Meancomputationaltimevarieswith
numberofreferencepoints

　　为衡量解算精度,使用含粗差点数据,分别利用

SＧOI、WＧOI和LuＧOI解算得到位姿参数,标志点在

相片中的重投影结果如图４所示,图中x 和y表示

标志点在相片中的像素坐标值.从图中可看出,

SＧOI对应的标志点重投影与测量数据非常接近,

WＧOI和 LuＧOI算法对应的结果则有较大偏差.

SＧOI得到重投影均方根误差为０．１６pixel,WＧOI和

LuＧOI方法的重投影均方误差分别为７．３２pixel和

１９．７９pixel.这说明在包含粗差点的情况下SＧOI
仍可得到准确的位姿解算结果.因此,SＧOI稳健性

最强,可通过高精度的解算得到位姿参数;WＧOI可

在一定程度上抑制粗差,但效果较差;LuＧOI的位姿

参数解算精度在３种算法中受粗差影响最严重.
表１ 前５个标志点的含粗差坐标和测量坐标

Table１ Mistakenandmeasuredcoordinateoffirstfivepoints pixel

Datasource Point１ Point２ Point３ Point４ Point５

Mistaken (２３２．３,５０４．８) (２７５．５,３３６．７) (２１５．１,４２６．４) (３７７．８,４１４．４) (３７４．５,４７９．７)

Measured (２２２．３,５０４．８) (２５５．５,３８６．７) (２３２．０,４６１．４) (３７２．８,４８０．４) (３５１．５,４８９．７)

图４ 重投影图

Fig．４ ReＧprojectionresults

　　图５为SＧOI中各标志点的权值随迭代次数的

变化情况,从图中可看出,随着迭代次数的增加,含

图５ 标志点权值随迭代次数变化情况

Fig．５ Variationofweightcoefficientswithiteration

粗差的标志点１~５对应的权值逐渐趋于０,其余标

志点的权值则趋于相同的权值,这表明SＧOI可自动

识别粗差点,并赋予粗差点几乎为０的权值,以此达

到抑制含粗差点的目的.

５　结　　论

针对实际应用中存在粗差点的情况,提出稳健

正交迭代算法以提高传统正交迭代算法的稳健性.
首先推导加权形式的正交迭代算法,然后通过稳健

估计中的S估计方法赋予粗差点以极小的权值,以
此降低粗差点对于解算结果的影响.稳健正交迭代

算法具有解算精度高、稳健性强的优点.在２０个观

测点存在８个６０pixel水平噪声的情况下,SＧOI解

算精度比LuＧOI高２个数量级,比 WＧOI高１个数

量级,可有效抑制粗差点对解算结果的影响,具有较

好的实用价值.
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