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含有自旋轨道耦合的三组分冷原子的颤动
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摘要　自旋轨道耦合的超冷原子系统是模拟颤动的优秀平台.目前,实验对颤动的研究限制在两组分系统中,而
已有的基于三组分理论的自旋轨道耦合均不利于实验实现.为此,基于实验已经实现的三组分自旋轨道耦合系统

分析颤动,揭示了颤动具有多个振荡频率,当存在简谐束缚势时,颤动表现出丰富的物理内容.
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１　引　　言

颤动(Zitterbewegung)是相对论效应导致的粒

子空间位置颤动的量子现象,是薛定谔研究狄拉克

方程时发现的[１].颤动的幅度极其小,频率特别快,
在真实的相对论粒子系统中并不易被实验观测到.
在过去的十多年中,人们对颤动的理论和实验进行

了大量研究,并取得很大进展.各种优秀的可调控

性的实验平台被提出,用于模拟狄拉克方程,进而实

现颤动.２００７年,Lamata等[２]在理论上提出可利

用囚 禁 离 子 系 统 模 拟 颤 动.２０１０年,Gerritsma
等[３]在 囚 禁 离 子 系 统 中 观 测 到 该 现 象.同 年,

Dreisow等[４]通过设计双光波导阵列,利用产生的

双能带模型,在实验上实现了颤动.由于石墨烯的

低能可被有效描述为狄拉克方程,所以石墨烯系统

也很自然地被用于研究颤动[５].此外,人们还发现

含有自旋轨道耦合的非相对论系统也可以用于研究

颤动[６].该发现极大地丰富了颤动的研究内容.半

导体量子阱中的电子可以感受到明显的自旋轨道耦

合效应,所以这类系统也被广泛地用于研究颤动[７],
但是至今还没有这方面的实验报道.

超冷原子系统是优秀的量子模拟平台之一,但
是在原子层面,该系统并没有实现自旋轨道耦合.
鉴于自旋轨道耦合在各个物理领域的重要性,如何

在冷原子系统中实现自旋轨道耦合成为目前冷原子

物理的重要研究方向之一.２００８年,Vaishnav等[８]

基于Ruseckas等[９]发展起来的实现自旋轨道耦合

的方案,在理论上提出含有自旋轨道耦合的冷原子

系统可以模拟颤动.２０１１年,Lin等[１０]通过拉曼双

光子过程成功地在冷原子系统中实现了自旋轨道耦

合.该实验开启了研究冷原子自旋轨道耦合物理的

大门[１１Ｇ１７].紧接着,２０１３年Qu等[１８]在冷原子中实

现了自旋轨道耦合,进而在实验上观测到原子的颤

动.关于原子颤动的理论[９]和实验[１８]都基于两组
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分系统,即自旋１/２.将该现象推广到三组分[１９],会
产生丰富的研究内容,对深刻理解原子颤动有重要

意义.文献[１９]在三组分原子系统中理论研究了含

有Rashba形式的自旋轨道耦合诱导出的颤动.目

前,利用冷原子实验可以在三组分系统中实现自旋

轨道耦合,但产生的是一维自旋轨道耦合[２０],而

Rashba属于二维自旋轨道耦合,在三组分系统中通

过实验实现 Rashba形式的自旋轨道耦合十分困

难.本文基于目前实验可以实现的一维自旋轨道耦

合的三组分冷原子系统,分析颤动的特征.

２　理论模型

实验中,通过双光子拉曼过程将铷原子的三个

超精细能级两两耦合,如图１所示.由于两束拉曼

光沿相反方向传播,拉曼耦合伴随着原子与光场的

动量交换,从而在原子中产生自旋轨道耦合.描述

该系统的哈密顿量[２１]为

H ＝
１
２m

(px ＋２ћkRFz)２＋
ћδ′
２Fz ＋ϵ′F２

z ＋Ω′Fx,

(１)
式中:px为原子沿x 方向的动量;ћ 为约化普朗克

常量;m 为铷原子质量;δ′为光场与原子能级的失

谐;ϵ′为原子处于磁场中的二次塞曼项;Ω′代表拉曼

耦合;２kR为两束拉曼光在x 方向沿着相反方向传

播时的波数差;自旋为１的泡利矩阵Fz 和Fx可分

别表示为
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　　为了以下数值计算方便,将哈密顿量进行无量

纲化.选取坐标x 的单位为１/kR,能量E 的单位

为ER＝ћ２k２R/m,无量纲的哈密顿量可以表示为

H ＝－
１
２
∂２

∂x２＋
δ
２－２i

∂
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÷Fz ＋

(ϵ＋２)F２
z ＋ΩFx, (３)

式中:无量纲的量δ＝ћδ′/ER;ϵ＝ϵ′/ER;Ω＝Ω′/ER.
哈密顿量在动量空间很容易被对角化,由于泡

利矩阵是３×３形式,所以对角化后可得到三条能

带.图２显 示 了 典 型 参 数 下 的 能 谱,其 中δ＝
０．８ER,ϵ＝２ER,Ω＝１．５ER,实线表示Ω 时的能谱,
星号表示－Ω 时的能谱.最低能带中的圈点表示基

态;利用竖线固定准动量,得到了三个能谱值,分别

标记 为 ω１,ω２,ω３.可 以 这 样 理 解 该 能 谱 的 形

成[２２]:自旋轨道耦合的存在使得三条抛物线色散谱

图１ 三能级原子与拉曼光两两耦合示意图

Fig．１ DiagramofcouplingbetweenLaman
laserandthreeＧlevelatom

在动量空间中的位置不重叠(即沿着动量空间能谱

的横轴kx发生平移),三条能带发生两两交叉,而拉

曼耦合Ω 会使能带在交叉处打开能隙,失谐和二次

塞曼项使得抛物线色散关系沿能谱的能量方向(即
垂直轴)移动.

图２ 含有自旋轨道耦合哈密顿量的能谱

Fig．２ EnergyspectrumofspinＧorbitＧcoupledHamiltonian

３　颤动动力学

按照 Engels实验团队的实验[１８]激发原子颤

动.该实验首先将原子制备在系统的基态,即图２
中的最低支能带的圈点处.然后改变拉曼耦合系

数,使得Ω 突变为－Ω.实验可以通过调节两束拉

曼光的相对相位来改变Ω 的符号.哈密顿量在Ω
和－Ω 时具有相同的能谱,从图２可以看出,两种情

况下的能谱完全重合.这是因为哈密顿量具有守恒

量p̂F０.算符p̂的作用是使拉曼耦合系数变为其相

反数,即p̂Ωp̂－１＝－Ω.F０可表示为

F０＝
１ ０ ０
０ －１ ０
０ ０ １
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　　由于[p̂F０,H]＝０,能谱在Ω 和－Ω 时完全相

同,但是对应的本征态会发生改变:如果哈密顿量在
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Ω 时本征态为Φ,则哈密顿量在－Ω 时相应的本征

态变为F０Φ.由于两种情况的本征态不同,原子的

初态,即Ω 时的基态,不再是新的具有－Ω 的系统

的本征态,该初态产生的动力学演化便是颤动[１８].
在单粒子层面,颤动可以看成是包含所有自旋轨道

耦合能带的线性叠加,所以含颤动时演化的频率与

能带之间的能量差相关.就这个角度而言,颤动与

拉比振荡十分相似,但是与拉比振荡不同的是,颤动

在粒子占据数振荡的同时还伴随着粒子空间位置和

速度的振荡.

Engels实验团队的实验考虑的是两组分系统.
本文将分析三组分自旋轨道耦合.由于此时能谱为

三条,期待颤动会有三个不同的频率,频率的大小取

决于三条能带的两两能量差值.数值模拟颤动时,
需要求解含时薛定谔方程,即

i∂Ψ∂t ＝HΨ, (５)

式中:t为时间,其单位为ћ/ER;Ψ＝(Ψ１,Ψ２,Ψ３)T

为旋量波函数,Ψ１,Ψ２,Ψ３分别为旋量波函数的三

个组分.仿照Engels实验团队的实验,首先找到哈

密顿量在Ω 时的基态,然后以此基态作为初态代入

(５)式,通过数值演化－Ω 时的薛定谔方程.物理

上,Ω 和系统的规范势相关[２２],突然改变Ω 意味着

规范势含时,由量子力学可知:含时间的规范势会产

生有效电场,而电场作用在粒子上的电场力可以改

变粒子的准动量[２３].但是,实验结果显示:在很长

时间(＞１００ms)演化后原子的准动量都不会发生

改变[１８].考虑到原子自旋轨道耦合这一特点,在动

量空间中求解(５)式.设波函数为

Ψ(x,t)＝Φ(t)exp(ikxx), (６)
式中:kx为准动量,其量纲为kR.将试探波函数代

入(５)式,得到

i∂Φ
(t)
∂t ＝

k２
x
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δ
２＋２kx
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　　在计算的过程中,将原子的准动量kx固定为初

态的准动量.采用标准的龙格Ｇ库塔方法演化上述

方程.演化的结果如图３(a)所示,通过原子在第一

组分和第三组分占据的布居数差‹Fz›＝ Φ１
２－

Φ３
２随时间的演化来刻画颤动,其中Φ１和Φ３为原

子分别在波函数第一组分和第三组分的布居数.在

冷原子实验中,原子布居数差可以通过SternＧGlach

辅助的时间飞行方法测得[１８],原子的速度演化可以

通过海森堡方程由‹Fz›得到,即

‹υ̂x›＝
dx̂
dt＝－

i
ћ
‹[x̂,H]›＝２‹Fz›, (８)

式中:υ̂x为速度算符;x̂为位置算符;‹υ̂x›为速度算

符的平均值.
图３(a)的含时演化结果说明颤动不止包含一

个振荡频率,通过傅里叶变换,在频率空间中可以看

出颤动包含三个频率,如图３(b)所示.经验证,这
些频率就是固定kx后三条能带(图２所示的三个值

ω１,ω２,ω３)的两两差值,即ω３１＝ω３－ω１,ω２１＝ω２－
ω１,ω３２＝ω３－ω２.

图３ 原子颤动.(a)‹Fz›随时间演化;

(b)图３(a)的傅里叶变换

Fig．３ AtomicZitterbewegung敭 a Evolutionof‹Fz›

versustime  b FouriertransformofFig敭３ a 

４　简谐势的影响

在所有的超冷原子物理实验中都不可避免地存

在简谐束缚势,因为实验需要简谐势束缚冷原子.
在上文的分析中,并没有考虑束缚势对颤动的影响,
为了可以忽略其影响,特意选择很弱的束缚势.由

于简谐束缚势的强弱很容易在实验中调节,以下将

讨论如果束缚势不可以被忽略,其对颤动的影响.
由于存在简谐束缚势,总的哈密顿量可表示为

H′＝H ＋
１
２f２

xx２E, (９)

式中:x 为横坐标;fx为无量纲的简谐束缚势频率,
在束缚势存在时,其量纲为ћk２R/m.按照Engels实

验团队的实验[１８]激发原子颤动:首先找到总系统的
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基态,然后突然将Ω 改变为－Ω,最后跟踪波函数的

含时演化.为了达到此目的,需要解含时间薛定谔

方程:

i∂Ψ∂t ＝H′Ψ. (１０)

　　由于存在束缚势,准动量不再是一个好量子数,
不同于第３节动量空间演化的薛定谔方程.以下数

值计算,将采用标准的splitＧstep方法含时演化方程.
典型参数下的演化结果如图４所示,其中,δ＝

０．８ER,ϵ＝２ER,Ω＝１．５ER,fx＝０．０５ћk２R/m,图４
中标有１、２、３的圈点处对应的波函数如图５所示.
颤动在短时间内的幅度衰减是因为束缚势存在时,
初态波函数(Ω 下总哈密顿量的基态)为波包,如
图５(a)所示.该实空间中的波包在动量空间中也

是波包,说明该初态在动量空间中占据多个连续的

动量.文献[８]在两组分的自旋轨道耦合冷原子系

统中揭示,如果初态在动量空间中为波包,则颤动体

现为衰减.

图４ 存在简谐束缚势时的颤动

Fig．４ AtomicZitterbewegunginpresenceofharmonictrap

对于本文分析的三组分系统,颤动衰减的物理

图像可理解为在固定动量kx 时,哈密顿量 H 的三

条能带具有不同的群速度v,v＝∂E/∂kx,这里的E
为哈密顿量H 的其中任意一条能带.波包以群速

度运动,但是由于三条能带上的群速度不同,初态随

着时间演化为在空间分离的三个波包,如图５(b)所
示,其中,中心在x＝０处的波包主要来自于 H 的

最低能带,群速度为零,所以该波包中心不随时间改

变,而另外两个波包来自于 H 的其他两个能带,群
速度不为零,所以波包中心以各自群速度运动,这使

得三个波包在空间中的叠加区域随着时间的增加越

来越小,也就意味着波包之间的相干性越来越小.
由于颤动起源于三个能带的相干叠加,当波包之间

的相干性减小时,颤动幅度变小.如果三个波包空

间完全分离,颤动幅度变为零,即颤动消失.

图３所示为颤动在短时间内的衰减,但是颤动

在t＞１８ћE－１
R 后又开始振荡.这是因为以不同

群速度运动的两个波包在碰撞到束缚势后发生反

射,反射回来的波包与中心处的波包再次发生相干,
从而振荡恢复.图５(c)所示为反射回来的波包的

空间相干叠加.t＞４８ћE－１
R 后,颤动幅度又开始

衰减,说明第一次反射回来的波包的空间叠加区域

又开始减小,当它们再次碰撞到束缚后,发生第二次

反射.由于束缚势存在,波包周而复始地分离和聚

合,构成如图４所示的振荡.如果束缚势频率比较

小,分离的波包需要较长的时间才能传播到束缚势

边界,进而发生发射,所以恢复振荡需要较长时间.

图５ 波函数概率密度的空间分布.(a)t＝０ћE－１
R ;

(b)t＝１０ћE－１
R ;(c)t＝４０ћE－１

R

Fig．５Spacedistributionsofprobabilitydensityofwave

function敭(a)t＝０ћE－１
R ;(b)t＝１０ћE－１

R ;

　　　　　　(c)t＝４０ћE－１
R

５　结　　论

基于目前的冷原子物理实验,理论分析了三组

分自旋轨道耦合冷原子系统的颤动.本文的系统选

用一维自旋轨道耦合,较易在实验中实现.研究表

明,三组分的原子颤动的特征是具有多个振荡频率,
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这些频率对应固定kx后三条能带频率的两两差值,
即ω３１＝ω３－ω１,ω２１＝ω２－ω１,ω３２＝ω３－ω２.简谐

束缚势用于束缚冷原子,不可避免地存在于实验系

统中,它会保护颤动,使得振荡幅度不会为零.上述

分析进一步肯定了超冷原子系统是研究颤动的理想

平台.
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