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平面微透镜阵列的叠栅放大理论和实验研究
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摘要　平面微透镜阵列与匹配的微图案阵列叠合时,会产生叠栅效应,在微透镜阵列立体防伪技术和高精度测量

方面具有潜在的应用价值.基于游标叠栅效应原理建立了叠栅图案的放大倍数和方向与微图案阵列层、平面微透

镜阵列层矢量之间的关系式,即叠栅图案相对于微图案的放大倍数约等于微透镜阵列周期矢量与平面微透镜阵

列、微图案阵列周期矢量差的比值,该公式能够预测微图案映射的位置和大小.采用孔径边长为０．３mm、周期为

０．３１５mm的方形孔径平面微透镜阵列与不同周期、角度的微图案贴合进行验证,叠栅图案的位置、大小的实验结

果与理论预测一致.
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Abstract　The moiréeffect whichcanexpandattractiveapplicationinthestereoscopicantiＧcounterfeiting
technologyandhighＧprecisionmeasurementofthemicroＧlensarray willoccurwhentheplanarmicroＧlensarrayis
overlappedwiththematching microＧpatternarray敭Therelationshipbetweenthemagnificationfactorandthe
directionofthemoirépatternandthevectorsofthemicroＧpatternarraylayerandtheplanarmicroＧlensarraylayeris
obtainedbasedontheprincipleoftheverniermoiréeffect敭Consequently themagnificationofthemoirépattern
relativetothemicroＧpatternarrayisfoundtobeapproximatelyequaltotheratiooftheperiodicvectorofthemicroＧ
lensarraytothedifferenceofperiodicvectorsoftheplanarmicroＧlensarrayandthemicroＧpatternarray敭The
formulacanpredictthepositionandsizeofthemicroＧpatternmapping敭Forverification thesquareapertureplanar
microＧlensarraywithanaperturesidelengthof０敭３mmandaperiodof０敭３１５mmisappliedtothemicropatterns
withdifferentperiodsandangles敭Theexperimentalresultsofthelocationandsizeofthemoirépatternsare
consistentwiththetheoreticalpredictions敭
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１　引　　言

叠栅条纹是１８世纪法国研究员莫尔首先发现

的一种光学现象,其在高精度测量、图像处理、信号

细分和立体防伪等领域均得到广泛应用[１Ｇ３].基于

微透镜阵列的叠栅放大就是将微透镜阵列以合适角

度放置于微图案阵列上方,观察者会观察到叠栅条

纹的放大和动态变化[４Ｇ５].
目前,已经有很多方法来探索叠栅的放大规律,

例如阴影成像法[６]、序数方程法[７]、游标叠栅效应

法[８]、光谱轨迹法[９]和傅里叶变换法[１０]等.１９９４年,

Hutley等[８]研究了四边形排列的微透镜与微图案阵

列合成的叠栅图案放大,构建了放大系数和方向的数

学模型.１９９８年,Kamal等[１１]研究讨论了直立和倒

置叠栅条纹放大的条件.１９９８,Amidror等[１２]基于傅

里叶的方法,将叠栅条纹描述为两个光栅各自光谱

的卷积.２０１４年,殷贵坤等[１３]将方形孔径平面微透

镜阵列元和对应的微图案阵列元之间的间隔视为两
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个二维的栅线簇,并建立了方形孔径平面微透镜阵

列的放大理论模型.２０１７年,Zheng等[１４]将傅里叶

变换和光谱方法相结合,研究一种平面微透镜阵列

基于传递矩阵的叠栅放大理论模型.
本文以游标叠栅效应原理[８]为基础,通过微图

案阵列和微透镜阵列的方向、几何布局和周期,来计

算合成的叠栅图案的位置和大小.

２　基本原理

基于游标叠栅效应原理[８],透镜的作用就是对

微图案阵列进行采样,并用焦点处与微图案阵列相

关的信息填充透镜的孔径.如果透镜阵列与微图案

阵列间距完全相同,且孔径对准,所有透镜将观察到

对应微图案的相同区域,这就对应于一个“散开”的
边缘,即无穷大.当两个阵列的周期略有不同时,则
每个透镜将观察到在其下方的微图案上相邻的区

域,并在其上方观察到建立的微图案采样图像.当

透镜阵列与微图案阵列相差一个周期时(对应一个

叠栅条纹),采样过程将再次开始.
假设在第n 个微透镜时,透镜阵列与微图案阵

列相差一个周期,因此

na＝(n＋１)b, (１)

n＝
b

a－b＝
a
Δ
, (２)

式中:a 为微透镜阵列周期;b 为微图案阵列周期;n
为叠栅图案相对于微图案的放大倍率;a≈b,Δ＝
a－b,叠栅图案相对于微图案的放大倍率为a/Δ.

由此可见,放大倍数随着阵列间距趋于零而趋于无

穷大,而无限放大相当于一个散开的叠栅条纹.
当透镜阵列和微图案阵列具有相同的间距,且

一个阵列相对于另一个阵列旋转时,也会出现叠栅

条纹.如果转向角为θ,周期为a,则每个阵列在另

一个阵列轴上的投影周期为acosθ.周期差为

Δ＝(１－cosθ)a. (３)
放大倍率约为

a
Δ ＝

１
１－cosθ

. (４)

３　二维平面微透镜阵列叠栅放大理论
分析

如图１所示,假设平面微透镜阵列、微图案阵列

和叠栅图案周期用原始向量[r１,r２]、[b１,b２]和
[m１,m２]表示.其中r１ 为平面微透镜阵列的横向

周期矢量;r２ 为平面微透镜阵列的纵向周期矢量;

b１ 为微图案阵列的横向周期矢量;b２ 为微图案阵列

的纵向周期矢量.由图１可知,在笛卡儿坐标系中,
平面微透镜阵列和微图案阵列在ex、ey 方向的周期

可 表 示 为
r１cosθ r２cos(θ＋β)

r１sinθ r２sin(θ＋β)
é
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ê
ê

ù

û

ú
ú

和

b１ b２cosα
０ b２sinα
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ê
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û

ú
ú
,根据游标叠栅效应原理,叠栅图案

相对于微图案的放大倍数约等于微透镜阵列周期矢

量与平面微透镜阵列和微图案阵列周期矢量差的比

值,即
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, (５)

图１ 平面微透镜阵列叠栅放大示意图[１４].(a)二维图像叠栅放大示意图;(b)各变量定义图

Fig．１ SchematicofmoirémagnificationwithplanarmicroＧlensarray １４ 敭 a SchematicoftwoＧdimensional
imagemoirémagnification  b definitiondiagramofeachvariable
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式中:平面微透镜阵列矢量r１、r２ 之间的夹角为β;θ
为旋转角;α为微图案矢量b１、b２ 之间的夹角;φ 为

叠栅图案阵列矢量m１,m２ 之间的夹角;γ 为叠栅图

案阵列转向角.
根据(５)式可得

K１＝
|m１|
|b１|＝

|r１| |r２|２sin２β＋|b２|２sin２α－２|r２||b２|sinαsinβcosθ
||r１||r２|sinβ＋|b１||b２|sinα＋|r１||b２|sin(θ－α)－|b１||r２|sin(θ＋β)|

,

(６)

K２＝
|m２|
|b２|＝

r２ r２１sin２β＋|b１|２sin２α－２|r１||b１|sinαsinβcos(α－β－θ)
||r１||r２|sinβ＋|b１||b２|sinα＋|r１||b２|sin(θ－α)－|b１||r２|sin(θ＋β)|

,

(７)

cosγ＝
|b２|sinαcosθ－|r２|sinβ

|r２|２sin２β＋|b２|２sin２α－２|r２||b２|sinαsinβcosθ
, (８)

sinγ＝
|b２|sinαsinθ

|r２|２sin２β＋|b２|２sin２α－２|r２||b２|sinαsinβcosθ
, (９)

cos(γ＋φ)＝
|b１|sinαcos(θ＋β)－|r１|cosαsinβ

|r１|２sin２β＋|b１|２sin２α－２|r１||b１|sinαsinβcos(α－β－θ)
, (１０)

sin(γ＋φ)＝
|b１|sinαsin(θ＋β)－|r１|sinαsinβ

|r１|２sin２β＋|b１|２sin２α－２|r１||b１|sinαsinβcos(α－β－θ)
, (１１)

式中:K１为叠栅图案阵列矢量m１ 与其对应微图案

阵列矢量b１ 的长度比;K２为叠栅图案阵列矢量m２

与其对应微图案阵列矢量b２ 的长度比.

４　实验分析

采用孔径边长为０．３mm,近邻方形孔中间距为

０．３１５mm 的方形孔径平面微透镜阵列(|r１|＝
|r２|＝０．３１５mm,β＝９０°)与不同周期的微图案相

贴合,观察叠栅图案的显示效果,计算叠栅图案的放

大倍率和转向角的理论值与实验值.
研究微图案横纵周期作相同变化时,平面微透

镜阵列对不同周期微图案阵列的放大效果.因此制

作周期不同的微图案阵列,微图案单元为边长为

１２７μm的正方形,α＝９０°,实验结果如图２所示.
其中,图２(a)为微图案横纵周期作相同变化时,叠
栅图案的显示效果图,从左到右,从上到下微图案阵

列周期依 次 为３０５,３０６,３０７,３０８,３０９,３１０,３１１,

３１２,３１３,３１４,３１５,３１６,３１７,３１８,３１９,３２０,３２１,３２２,

３２３,３２４μm.其中,由于微图案阵列周期为３１３μm
时,叠栅图案放大倍率为无穷大,所以图中未列出微

图案阵列周期为３１３μm 时,叠栅图案放大倍率的

理论值与实验值).
研究微图案横纵周期相同且不变时,平面微透

镜阵列在不同角度下对微图案阵列的放大效果和叠

栅图案的偏转角度.因此制作的微图案阵列|b１|＝
|b２|＝０．３１０mm,α＝９０°,微图案单元为边长为

图２ 微图案周期作相同变化时,叠栅图案的实验图.(a)叠栅图案显示效果图;(b)叠栅图案放大倍率理论值与实验值的对比图

Fig．２ ExperimentalresultsofmoirépatternwhenperiodofmicroＧpatternchangesinthesameway敭 a Moirépattern
displayeffect  b comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofmoirépatternmagnificationfactor
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１２７μm的正方形,实验结果如图３所示.其中,
图３(a)为微透镜转向角θ变化时,叠栅图案的显示

效果图,从左到右、从上到下微透镜转向角θ依次为

１４°,１３°,１２°,１１°,１０°,９°,８°,７°,６°,５°,４°,３°,２°,１°,

０,－１°,－２°,－３°,－４°,－５°,－６°,－７°,－８°,－９°,

－１０°,－１１°,－１２°.

图３ 微透镜转向角θ变化时,叠栅图案的实验图(|b１|＝|b２|).(a)叠栅图案显示效果图;(b)叠栅图案放大倍率理论值与

实验值的对比图;(c)叠栅图案转向角γ理论值与实验值的对比图

Fig．３ExperimentalresultsofmoirépatternwhenrotationangleofmicroＧlensθchanges |b１|＝|b２| 敭 a Moirépattern
displayeffect  b comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofmoirépatternmagnificationfactor 
　　　　 c comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofrotationangleγofmoirépattern

　　研究微图案横纵周期单独变化时,平面微透镜

阵列对不同周期的微图案阵列的放大效果.制作不

同周期的微图案阵列,微图案单元为边长１２７μm
的正方形,α＝９０°,实验结果如图４所示.其中,
图４(a)为微图案横向周期|b１|＝３０５μm、纵向周期

|b２|变化时,叠栅图案的显示效果图,从左到右、从
上到下微图案阵列周期依次为３１７,３１９,３２１,３２３,

３２５,３２７,３２９,３３１,３３３μm.图４(b)为微图案纵向

周期|b２|＝２９７μm、横向周期变化|b１|时,叠栅图

案的显示效果图,从左到右、从上到下微图案阵列周

期依 次 为３２１,３２３,３２５,３２７,３２９,３３１,３３３,３３５,

３３７μm.
研究微图案横纵周期不同时,平面微透镜阵列

在不同角度下对微图案阵列的放大效果和叠栅图案

的偏 转 角 度.因 此 制 作 微 图 案 阵 列|b１|＝
０．３３３mm、|b２|＝０．２９７mm、α＝９０°,微图案单元为

边长１２７μm的正方形,实验结果如图５所示.其

中,图５(a)为微透镜转向角θ变化时叠栅图案的显

示效果图,从左到右、从上到下微依次为７°,６°,５°,

４°,３°,２°,１°,０°,－１°,－２°,－３°,－４°,－５°,－６°,

－７°.其中,由于微透镜转向角θ为－３°和３°时,由
于叠栅图案放大倍率太大,在５cm×５cm 的测试

文件中无法获得一个完整的叠栅图案,无法进行测

量,所以图５(b)、(c)、(d)中未列出微透镜转向角θ
为－３°和３°时,叠栅图案放大倍率转向角γ 和转向

角与跨距角之和γ＋ψ 的理论值与实验值.
由图２~５可知,建立二维叠栅图案放大关系式

的理论值与实验值基本相同,且误差较小,证明此理

论分析的正确性与合理性.

５　结　　论

基于游标叠栅效应原理建立了二维平面微透镜

阵列叠栅放大的关系式,且叠栅图案相对于微图案

的放大倍数约等于微透镜阵列周期矢量与平面微透

镜阵列、微图案阵列周期矢量差的比值.该关系式

可根据平面微透镜阵列和微图案的方向、几何布局

和周期计算合成叠栅图案的位置和大小.经实验

验证,发现叠栅图案方向和大小的实验值和理论值
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图４ 微图案横、纵周期单独变化时,叠栅图案实验结果.(a)微图案纵向周期|b２|变化时,叠栅图案显示效果图;(b)微图

案横向周期|b１|变化时,叠栅图案显示效果图;(c)微图案纵向周期|b２|变化时,叠栅图案 放大倍率 K２ 理论

　　值与实验值的对比图;(d)微图案横向周期|b１|变化时,叠栅图案放大倍率K１ 理论值与实 验值的对比图

Fig．４ Moirépatternexperimentresultswhenthelateralandlongitudinalperiodsofthe microＧpatternarechanged
separately敭 a MoirépatterndisplayeffectwhenthelongitudinalperiodofmicroＧpattern|b２|changes  b moiré

patterndisplayeffectwhenthelateralperiodofmicroＧpattern|b１|changes  c comparisonbetweentheoreticaland
experimentalvaluesofmoirépatternmagnificationK２whenthelongitudinalperiodofmicroＧpattern|b２|changes 

 d comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofmoirépatternmagnificationK１ whenthelateral

　　　　　　　　　　　　　　　　　periodofmicroＧpattern|b１|changes

图５ 微透镜转向角θ变化时,叠栅图案的实验图(|b１|≠|b２|).(a)叠栅图案显示效果图;(b)叠栅图案放大倍率 K１ 理

论值与实验值的对比图;(c)叠栅图案转向角γ 理论值与实验值的对比图;(d)叠栅图案转向角与跨距角之和γ＋φ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　理论值与实验值对比图

Fig．５ExperimentalresultsofmoirépatternwhenrotationangleofmicroＧlensθchanges |b１|≠|b２| 敭 a Moirépattern
displayeffect  b comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofmoirépatternmagnificationfactorK１ 

 c comparisonbetweentheoreticalandexperimentalvaluesofrotationangleγofmoirépattern  d comparison
　betweentheoreticalandexperimentalvaluesofsumofrotationangleandspannedangleγ＋φofmoirépattern
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相吻合.该关系式丰富了平面微透镜阵列的理论内

容,可直接用于设计不同的裸眼３D显示效果,在一

定程度上推动了叠栅效应在微透镜阵列立体防伪技

术和高精度测量之间的结合应用.
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