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摘要　偏折术中的几何结构标定误差是制约低阶面形测量精度的主要因素.分析几何结构标定中校直误差与平

面镜低阶面形测量误差之间的关系,给出描述校直误差与面形测量误差之间关系的灵敏度方程和权重因子,并通

过模拟和实验结果对其进行验证.结果表明,校直误差会在面形测量结果中引入倾斜、离焦、像散和彗差等像差

项,且面形测量误差与校直误差成正比.本研究有助于选择合适的偏折术系统结构,以提高低阶面形测量精度,同
时可为偏折术测量中面形误差的评估和分析提供理论指导.
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１　引　　言

大口径平面光学元件在天文光学和空间光学等

领域有着越来越广泛的应用,这使得对反射镜面形

的加工和检测要求也越来越严格[１Ｇ４].目前,常用的

大口径平面镜检测方法有大口径干涉仪检测法、子
孔径拼接法、瑞奇Ｇ康芒检测法和五棱镜扫描检测法

等[３Ｇ４],但这些检测方法很难同时满足光学系统对检

测的成本、效率和精度的要求.近年来,偏折术[５]作

为一种全口径的斜率测量技术,以动态范围大、灵敏

度高、装置灵活和成本低等优点引起了研究人员的

广泛关注.国内外很多学者均对偏折术进行了研

究[６Ｇ８],并将其成功应用在很多领域,例如大口径天

文望远镜的面形检测[９Ｇ１０]、X射线反射镜检测[１１]和

变形镜检测等[１２].最近,四川大学的Chen等[１３]将

偏折术与拼接方法相结合,为解决大口径平面镜面

形的高精度检测提供一种新途径.
由于偏折术测量系统只需使用显示器和相机就

可对被测反射面进行测量,这使得偏折术的面形(尤
其是低阶面形)测量精度高度依赖于系统的几何结
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构标定精度[１４].若要获得高精度的测量结果,要么

采用高精度测量工具(如激光跟踪仪)对系统进行严

格的标定,要么使用新的标定算法[６,１５Ｇ１６].上述标

定手段虽可以使系统的几何结构标定误差显著减

小,但如何简便地确定几何结构标定误差与面形测

量误差之间的关系,仍是一个亟需关注和解决的问

题.在笔者之前的工作[１６]中,讨论了面形测量结果

受偏折术系统各组成部分中几何结构标定平移误差

的影响,本文将针对几何结构标定的校直误差进行

更进一步的研究.
针对偏折术系统中由校直误差导致的显示器和

被测镜平面相对于其理想位置(或名义位置)存在倾

斜和旋转等问题,本文将从数学模型、理论分析和实

验测量三个方面对上述问题进行研究,并给出描述

校直误差与面形测量误差之间关系的灵敏度方程和

权重因子,所得结果可用于辅助几何结构的标定,并
对偏折术系统标定进行快速评估,为偏折术测量结

果的分析提供理论指导.

２　偏折术原理

２．１　基本原理

偏折术测量系统用一台显示器来显示编码的正

弦条纹,用一台相机对被测面进行成像,最后可获得

经被测面面形调制后的正弦条纹图,再通过相移算

法计算出显示器各像素位置所对应的相位值.根据

显示器在世界坐标系下的位置及显示器的像素尺

寸,就可将相位值转换为世界坐标值.测量平面反

射镜面形的实验光路结构如图１所示.为了便于进

行系统标定,使被测平面镜与显示器平面保持平行.
将显示器上的某个点光源S(xs,ys,zs)发出的光线

被对应的被测面上点 M(xm,ym,zm)反射后,再通

过相机的外置针孔C(xc,yc,zc),最后可在相机的

CCD靶面上得到其对应的像.也可以认为CCD靶

面上某个像素点“发出”的光线经过针孔C,接着由

被测面上的M 点反射到显示器上的S 点,而被测面

上的各M 点就是被CCD像素划分形成的子孔径或

“镜像素”.

图１ 偏折术实验装置的原理图

Fig．１ Principleofexperimentalsetupusingdeflectometry

以被测面的中心位置O 为原点,以被测面在O
点的切平面为xOy 面(称为标定平面),建立世界坐

标系.当被测镜的面形形状w(xm,ym)远小于标

定平面与相机或显示器之间的距离时,即 w(xm,

ym)≪zm２s或w(xm,ym)≪zm２c,根据三角测量原

理,被测面上M 点的斜率可表示为[９]
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式中:zm２s和zm２c分别为标定平面到显示器像素点

和相机针孔的z方向距离.

２．２　几何结构的校直误差

２．２．１　显示器绕坐标轴旋转时的面形测量误差

假设显示器平面相对于其理想位置存在绕x、

y、z坐标轴旋转的校直误差,分别对应角度θx、θy、

θz,如图２所示.

图２ 显示器绕坐标轴旋转.(a)绕x 轴旋转;(b)绕y 轴旋转;(c)绕z轴旋转

Fig．２ Screenrotatingaboutaxes敭 a Rotatingaboutxaxis  b rotatingaboutyaxis  c rotatingaboutzaxis
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　　显示器的校直误差会导致实际的显示器坐标

S′(x′s,y′s,z′s)与理想的显示器坐标S(xs,ys,zs)
不同,其位置误差(Δxs,Δys,Δzs)决定了被测面的

斜率误差(Δwx,Δwy).当显示器与被测面的距离

足够长,且zm２s≫Δzs 时,利用(１)式可得到

Δwx(xm,ym)＝
１
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　　对于显示器绕x 轴或y 轴倾斜,实际和理想的

显示器坐标位置同在一条由被测面“镜像素”M 点

“发出”的光线上,根据三角形相似,可计算出显示器

的坐标位置误差(Δxs,Δys,Δzs).再结合(２)式以

及矢量场理论,就可得到校直误差θx、θy 与面形误

差ϕ 的关系式,即灵敏度方程

ϕ≈
tanθx

２z２m２s
３a(a－１)
８

(y３m ＋ymx２m)＋
(３a－２)by

２
[px２m ＋(１－p)y２m]＋qabxxmym ＋(b２y ＋r２)ym ＋r１xm{ },

(３)

ϕ≈－
tanθy

２z２m２s
３a(a－１)
８

(x３m ＋xmy２m)＋
(３a－２)bx

２
[(１－p)x２m ＋py２m]＋qabyxmym ＋(b２x ＋r２)xm ＋r１ym{ },

(４)

式中:a＝１＋zm２s/zm２c,bx＝－xczm２s/zm２c,by＝
－yczm２s/zm２c;系数p、q、r１、r２为与几何结构有

关的常数项.从(３)和(４)式可看出:校直误差与

z２m２s成反比,同时与zm２s/zm２c及针孔的横向位置坐

标(xc,yc)有关;当校直误差θ 的值很小时,使得

tanθ≈θ,此时面形误差与校直误差成正比.
当显示器绕z 轴作面内旋转时,虽然被测面

“镜像素”M 点所对应的显示器像素在世界坐标系

下的位置并未发生改变,但在实际测量中得到旋转

坐标系下的显示器坐标S′(x′s,y′s,z′s),则计算出显

示器的坐标位置误差(Δxs,Δys,０)所对应的斜率误

差是一个旋度矢量,如图３所示.

图３ 显示器绕z轴旋转时的斜率误差矢量图

Fig．３ Vectormapofslopeerrorwhenscreen
rotatesaboutzaxis

由于标量函数的斜率矢量应为无旋场,所以此

时旋度矢量的斜率误差并不对应某个标量函数,也
就是说其不会在面形测量结果中引入误差.图３可

以说明校直误差是偏折术斜率测量结果中旋度矢量

误差的一个来源.

２．２．２　被测面绕坐标轴旋转时的面形测量误差

CCD相机的像素与显示器坐标之间的对应关

系可通过相移算法得出,而CCD相机的像素与被测

面“镜像素”之间的对应关系需要通过预标定精确地

得到.当被测面可接触时,可通过在被测面上放置

标记点来对被测面的坐标位置进行标定;当被测面

不可接触时,需要通过对相机每个像素发出的光线

方向进行预标定[６].
假设在实际测量时,被测平面镜的姿态相对于

预标定时的姿态存在绕x 轴、y 轴、z轴旋转的校直

误差,这些误差分别对应角度θx、θy、θz.当被测镜

发生了面内旋转,即存在校直误差θz时,测量得到

的面形相比理想面形也有相应的旋转,但这并不影

响其面形的峰谷(PV)值和均方根(RMS).当被测

平面镜发生绕x 轴或y 轴的倾斜,就会使得显示器

面上的坐标位置发生变化,这种情况可以等效地看

作是显示器绕x 轴或y 轴倾斜与相机光线方向预

标定误差的叠加.

０８１２００１Ｇ３
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３　实　　验

３．１　数值模拟

在ZEMAX软件中建立偏折术测量模型以进

行光线追迹,对显示器和被测镜校直误差导致的面

形误差进行计算,并将计算结果与根据灵敏度方程

计算得到的结果进行对比分析.
假设偏折术系统模型的几何结构如下:被测反

射面半径为５６mm,被测面中心坐标为(０,０),相机

针孔坐标为(－１３４mm,３６mm),被测面与相机和

显示 器 之 间 的z 坐 标 距 离 分 别 为１７６６ mm 和

１８１１mm.通过 计 算 可 得 灵 敏 度 方 程 中 的 p≈
０．２５２和q≈０．５.由于系数r１和r２只决定了倾斜面

形误差,而在面形测量中,倾斜项通常会被扣除,因
此在这里不讨论系数r１和r２.当显示器存在绕x
轴或y 轴倾斜１°的校直误差时,分别计算由灵敏度

方程和ZEMAX模型计算得到的面形误差,并对两

者结果求差,结果如图４所示.图４表明,两者结果

相差很小,可以证明灵敏度方程的正确性.
在确定偏折术系统的几何结构后,根据灵敏度

方程就可计算出校直误差θ对面形测量结果中各个

Zernike低阶像差项系数C 的贡献情况,这里使用

权重因子k来对这一关系(C＝kθ)进行表示.表１
列出了偏折术系统中校直误差所对应的权重因子,
其中RSS表示一组数据的平方和的平方根.从表１
中可以看出,当偏折术系统中存在校直误差时,离
焦、像散和彗差等Zernike像差项是主要的面形误

差.此外,在上述偏折术系统中,绕x 轴倾斜的校

直误差所引入的面形误差要小于绕y 轴倾斜的校

直误差所引入的面形误差,因此应对系统中的左右

倾斜校直误差进行更严格的控制.而在实际的实验

中,系统中的校直误差通常小于１°,因此校直误差引

入的面形误差(不含倾斜面形时)通常为亚微米量级

(RMS),甚至更小,且面形误差与校直误差成正比.

图４ 显示器绕坐标轴倾斜时灵敏度方程与ZEMAX模型得到的面形误差结果之差.(a)绕x 轴旋转;
(b)绕y 轴旋转;(c)Zernike系数

Fig．４ DifferencebetweensurfaceerrorscalculatedbysensitivityequationandZEMAXmodelwhenscreentiltsaboutaxes敭

 a Rotatingaboutxaxis  b rotatingaboutyaxis  c Zernikecoefficient

表１ 偏折术系统中校直误差的权重因子

Table１ Weightfactorkofalignmenterrorindeflectometrysystem

Alignmenterror
k/[nm(°)Ｇ１]

C４(defocus) C５(４５°astigmatism) C６(０°astigmatism) C７(yＧcoma) C８(xＧcoma)
RSS

θx

θy

－９０．７７１
－３３８．５５４

２３７．８８５
６３．７８０

６３．６７１
－２３７．４７８７

４２．９１５
—

—

－４２．９１５
２６５．９４０
４２０．６２４

３．２　实验结果

搭建偏折术的实验光路,使系统的几何结构

与数值 模 拟 部 分 相 同.CCD 相 机 的 分 辨 率 为

１２９６pixel×９６６pixel,焦距为１６mm;显示器的分

辨率为１６００pixel×１２００pixel,尺寸为４３２mm×
３２４mm.在实验中,使用电控旋转台引入校直误

差θy.若沿着同一个方向不断引入一定的校直误

差θy后,测量得到的面形结果会随着校直误差的

引入而发生变化,实验装置和结果如图５所示.
图５给出了１０次(test１~test１０)不同校直误差所

对应 的 测 量 结 果,并 比 较 了 面 形 结 果 对 应 的

Zernike系数的变化.从图５中可以看出,随着校

直误差的不断增大,Zernike的第５项系数将不断

减小,而第６项和第８项系数将不断增大,结果与

灵敏度方程的模型相符.在实验中,电控旋转台

引入的旋转角度很小(约为０．０１°),这里将使用脉

０８１２００１Ｇ４
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冲数来产生倾斜角度.由于脉冲行程很小,而产

生的实际旋转角度会存在偏差,相邻两次实验所

增加的倾斜角度并不是一个定值,所以相邻两次

测量结 果 的 第５、６、８项 Zernike系 数 的 变 化 量

ΔC５、ΔC６、ΔC８并不是常量.
由于在实际的偏折术系统测量中无法准确获得

几何结构校直误差的准确值,所以对两次测量的

Zernike系数的第５项和第６项的相对变化量ΔC５

和ΔC６进行研究.在相邻的两次测量中,引入校直

误差θx和θy,可计算出相邻两次测量的ΔC５和ΔC６

的比值,如表２所示,其中test２Ｇ１表示第２次测量

与第１次测量结果之差.同时,根据表１所列出的

权重因子可计算得出,当存在校直误差θx时,ΔC５∶
ΔC６＝２３７．８８５∶６３．６７１≈３．７３６;而存在校直误差θy

时,ΔC５∶ΔC６＝６３．７８０∶(－２３７．４７８７)≈－０．２６９.
并将该结果与表２进行对比,可以看出两者虽然有

差异,但吻合得很好.该比值的差异是因为引入绕

x 轴(或y 轴)倾斜的校直误差时,会不可避免地引

入很小的绕y 轴(或x 轴)倾斜的校直误差.此外,
由于随机噪声的存在,图５中Zerinke系数的第９~
２０项系数发生了无规律的变化,这说明随机噪声也

是实验值与理论值之间差异的影响因素.

图５ 实验装置和实验结果.(a)实验装置;(b)第５、６项Zernike系数;(c)第７~２０项Zernike系数

Fig．５ Experimentalsetupandexperimentalresults敭 a Experimentalsetup  b Zernikecoefficientsofthe５th ６thterms 

 c Zernikecoefficientsofthe７thＧ２０thterms

表２ 相邻两次测量结果第５项和第６项Zernike系数差的比值

Table２ RatioofZernikecoefficientdifferenceofZ５andZ６intwoadjacentmeasurements

Error Test２Ｇ１ Test３Ｇ２ Test４Ｇ３ Test５Ｇ４ Test６Ｇ５ Test７Ｇ６ Test８Ｇ７ Test９Ｇ８ Test１０Ｇ９

θx ３．７１９ ３．１２５ ３．８０３ ３．５７９ ３．４９６ ３．２９８ ３．７３３ ３．４６１ ４．２４２

θy －０．２７８ －０．２６６ －０．２６９ －０．２６ －０．２７５ －０．２６８ －０．２７４ －０．２６４ －０．２７４

４　结　　论

偏折术系统中的几何结构标定精度是制约低阶

面形测量精度的重要因素,其中系统校直误差主要

会引入倾斜、离焦、像散和彗差等像差项.因此研究

了校直误差对平面镜面形测量结果的影响,并提出

了描述几何结构标定中的校直误差与面形误差之间

确切函数关系的灵敏度方程和权重因子,从而验证

了灵敏度方程和权重因子的正确性和实用性.通过

使用灵敏度方程和权重因子可以对某一偏折术结构

对应的几何结构灵敏度进行估计,有助于在几何结

构标定中有目的地对某些误差参量进行控制,同时

为偏折术测量结果的分析提供了理论指导.下一步

的工作将根据灵敏度方程和权重因子得出几何结构

以标定误差的大小,并通过分离和扣除由几何标定

误差引入的面形误差,来校正偏折术的面形测量

０８１２００１Ｇ５
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结果.
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