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基于 Mojette频域最小冗余覆盖的有限角度
计算机层析成像重建
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摘要　基于 Mojette投影变换的空域与频域性质,提出频域最小冗余覆盖的有限角度计算机断层成像(CT)重建算

法.其中频域最小冗余覆盖即空域投影采样最少,也就是重建图像的投影数目最少、效率最高.通过研究发现了

Mojette投影数据在其频域上的等效关系,将投影压缩在有限角度范围内,实现了有限角度CT图像重建.实验结

果表明利用所提方法可得到较好的重建结果.
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１　引　　言

在计算机断层成像(CT)领域中,经常遇到不完

全数据重建问题,如为了降低辐射剂量采用稀疏角

度采样、受扫描空间限制部分角度无法采集等.在

CT成像过程中,不完全投影数据可分为两类:１)稀
疏投影采样;２)有限角度投影采样.因此,针对特定

CT成像问题的不同数据缺失条件,设计与之契合

的重建算法,以获得满足需要的重建效果具有重要

意义.除了不完全投影数据问题,直接采用近似连

续Radon变换为基础的重建方法往往很难在极少

角度采样的情况下获得较好的结果,因此需要寻找

可以直接应用在离散域上的少角度采样重建方法.

１９７８年 Katz[１]从离散 几 何 的 角 度 出 发,给 出 了

Radon变换在离散域上精确重建原信号的理论,它
与１９９５年 Herman[２]提出的迭代算子方法共同构

成了 Mojette变换[３].由于 Mojette变换基于离散

几何,故可以精确重建数字化的欠采样投影,克服了

Radon逆变换所带来的病态性问题.在满足 Katz
定理的条件下,Mojette变换能够在离散域内精确

重建原信号,并能得到精确重建所需的投影方向和

最少投影角度的数目.Katz定理也是目前唯一从

理论上证明了能够从极少角度的离散投影数据上精

确重建原数字图像的数学定理.
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为了解决基于 Mojette变换的不完全角度CT
重建问题,２００５年Servières等[４]从离散采样几何

的角度出发,提出了共轭梯度 Mojette重建算法,并
通过最小二乘法实现逆问题的求解.共轭梯度

Mojette重建算法在每次迭代中更新一次重建图

像,但仍然需要大量的投影数据,才能保证较少的图

像重建迭代次数,从而可以以更快的收敛速度获得

最优解.２００６年Normand等[５]改进了从边角向中

间逐步解算的传统 Mojette重建算法,该方法定义

了从起始点到目的地的不同重建路径,简化了重建

过程,但是对投影的方向没有限定.２０１４年Svalbe
等[６]提出了直接反投影的重建方法,构建了一个与

反投影数据相关的权重函数去规则化点扩展函数,
该方法的目的是将投影的数目减少到Katz定理限

制的最少投影数目.Kingston等[７Ｇ８]基于 Mojette
投影数据的一维傅里叶变换,利用快速傅里叶逆变

换重建图像,得到了复杂度较小的快速重建算法,并
给出图像重建的一组投影集,这些投影的一维傅里

叶变换能以较小的频谱冗余覆盖图像频域.２０１７
年Jiang等[９]提出了基于最优重建路径的 Mojette
重建算法,该方法在Katz定理所约束的最少投影数

目的基础上,仅增加了几个投影,极大地减少了图像

重建的迭代次数,但稀疏投影角度分布在[０,π]范
围内.

综上,目前在基于 Mojette变换的不完全角度

CT重建方法中,仅有在稀疏角度情况下完成图像

重建的算法.作为另一类典型的不完全数据重建问

题,有限角度投影采样的缺失程度虽然不比稀疏投

影采样严重,但在相等的数据采样量下,其重建的困

难性远大于稀疏投影采样的重建困难性.一般地,
针对稀疏角度采样问题的重建方法都可以应用到有

限角度投影采样问题;然而在连续角度范围内,该方

法因数据缺失,求逆问题严重病态,对采样缺失方向

上重建图像信息的求解往往十分困难,因此有必要

研究特定的求解策略[１０].
本文提出基于频域最小冗余覆盖的有限角度CT

重建算法.该算法首先建立Mojette投影数据的一维

傅里叶变换与重建图像的二维傅里叶变换之间的映

射关系,推导出Mojette变换的离散傅里叶切片定理.
鉴于离散傅里叶切片位于直角坐标系下的二维傅里

叶空间,本文利用基于特殊离散几何关系的频点等效

方法,有效解决频域中沿切片方向分布的频点冗余的

问题,同时避免了在相同频点上的重复采样.由于这

种离散几何关系确定了切片方向及切片上频点分布,
故本文设计了频域最小冗余覆盖方案,从覆盖频域的

最优切片组合中找到空域上最优投影采集的方向,从
而减少空域中的采样数量.由于离散频域的周期性,
部分切片会经过相同频点,那么所对应的投影可视为

等效投影,本文将最优投影矢量集等效到有限角度范

围内,以实现有限角度范围内的采样.

２　离散傅里叶切片定理

傅里叶切片定理是基于Radon变换的CT系统

实现断层重建的重要理论基础,它给出了Radon变

换下投影数据的一维傅里叶变换与重建图像的二维

傅里叶变换之间的关系,指出了投影数据的傅里叶

变换可以对图像频域进行插值覆盖.傅里叶切片定

理表述如下:在投影角度为θ时,重建图像f(x,y)
的Radon投影数据的一维傅里叶变换(１DDFT),
等于图像f(x,y)二维傅里叶变换(２DDFT)域上

方向角为θ的一条直线,如图１所示.其中,R(s,

θ)为在投影方向与水平方向夹角为θ时图像f(x,

图１ 傅里叶切片定理.(a)投影方向与水平方向夹角为θ时获得的投影R(s,θ);(b)夹角θ所对应的傅里叶切线

Fig．１ Fourierslicetheorem敭 a ProjectionR s θ whenanglebetweenprojectiondirectionandhorizontaldirectionisθ 

 b Fourierslicecorrespondingtoangleθ
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y)的投影,可表示为

R(s,θ)＝∫
¥

－¥
∫

¥

－¥

f(x,y)δ(xsinθ＋ycosθ－s)dxdy,

(１)

式中:s为投影射线与探测器的交点位置,s＝xcosθ
＋ysinθ;δ(m)为狄拉克函数,当m＝０时,δ(m)＝
１,其 他 为０.投 影 数 据 的 一 维 傅 里 叶 变 换(１D
DFT)可表示为

R(ω,θ)＝∫
¥

－¥

R(s,θ)exp(－２πisω)ds＝∫
¥

－¥
∫

¥

－¥
∫

¥

－¥

f(x,y)δ(xcosθ＋ysinθ－s)dxdy[ ]exp(－２πisω)ds＝

∫
¥

－¥
∫

¥

－¥

f(x,y)∫
¥

－¥

δ(xcosθ＋ysinθ－s)exp(－２πisω)ds[ ]dxdy＝

∫
¥

－¥
∫

¥

－¥

f(x,y)exp[－２πi(xcosθ＋ysinθ)ω]dxdy＝

∫
¥

－¥
∫

¥

－¥

f(x,y)exp[－２πi(xu＋yv)]|u＝ωcosθ,v＝ωsinθdxdy＝

F(ωx,ωy)|ωx＝ωcosθ,ωy＝ωsinθ. (２)

式中:wx＝w􀅰cosθ和wy＝w􀅰sinθ分别表示水

平方向和垂直方向的频率分量.从(２)式可知,投影

R(s,θ)的一维傅里叶变换等于待重建图像f(x,y)
的二维傅里叶变换在角度为θ的方向上的一个切

线,在每个投影方向上均可向二维傅里叶平面添加

一个切线.如果在[０,π]角度范围内采集足够多的

投影,投影所对应的切线就能覆盖重建图像的二维

傅里叶平面.
然而,实际的CT成像系统是数字离散系统,

且连续的投影模型无法适用于离散图像,因此投

影获取过程中会将沿投影射线上的积分运算转换

为离散求和运算.为了简化离散投影表达式中的

参数,仅利用直角坐标系中X 轴或Y 轴参数x或

y表示离散图像f(x,y),即通过投影射线所在的

直线方程建立离散像素(x,y)的坐标映射关系,记
为x＝x;y＝t＋mx或x＝２sy＋t;y＝y.其中t
表示投影射线在X 轴或Y 轴上的截距,参数m 和

２s表示投影方向上平行射线斜率,m 和s的表达

式为

０＜m ＜N
０＜s＜N/２{ , (３)

式中:N 为正方形图像的长度或宽度.为了避免角

度重叠,射线斜率m 的数值范围０＜m＜N 对应的

投影角度为[π/４,π/２),射线斜率２s的数值范围０＜
２s＜N 对应的投影角度为[０,π/４).因此,在X 轴

或Y 轴方向存在不同的离散投影数据的表达方程.
为了避免频域插值,利用傅里叶变换的离散周期性

质,将离散Radon投影数据[１１]以正方形图像的长或

宽N 做取模运算‹􀅰›N,即

R(t,m)＝∑
N－１

x＝０
f(x,‹t＋mx›N), (４)

R(t,２s)＝∑
N－１

y＝０
f(‹t＋２sy›N,y). (５)

则离散周期投影数据的频域表示为

∑
N－１

t＝０
R(t,m)􀅰exp－j

２π
Nvt

æ

è
ç

ö

ø
÷＝∑

N－１

t＝０
∑
N－１

x＝０
f(x,‹t＋mx›N)􀅰exp－j

２π
Nvt

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

∑
N－１

x＝０
∑
N－１

y＝０
f(x,y)􀅰exp －j

２π
N
􀅰(‹－mv›N􀅰x＋vy)

é

ë
êê

ù

û
úú＝F(‹－mv›N,v), (６)

∑
N－１

t＝０
R(t,２s)􀅰exp－j

２π
Nut

æ

è
ç

ö

ø
÷＝∑

N－１

t＝０
∑
N－１

y＝０
f(‹t＋２sy›N,y)􀅰exp－j

２π
Nut

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

∑
N－１

x＝０
∑
N－１

y＝０
f(x,y)􀅰exp －j

２π
N
􀅰(ux＋‹－２su›N􀅰y)

é

ë
êê

ù

û
úú＝F(u,‹－２su›N). (７)
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因此,若已知投影射线斜率m 或２s,则该投影方向

上离散傅里叶切线的频点坐标可表示为(‹－mv›N,

v)或(u,‹－２su›N),即离散Radon投影数据的一维

傅里叶变换能映射到图像频域的一组频点上,构成

图像频域的离散切线,如图２所示.
图２中用黑色虚线标记的切线斜率m＝４/３,黑

色虚线上的一组频点集表示沿着斜率为m＝４/３射

线方向的Radon投影一维傅里叶变换在图像频域

上的映射;用黑色实线标记斜率s＝２/３的切线,黑
色实线上的一组频点集表示沿着斜率为s＝２/３射

线方向的Radon投影一维傅里叶变换在图像频域

上的映射.

图２ 离散傅里叶切片定理.(a)不同方向下离散Radon投影数据;(b)离散Radon投影数据的一维

傅里叶变换在图像频域上的映射

Fig．２ DiscreteFourierslicetheorem敭 a DiscreteRadonprojectiondataindifferentangles  b projectionof
oneＧdimensionalFouriertransformofdiscreteRadonprojectiondatainFourierdomain

　　对于离散CT成像系统,同样也存在离散傅里

叶切片定理,它展示了基于离散Radon变换的投影

数据的一维傅里叶变换和重建图像f(x,y)的离散

二维傅里叶变换的映射关系,即投影射线斜率为m
或２s的离散 Radon投影的一维傅里叶变换等于

f(x,y)的二维傅里叶平面上经过一组平行射线的

频点集.为了减少投影采样数量并提高重建效率,
本文在离散Radon变换的基础上采用了一种采样

效率更高的离散Radon变换方法,即 Mojette变换.

３　Mojette变换及其性质

基于 Mojette变换的采样几何可以最大程度地

避免像素点重复采样.类似于空域采样,在Mojette
频域中同样能避免频域冗余.因此基于 Mojette离

散傅里叶切片定理,挑选频域最小冗余覆盖的最优

切片组合,以最大程度地减少频域冗余,从而减少空

域中投影采样数量.进一步地,本文找到了Mojette
投影数据在其频域上的等效关系,从而将投影压缩

在有限的角度范围内.

３．１　Mojette变换

Mojette变换中采用一对互质的整数(p,q)来
表达投影方向,p表示图像行方向上的整数位移,q
表示图像列方向上的整数位移.给定一个投影矢量

(p,q),便可以计算出其所对应的投影方向θ＝
arctan(q/p),如图３(a)所示.基于 Mojette变换方

法,投影矢量(p,q)不均匀地分布于[０,π]范围内.
通常情况下,K 阶 Mojette投影矢量集FK＝{(p１,

q１),(p２,q２),􀆺,(pk,qk),􀆺,|pk|≤K,qk≤K,

k＝１,２,􀆺,K}用于界定投影方向和投影数目,它表

示任意投影矢量(pk,qk)下的整数pk 或qk 的最大

值不大 于 K,即|pk|≤K,qk ≤K.例 如:３阶

Mojette投影矢量集为F３＝{(０,１),(１,０),(１,１),
(１,２),(１,３),(２,１),(２,３),(３,１),(３,２),(－１,１),
(－１,２),(－１,３),(－２,１),(－２,３),(－３,１),
(－３,２)},其中|pk|≤３,qk≤３.对于重建图像

f(x,y),某个投影方向上 Mojette投影数值等于平

行射线上仅穿过离散像素中心的像素和,如图３(b)
所示.图３(b)中给出了当投影矢量(p,q)分别为

(２,１)、(１,１)和(１,０)时的 Mojette投影示意图.

Mojette变换是Radon变换的一种离散形式,
对分辨率大小为 N×N 的离散图像进行 Mojette
变换,其过程可表示为[１,３]

Mp,q(b)＝∑
N

x＝１
∑
N

y＝１
f(x,y)δ(b－px－qy),(８)

式中:f(x,y)代表待重建图像上索引坐标为(x,y)
的离散像素点的灰度值;b的数值代表离散像素(x,

０７１１００１Ｇ４
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图３ ３×３图像的 Mojette正变换示例.(a)投影矢量

(p,q);(b)不同投影矢量方向上 Mojette投影数据

Fig．３ExampleofMojettetransformfor３×３image敭 a 
Projectionvector p q   b Mojetteprojection
　dataindifferentprojectionvectordirections

y)经过 Mojette变换后落在探测器上的像元位置.

Mojette变换与Radon变换相比最大的不同在于:
每个投影矢量(p,q)下所需的探测器像元数目

B(N,N,p,q)不同,这也意味着在覆盖相同直径范

围内的待重建图像时,不同投影角度下的投影射线

之间的间距h不同,即

B(N,N,p,q)＝(N－１)|p|＋
　　　(N－１)|q|＋１

h＝
１

p２＋q２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

. (９)

　　综上所述,Mojette变换通过改变不同投影矢

量下投影射线的采样间隔,能够最大程度地避免一

部分像素点重复和冗余采样以及另一部分像素点欠

采样导致的不良效果,从而大大减小了重建断层所

需的投影角度,并减少了投影射线数目.此外,

Radon变换在连续域上的重建是精确的,在离散域

上的重建是近似的,而 Mojette变换在离散域上的

重建是精确的.这两种变换的对比如表１所示.
表１ Radon变换和 Mojette变换之间的差别

Table１ DifferencebetweenRadontransformandMojettetransform

Transformmethod Radontransform Mojettetransform

Difference

Fixeddetectorresolution
Fixedangularstepping
Accuratereconstructionincontinuousdomain,

approximatereconstructionindiscretedomain

Detectorresolutionvarieswithprojectionvectors
Variableangularstepping
Accuratereconstructionindiscretedomain

３．２　基于 Mojette变换的离散傅里叶切片定理

从Radon变换和 Mojette变换之间的差别可

知,为了最大程度地避免像素点重复和冗余采样,可
采用 Mojette投影数据的一维傅里叶变换填满重建

图像的频域.因为 Mojette变换是一种特殊形式的

离散Radon变换,离散傅里叶切片定理同样适用于

Mojette变 换[１２Ｇ１３],即 投 影 矢 量 方 向 为(p,q)的
Mojette投影的一维傅里叶变换等于重建图像f(x,

y)的二维傅里叶平面上一组平行射线穿过的频点

集.Mojette投影数据的一维傅里叶变换记为

∑
N－１

b＝０
M(p,q)(b)exp－j

２π
Nwb

æ

è
ç

ö

ø
÷＝∑

N－１

b
∑
N

x＝１
∑
N

y＝１
f(x,y)δ(b－px－qy)[ ]exp－j

２π
Nwb

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

∑
N

x＝０
∑
N

y＝０
f(x,y)|b＝mod((px＋wqy,N)expj

２π
Nwb

æ

è
ç

ö

ø
÷＝∑

N

x＝０
∑
N

y＝０
f(x,y)expj

２π
N
‹wpx＋wqy›N

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

F(‹wp›N,‹wq›N). (１０)

式中:mod(􀅰)为取模运算;b为修改后探测器分辨

率的长度,b＝１,２,􀆺,N;(u,v)为频域频点坐标,
满足

u＝‹wp›N,v＝‹wq›N;w＝０,１,２,􀆺,N－１.
(１１)

　　由上可知,每个 Mojette投影的一维傅里叶变

换包含二维傅里叶平面中的N 个不同频点(u,v),

每个离散傅里叶切片均是二维傅里叶空间的一组频

率分量,不同方向下的傅里叶切片可以填满重建图

像的二维傅里叶空间.Mojette投影数据实现频域

覆盖的示意图如图４所示,其中图４(a)展示了矢量

方向为(－１,１)的投影的一维傅里叶变换在二维图

像频域上的切片,与此类似,图４(b)~(f)展示了其

他方向投影的傅里叶变换在图像频域上的切片,这
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些切片叠加在一起覆盖了整个图像频域.与连续域

傅里叶切片定理相同,将这些切片沿着投影方向直

接放置到二维傅里叶空间中(不需要频域插值),此
时可以通过离散傅里叶逆变换实现图像的重建.

图４ 频域中不同投影方向上频点集的示意图

Fig．４ Diagramofsetsofdiscretefrequencypointsalong
differentprojectiondirectionsinFourierdomain

综上所述,Mojette变换是一种特殊形式的离

散Radon变换,具有离散傅里叶切片定理等重要性

质.不同于极坐标系下传统频域表达方式,离散傅

里叶切片位于直角坐标系下的二维傅里叶空间,它
不需要插值,能避免频谱混叠现象.理论上,当投影

的一维傅里叶变换映射到二维离散傅里叶空间时,
对于N×N二维频域需要足够多的切片才能准确

地铺满,从而获取高质量的重建图像.然而,满足图

像重建的切片组合不是唯一的.因此,需要按照一

些准则来覆盖二维傅里叶空间,获取满足要求的傅

里叶切片组合,反推出这些切片所对应的空域投影

方向,从而在CT成像时能够事先主动选择投影采

集的方向.

３．３　基于 Mojette频域的有限角度采样方案

Mojette变换能够在空域上最大程度地避免离

散像素重复采样,减小重建断层的投影角度和减少

投影射线数目.类似于空域采样,在 Mojette频域

中,整数对(p,q)决定了切线方向及该切线穿过的

频点,因此它也能避免离散频域中频点的冗余采样.
由于这种特殊的采样几何关系,在稀疏角度采样下

基于 Mojette频域变换的重建算法能很好地解决

CT重建问题.然而,该方法目前并没有针对有限

角度采样下的重建方案,而有限角度采样更适合于

降低辐射剂量,如受扫描空间限制的情况.另外,本
文发现不同 Mojette投影提供的频点信息会重叠,
甚至完全相同.因此,希望借助 Mojette投影变换

后的频域等效关系,将其对应的在较大范围内采样

的稀疏投影压缩到有限角度范围内.

图５ 不同投影方向上的频点.(a)θ＝arctan３的切线所经过的一组频点;(b)θ＝arctan(５/７)的切线所经过的一组频点

Fig．５ Discretefrequencypointsindifferentprojectionpositions敭 a Frequencypointsalongtangentialcorresponding
toθ＝arctan３  b frequencypointsalongtangentialcorrespondingtoθ＝arctan ５ ７ 

　　从离散频域角度出发,Du等[１４]给出了基于张

量表示的离散频域的频点等效方法,借此减小图像

重建所需的采样角度范围.该方法能将相同频点按

照不同规律排列,形成不同方向下的切线,且切线方

向由水平方向和垂直方向上整数位移p 和q构成

的整数对(p,q)确定.如,图５(a)表示在１６×１６频

域中从原点沿水平方向平移p＝１个频点、沿垂直

方向平移q＝３个频点,即沿投影方向θ＝arctan３

的切线以步长 ３２＋１２ 遍历整个频域,所经过的一

组频点为{(０,０),(１,３),(２,６),(３,９),(４,１２),(５,

１５),(６,２),(７,５),(８,８),(９,１１),(１０,１４),(１１,１),
(１２,４),(１３,７),(１４,１０),(１５,１３)}.类似地,图５
(b)表示p＝７和q＝５时,即沿投影方向θ＝arctan

(５/７)的切线以步长 ７２＋５２遍历整个频域,得到相

同频点{(０,０),(７,５),(１４,１０),(５,１５),(１２,４),(３,

９),(１０,１４),(１,３),(８,８),(１５,１３),(６,２),(１３,
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７),(４,１２),(１１,１),(２,６),(９,１１)}.该方法使得不

同方向下的切线所经过的N 个频点是相同的,仅排

列顺序不同.
考虑到离散频域的周期性,文献[１４]将整数对

(p,q)中的p 和q分别乘以同一个奇数２n＋１,然
后对N 进行取模运算‹(２n＋１)p›N 和‹(２n＋１)

q›N,N 为二维正方形频域的长或宽,进而构建新的

整数对(p
－,q

－):
{(p
－,q

－)|‹(２n＋１)(p,q)›N,n＝０,１,􀆺,N/２－１}.
(１２)

(１２)式表示每对(p,q),都有一组投影{(p
－,q

－)|
‹(２n＋１)(p,q)›N,n＝０,１,􀆺,N/２－１}与其对应

的频域切线按照不同的步长经过相同频点.此时,
这些切片方向下的投影是等效的.为了减小采样角

度范围,多个投影可以逐个等效到某一近邻的角度

范围内,如表２所示.表２中最左边一栏为１６阶

Mojette投影矢量集中任意１０个投影.这些投影位

于０°~１７２．３８°范围内,可以等效到９０°附近的小角

度范围内.以第１个投影矢量(１１,１)为例,依据

(１２)式可获得一组投影{(１,３),(７,５),(９,１１),(１１,

１)},其中任意２个投影能互相等效.为了使投影矢

量(１１,１)即投影角度５．１９°更接近９０°,用投影矢量

(９,１１)即角度为５０．７１°的投影等效.依此类推,原
投影集将压缩到０°~１０４．２５°有限角度范围内;类似

地,也可以等效到最右边一栏４８阶 Mojette投影方

向上,最终压缩的有限角度范围为０°~３１．４２°.因

此,对于满足重建的傅里叶切片组合,反推出这些切

片所对应的投影方向,可确保在有限角度范围内采

样.本文从频域出发,设计最小冗余覆盖二维频域

空间的重建图像准则,进而利用上述等效关系将重

建图像的采样范围压缩到有限角度内.

３．４　Mojette频域最小冗余覆盖方案

３．３节从频域的角度出发挑选空域中的投影,
为减小空域采样,需要最大程度地减小频域冗余,因
此本节将提出 Mojette频域最小冗余覆盖方案.由

于覆盖频域的每个切片均包含N 个频点,为确保覆

盖N×N 二维频域需要的切片数目尽量少,所有被

挑选切片之间的频点应尽量少地重叠,从而找到频

域最小冗余覆盖的最优切片组合.因此,在逐个挑

选切片的过程中,应保证当前被挑选切片上的频点

能够覆盖到最多的未被挑选到的频点.
由于图像轮廓信息主要集中在低频区域,本文

更注重低频区域内的频点覆盖情况.在N×N 二

维频域中,界定低频区域的频点范围为{(u,v)|N/

４＜u＜３N/４,N/４＜v＜{(u,v)|N/４＜u＜３N/

４},其中频域坐标中心位于(N/２＋１,N/２＋１)处.
按照频域最小冗余覆盖挑选傅里叶切片的过程如

下:在当前挑选频域切片的过程中,选择低频区域内

频点数目最多的切片,实现部分频域空间覆盖.通

常,不止一个切片满足条件,依据(１２)式找到与切片

具有频域等效关系的一组投影,选择包含投影数最

多的一组投影所对应的切片,这意味着投影等效时

表２ 任意１０个投影等效后的角度范围

Table２ Angularrangesoftenequivalentprojections

Angularrangeof１７２．３８° Equivalentangularrangeof１０４．２５° Equivalentangularrangeof３１．４２°

(１６ＧordersetsofMojetteprojections) (１６ＧordersetsofMojetteprojections) (４８ＧordersetsofMojetteprojections)

Projectionvector Angle/(°)
Equivalentprojection

vector
Equivalentprojection

angle/(°)
Equivalentprojection

vector
Equivalentprojection

angle/(°)

(１１,１) ５．１９ (９,１１) ５０．７１ (１,３) ７１．５７

(１５,１) ３．８１ (９,７) ３７．８８ (３,１３) ７７．０１

(１１,５) ２４．４３ (７,９) ５２．１３ (７,４１) ８０．３１

(９,７) ３７．８７ (５,１１) ６５．５６ (５,４３) ８３．３７

(１,１５) ８６．１９ (１,１５) ８６．１９ (１,４７) ８８．７８

(－１,１５) ９３．８１ (－１,１５) ９３．８１ (－１,４７) ９１．２２

(－５,１１) １１４．４４ (－３,１３) １０３．００ (－１,１５) ９３．８１

(－９,７) １４２．１３ (－５,１１) １１４．４５ (－５,４３) ９６．６３

(－１３,３) １６７．０１ (－７,９) １２７．８８ (－７,４１) ９９．６９

(－１５,１) １７６．１９ (－９,７) １４２．１３ (－３,１３) １０２．９９
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有更多选择,有利于压缩角度范围;接着,将当前被

选中切片所经频点移除,即每挑选一个切片后都要

更新一次频域内的频点信息;重复上述步骤,直至不

同切片上频点的组合最小冗余地覆盖图像频域,此
时所需切片对应的投影数目也是最少的.被挑选切

片上频点数目最多,即被挑选的切片能提供的频点

信息最多,从而实现覆盖整个N×N 频域空间所需

切片的数目最少.
综上所述,通过 Mojette变换将图像信息映射

到投影域,再从投影域转换到频域,需要足够多个切

片覆盖整个频域.采用这种基于特殊离散几何的频

点组合方法确定最优切片组合,以实现图像频域最

小冗余覆盖,从而确定了图像重建的最优投影矢量

集,并实现空域中采样数目最少.为了减小空域中

的采样角度范围,对于最优投影矢量集,可以按照

(１２)式计算各投影矢量的等效角度,进而将最优投

影矢量集等效到某一角度附近的有限角度范围内.

４　基于 Mojette频域的有限角CT重
建算法

Mojette变 换 是 一 种 最 小 冗 余 采 样 的 离 散

Radon变换,在离散图像域转换到投影域的过程中,
可以主动选择投影方向,同时避免像素点的重复采

样.此外,由离散傅里叶切片定理可知,Mojette投

影的傅里叶切片分布在直角坐标系下的二维频域,
不需要频域插值,可避免频谱混叠现象.当借助

Mojette投影数据从频域重建图像时,本文没有采

用以解决频点混叠问题为主的傅里叶逆变换算法,
而是应用从高度不完备信息中恢复信号的压缩感知

(CS)理论[１５],利用部分频谱信息完成图像重建,更
加适合有限角度下的 Mojette频域重建.综上所

述,所提基于 Mojette频域的有限角CT重建算法

流程如下:

１)用K 阶 Mojette投影矢量集FK 表示图像

重建的投影方向和投影数目,阶数K 越大,包含投

影的数目越多,(１２)式中能互相等效的投影越多.

２)获得 Mojette投影数据的频域傅里叶变换.

３)按照 Mojette频域最小冗余覆盖方案,对K
阶投影矢量集按照３．４节所述方法进行优选,得到

最优投影矢量集,其中频域覆盖冗余最小相当于重

建所需投影角度数量最少.

４)对于投影矢量(p,q),按照３．３节中所述方

案找到一组投影{(p
－,q

－)|‹(２n＋１)(p,q)›N},它们

的切片能提供相同的频点信息,这些投影可以互相

等效.

５)为了减小空域中采样角度的范围,按照步骤

４)将投影等效映射,使得映射后的最优投影矢量集

分布在有限角度范围内.

６)利用傅里叶系数压缩感知重建算法重构原

始图像[１５],将有限角度内的投影数据映射到二维频

域,作为压缩感知中频域一致性的约束项,重构算法

采用交替方向乘子法优化求解:

min
x
TV(f)＋λ‖Ψf‖１＋μ‖Fj－Tj‖２,

(１３)
式中:‖‖１ 为l１ 范数,表示向量中各个元素绝对值

之和;f为待重建图像;TV(􀅰)为总变分正则项;ψ
为稀疏表达基,这里采用小波基作为稀疏表达基;

Fj 为部分傅里叶矩阵;Tj 为感知矩阵,j表示选择

矩阵的j行.该压缩感知重建算法减少了恢复图像

所需的傅里叶采样数据量,适用于基于 Mojette频

域的有限角度CT重建.
本文从频域的角度出发选择投影方向,首先按

照频域最小冗余覆盖方案挑选最优投影矢量集,能
够有效减少投影数目;然后,将最优投影矢量集等效

到有限角度范围内,从而减小空域中采样角度范围,
实现在有限角度范围内CT图像的重建.

５　实验结果及分析

所提算法从频域出发,以频域最小冗余覆盖为

标准挑选切片,利用 Mojette频域性质压缩空域中

的角度范围,求解目标函数重构图像.通过仿真实

验,本节验证了频域最小冗余覆盖方案的有效性及

所提算法的重建性能.此外,将所提算法与其他基

于频域的有限角CT重建算法和联合代数重建算法

(SART)进行了对比,证明利用所提算法可以获得

精确的重建结果.
首先,在用最少数目的切片覆盖图像频域情况

下验证所提算法的重建性能.为了将图像重建所需

的最优投影集等效到有限角度范围内,对集合中的

每个投影矢量(p,q),按照３．３节找到一组投影

{(p
－,q

－)|‹(２n＋１)(p,q)›N},它应该包含足够多的

投影数目,即能互相等效的投影角度足够多.统计

数据表明:对于重建尺寸为６４pixel×６４pixel的图

像,６４阶 Mojette投影矢量集F６４能满足上述要求.
依据所提重建算法流程,先将６４阶 Mojette投影矢

量集F６４中投影数据的一维傅里叶变换映射到图像

频域;按照频域最小冗余覆盖方案挑选出８７个投

０７１１００１Ｇ８



光　　　学　　　学　　　报

影,这些投影非均匀地分布在[０,π]范围内;找到每

个投影方向在空域中对应的一组等效投影{(p
－,q

－)|
‹(２n＋１)(p,q)›N};考虑到投影矢量(p

－,q
－)中p

－ 为

正数或负数,即投影角度θ＝arctan(q
－/p

－)分布在

[０,π/２]或(π/２,π]范围内,为使压缩后的角度范围

较小,将这８７个投影分别等效到离９０°最近的角度

上,最终分布在[８２．７６°,９７．２４°]有限角度范围内.
随后,将有限角度下投影数据的一维傅里叶变换映

射到图像的二维傅里叶空间并输入到目标函数中,
求解(１３)式优化问题,获得的重建结果如图６所示.
图６(a)~(d)为原始图像;图６(e)~(h)为重建图像

的二维傅里叶域的覆盖情况,框中区域表示图像频

域的低频区域,它集中了图像轮廓的主要信息;图

６(i)~(l)为所提算法获得的重建结果.由图６可

知,所提算法改善了有限角度范围内较少采样数据

导致的重建伪影,可获得高质量的重建结果.

图６ 所提算法的重建结果.(a)~(d)原始图像;(e)~(h)重建图像的二维频域;(i)~(l)所提算法的重建结果

Fig．６ Reconstructionresultsofproposedalgorithm敭 a Ｇ d Originalimages  e Ｇ h twoＧdimensionalfrequencydomain
ofreconstructionimages  i Ｇ l reconstructionresultsofproposedalgorithm

　　　　进一步通过对比实验来证明所提算法的准

确性和有效性.对比算法包括文献[１４]中基于张量

表示的有限角CT重建算法和联合代数重建算法

SART.为了在相同实验环境中与两种算法进行对

比,本文同样采用文献[１４]中有限角CT重建算法

所给出的原始图像进行重建,采样条件如表３所示,

实验结果如图７所示.图７(a)(e)(i)是尺寸为

２５６pixel×２５６pixel的原始图像,图７(b)(f)(j)是
文献[１４]中的重建结果,该方法利用频域中一些切

片经过相同频点的思想,将填满图像频域的各个切

片所对应的投影等效到有限角度范围.获取有限角

度范围的投影数据之后,将投影数据直接一一映射

表３ 几种算法的扫描参数区别

Table３ Comparisonofscanningparametersforseveralalgorithms

Algorithm Proposedalgorithm Literature[１４] SART

Reconstructionresults Figs．６(c)(g)(k) Figs．６(b)(f)(j) Figs．６(d)(h)(l)

Angularrange [８６．３７°,９４．０１°] [０°,１０°] [８６．３７°,９４．０１°]

Numberofprojections １８ ３８４ １８
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到离散图像域的像素上,完成直接反投影重建.该

方法采用了３８４个投影,投影角度分布在[０°,１０°]
范围.图７(c)(g)(k)是所提算法的重建结果,采用

１８个投影,投影角度分布在[８６．３７°,９４．０１°]范围.
类似地,联合代数重建算法SART 利用[８６．３７°,

９４．０１°]范围内的１８个均匀投影重建图像,重建结

果如图７(d)(h)(l)所示.

图８展示了图７中三个重建结果沿水平方向

的２８行切面上像素灰度值的变化曲线,可以看

出:所提算法的重建结果与原始图像的像素灰度

值完全一致,实现了对原始图像的精确重建.从

图８可知,所提算法利用有限角度下的少数投影

数据获得了更高质量的重建结果,明显改善了文

献[１４]中 重 建 结 果 的 竖 条 纹 伪 影 现 象.此 外,

图７ 几种算法的重建结果对比.(a)(e)(i)原始图像;(b)(f)(j)文献[１４]中的重建结果;(c)(g)(k)所提算法的重建结果;
(d)(h)(l)SART算法的重建结果

Fig．７Comparisonofreconstructionresultsofseveralalgorithms敭 a  e  i Originalimages  b  f  j reconstruction
resultsinRef敭 １４   c  g  k reconstructionresultsofproposedalgorithm  d  h  l reconstructionresultsof
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SARTalgorithm

图８ 水平方向２８行切面上像素灰度值的变化曲线.(a)图７中第１排图像灰度值;
(b)图７中第２排图像灰度值;(c)图７中第３排图像灰度值

Fig．８ Imagegrayvaluesin２８Ｇthrowofimagesinhorizontaldirections敭 a Imagegrayvaluein１strowofFig敭７ 

 b imagegrayvaluein２ndrowofFig敭７  c imagegrayvaluein３rdrowofFig敭７
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SART算法虽然能获得高质量的重建结果,但仅是

对原始图像的近似重建.
表４给出了利用所提算法和SART算法获得

的重建结果的结构相似度(SSIM)和峰值信噪比

(PSNR).因文献[１４]中的重建结果伪影比较严

重,且文献[１４]中的算法需要的投影数目是所提算

法的２０倍,所以表４没有列出该重建结果的SSIM
和PSNR.通过对比实验结果可以发现:所提算法

能够获得与原始图像几乎一样的重建结果.此外,
从离散几何出发的 Mojette精确重建算法在较小的

噪声干扰下能取得优异的性能.然而,当噪声增大

时,由于精确重建方法对噪声较为敏感,性能变差,
因此其重建结果比基于l０ 正则化重建方法[１６]差.

表４ 对比实验结果的量化指标

Table４ Quantitativeindicatorsforcomparisonresults

Result SSIM PSNR/dB

Originalimage
inFig．７(a)

Mojetteresult
inFig．７(c)

０．９８０３ ２８．５３

SARTresult
inFig．７(d)

０．９４４５ ２８．３４

Originalimage
inFig．７(e)

Mojetteresult
inFig．７(g)

１．００００ ＞５０．００

SARTresult
inFig．７(h)

０．９４１９ ３４．７３

Originalimage
inFig．７(i)

Mojetteresult
inFig．７(k)

１．００００ ＞５０．００

SARTresult
inFig．７(l)

０．９３３７ ３６．１３

６　结　　论

提出了基于 Mojette频域最小冗余覆盖的有限

角CT重建算法,按照频域最小冗余覆盖方案选取

图像重建所需的最优投影矢量集.将这些投影数据

的傅里叶变换映射到重建图像的二维傅里叶空间,
不仅能无插值覆盖频域,避免了插值误差对重建结

果的影响,而且可以有效减少频点冗余,提高算法的

重建性能.采用基于压缩感知的重建算法可减少图

像精确重建所需的傅里叶采样数据量,从而改善有

限角度范围内较少采样数据所导致的重建伪影.
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