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摘要　针对已有的相对角差法面形检测的原理验证装置,提出了一种具有更高稳健性的最小二乘积分面形重建算

法.利用相对角差改写了经典最小二乘积分技术的代价函数,避免了积分重建中的测量误差累积的问题,空间复

杂度和时间复杂度仍分别为O(N２)和O(N３).仿真结果表明,本文算法的稳健性显著优于Zernike波前重建法与

基于样条的最小二乘积分法(SLI);实验结果证明,本文算法可适用于大口径角差法面形检测.
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１　引　　言

在国家重大光学工程项目中,光学元件面形的

精密检测是不同姿态、不同种类、面形梯度变化大的

在线光学元件正确、安全、高效运行的保证[１].常用

的干涉仪仅适合于离线状态下垂直或水平放置的光

学组件面形测量,难以实施倾斜状态下的在位检测.
目前可用于倾斜状态下面形检测的方法主要有哈特

曼波前传感法[２]和角差法[３]等.
角差法根据是否设立参考点分为绝对测量法和

相对测量法[３].绝对测量法得到的是每个测量点与

本行的固定参考点间的相对角度,测量误差不累积,
但测量过程中光程的变化会引入误差,且机械结构

复杂、工程实施难度大[４Ｇ５].相对测量法[１,３]本质上

属于子孔径拼接法,测量得到的是各点在当前子孔

径中的相对角度,该方法的工程实施难度低,但在面

形重建时测量误差会累积[６].
文献[３]针对相对测量中的累积误差对最终面

形检测精度的影响进行了仿真和实验分析,发现该

方法仅适用于小口径平面光学元件,但其在分析高

差的计算误差时使用的是一种十字路径积分法,与
其他局部积分法一样,对噪声非常敏感[７].采用
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Zernike多项式描述面形重构的方法更适用于对称

光学元件,不适用于任意形貌元件的重建[８].
本文提出一种基于最小二乘的相对角差全局积

分算法,不采用累加相对角差来计算绝对角差,而是

直接以所测相对角差数据来建立代价函数,以避免

出现测量误差累积的问题.仿真结果表明,本文算

法不仅在稳健性上显著优于Zernike波前重建法[３]

和基于样条的最小二乘积分(SLI)法[９],且仅有本

文算法可以保持重建面形的形状相似性.小口径和

大口径面形测试实验证明了本文算法重建结果具有

较高的稳定性与适用性.

２　相对角差面形检测系统的原理

图１(a)为现有测量装置的俯视图,系统在x、y
方向各有一根大行程导轨,这两根导轨组成二维运

动平台,平台可俯仰旋转以实现倾斜目标的测量.
光学系统由光源、准直分光组件、楔角片阵列和面阵

探测器CCD等组成.
出射的准直光束被２×２的楔角片阵列分割、偏

转形成４束口径均为１２mm的准直扫描光.这４
束扫描光经被测表面反射后回到光学系统中,在其

CCD靶面上形成４个光斑,如图２所示.根据三角

测量原理,光斑质心坐标差值可转化为被测面对应

扫描区域的平均斜率差值,即相对角差.采用猫步

前进(如图１(b)和图３,如同猫行走时后脚踩在前脚

走过的位置),逐次扫描获得相邻点之间的相对角

差,最终积分重构出整个面形.

图１ 相对角差面形检测系统测量原理图.
(a)测量装置俯视示意图;(b)猫步测量方法示意图

Fig．１ Principleoftopography measurementsystem
withrelativeangledifference敭 a Topviewof
measurementsystem  b diagram ofcatwalk
　　　　　　measurement

图２ CCD获得的激光光斑阵列

Fig．２ LaserspotarrayobtainedbyCCD

图３ 被测面上扫描过程示意图

Fig．３ Schematicforscanningprocessonmeasuredsurface

　　该系统的优点在于测量光程变化小,仅在倾斜

姿态测量时光程会发生变化,引入的测量光非平行

性误差影响较小;光学系统结构简单,装调复杂度

小;系统机械结构简洁,易于达到较高的运动精度.

　　该系统的缺点是在积分重建面形时,测量误差

会被累积,不容易提高测量的精度,如图４所示.
图４(a)所示为全口径为４００mm×４００mm,采样步

长为１２mm,面形峰谷(PV)值为１λ(０．６３２８μm)
的待测面形的仿真结果,在相对角差数据中分别添

加了标准差σ为０．２″的高斯白噪声,图４(b)所示为

局部积分法CuRe重建结果[１０],图４(c)所示为基于

Zernike多项式系数的最小二乘积分法重建(以下简

称“Zernike波前重建”)结果[３],Zernike多项式采用

了前２８项以提高重建精度(文献[３]采用了前１０
项).从图４可以看出,虽然全局积分法的稳健性显

著优于局部积分法,但重建面形的误差仍然较大.
因此,设计一种稳健性更高的面形重建算法非常

重要.

３　相对角差面形重建算法

３．１　问题分析

设待测的表面为Z(x,y),其在x、y方向的斜

率矩阵分别表示为Zx＝ƏZ/Əx,Zy＝∂Z/∂y,测
得 的光斑质心坐标像素矩阵为(p(x)

u ,p(y)
u ),u为扫
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图４ 测量有高斯噪声时的重建结果(σ＝０．２″).(a)仿真待测面形;(b)CuRe法重建;(c)Zernike波前重建

Fig．４ ReconstructionresultswithGaussiannoise σ＝０敭２″ 敭 a Simulatedsurfacetobetested 

 b reconstructionwithCuRemethod  c reconstructionwithZernikewavefront

描点阵中每个子孔径的４个光斑的序号,从１到４
分别代表左上、右上、左下、右下,则在扫描点阵的第

i行j列处,测得的相对角差为

k(p(x)
２,i,j－p(x)

１,i,j)＝Z(x)
i,j＋１－Z(x)

i,j

k(p(y)
３,i,j－p(y)

１,i,j)＝Z(y)
i＋１,j－Z(y)

i,j

k(p(x)
３,i,j－p(x)

１,i,j)＝Z(x)
i＋１,j－Z(x)

i,j

k(p(y)
２,i,j－p(y)

１,i,j)＝Z(y)
i,j＋１－Z(y)

i,j

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (１)

式中:k为光学系统的设计参数,即像素坐标到角度

的转换系数.

Z(x)
i,j＋１＝Z(x)

i,j ＋k(p(x)
２,i,j－p(x)

１,i,j)＝
Z(x)
i,j－１＋k(p(x)

２,i,j－１－p(x)
１,i,j－１)＋k(p(x)

２,i,j－p(x)
１,i,j)＝

Z(x)
i,０ ＋k∑

j

s＝０

(p(x)
２,i,s－p(x)

１,i,s). (２)

因此,通过累加每次测得的相对角差Z(x)
i,j－Z(x)

i,j－１可

以得到绝对角差Z(x)
i,j －Z(x)

i,０.设第一个点的斜率

Z(x)
０,０＝Z(y)

０,０＝０,可推得每点斜率Z(x)
i,j和Z(y)

i,j.
在上述累加计算绝对角差的过程中,每次测量

的误差也会随之累加,若每次测量相互独立,且测量

误差服从正态分布(设在x、y 方向的标准差均为

σ),第(i,j)点的角度测量误差为 i＋jσ[３].
３．２　直接利用相对角差实现面形重建

现有的使用斜率实现三维面形重建的算法通常

都是全局积分算法,它们又可进一步被分为两类:基
于最小二乘积分和基于傅里叶变换.后者使用了快

速傅里叶变换,速度更快,但要求被重建边界符合周

期性延拓条件,当不满足条件时,边缘误差较大.目

前最新提出的反对称偏导积分法(ASDI)[１１]突破了

此周期性边界条件的限制,却对测量过程中子孔径

的倾斜误差非常敏感.虽然基于最小二乘积分的

面形重建算法的时间复杂度和空间复杂度都更

高,但重建的精度也更高[８].相对角差法的采样

点比较稀疏(目前间距设置为１２mm),重建数据

规模较小,因此更适用于采用基于最小二乘积分的

面形重建算法.
基于最小二乘积分的面形重建算法通常分为

两步:

１)利用有限差分的思想建立代价函数.此代

价函数可表示为

E(Z)＝ D×vec(Z)－S ２
２＝

Dx

Dy

æ

è
ç

ö

ø
÷×vec(Z)－

vec(Zx)

vec(Zy)
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

２

,　(３)

式中:‖‖２２ 表示L２范数;vec(A)表示将二维矩阵A
写为列向量,Dx×vec(Z)＝vec(Zx),Dy×vec(Z)＝
vec(Zy).

２)求得代价函数的最小二乘解.使用奇异值

分解(SVD)、正交三角分解(QR)分解等方法,求得

线性方程组S＝D×vec(Z)的最小二乘解,此即为

(３)式的最优解.
为解决累加相对角差过程中随之而来的误差累

计问题,本文算法直接根据测得的相对角差数据来

建立代价函数,(３)式被改写为

E(Z)＝ D×vec(Z)－P ２
２＝

Dxx

Dyy

Dxy

Dyx

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

×vec(Z)－k

vec(p(x)
２ －p(x)

１ )

vec(p(y)
３ －p(y)

１ )

vec(p(x)
３ －p(x)

１ )

vec(p(y)
２ －p(y)

１ )

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

２

２

.　(４)

对 于 待 重 建 面 形 Z ∈ Rm×n,有 Dxx,Dyx ∈
Rm(n－１)×mn,Dxy,Dyy∈R(m－１)n×mn.更明确地,设v∈
[０,mn－１],当i∈[０,m－１],j∈[１,n－１]时,有

D(xx)
i＋jm＋１,v＝D(x)

i＋jm＋１,v－D(x)
i＋(j－１)m＋１,v

D(yx)
i＋jm＋１,v＝D(y)

i＋jm＋１,v－D(y)
i＋(j－１)m＋１,v

{ , (５)

当i∈[１,m－１],j∈[０,n－１]时,有
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D(yy)
i＋j(m－１),v＝D(y)

i＋jm＋１,v－D(y)
i＋(j－１)m＋１,v

D(xy)
i＋j(m－１),v＝D(x)

i＋jm＋１,v－D(x)
i＋(j－１)m＋１,v

{ , (６)

式中:Dx,Dy∈Rmn×mn.可利用有限差分法得到

Dx,Dy,如利用中心差分,每点的x 方向斜率可表

示为

Z(x)
i,j ＝

１
２hx

(Zi,j＋１－Zi,j－１), (７)

式中:hx为该方向的采样步长.对于边界点,(７)式
需改写为

Z(x)
i,j ＝

s
２hx

(－３Zi,j＋４Zi,j＋s－Zi,j＋２s), (８)

对于左边界点,s＝１;对于右边界点,s＝－１.
此时,线性方程组P＝D×vec(Z)的最小二乘

解Z 即为代价函数(４)式的最优解.
目前使用最广泛的最小二乘求解算法为QR分

解,其时间复杂度为

WQR(m,n)＝２mn２. (９)

　　由于系数矩阵D 的大小为(４mn－m－n)×
mn,因此QR求解(４)式的最小二乘解的时间复杂

度为８m３n３,即其时间复杂度为O(N３).因此,此
重建算法的空间和时间复杂度与目前常用的最小二

乘表面重建技术相同,分别为O(N２)和O(N３).

４　仿真分析

为验证本文算法的重建精度和稳健性,实验模

拟了２种不同的理想待测波面,如图５所示.从

图５可以看出,两种曲面均是平滑的,具有解析导

数.Z１与 MATLAB软件中peaks曲面有一定相似

性,被 Harker等[１２]、Scherr等[１３]用于比较全局积

分算法的性能.文献[３]认为在现有加工工艺下,

Z２是大口径反射镜面最常见的面形.

　　对比算法除了文献[３]使用的Zernike波前重

建法,还选择了目前具有较高重建精度和稳健性的

SLI法[９].
测量设备放置于减振台上,实验过程中尽量减

小地面振动、人员流动、空气扰动、气温变化等外界

条件的影响,质心检测误差主要来源于光学系统像

差和电机振动.理论上,各光斑受到的振动影响是

同向、等效的,因此各光斑质心相对位置应该保持不

变[１].在严格控制的实验条件下,在１５min的持续

监测中发现光斑相对位置的稳定性方差能够达到

０．０２″[３],若有风机引起的气流扰动,实际上的测角

误差仅能达到０．２″.因此在每个相对角差数据中附

加均值为０、标准差σ为０．２″的高斯随机噪声.

图５ 用于仿真的两种不同的曲面.(a)Z１;(b)Z２

Fig．５ Twodifferentcurvedsurfacesfor
simulation敭 a Z１  b Z２

设被测镜全口径尺寸为４００mm×４００mm,面
形PV为１λ,采样步长为１２mm,此时每次测量得

到的各相对角差数据约在－０．４″到０．４″之间,添加噪

声后的重建结果如图６和图７所示.

　　从图６和图７可以看出,Zernike波前重建法和

SLI法的重建结果具有较高的相似性,主要区别在

于Zernike波前重建法的重建结果更平滑.在此噪

声水平下,与２种对比算法相比,本文算法重建残差

的PV约降低了１个数量级,且仅有本文算法重建

面形的形状与待测波面相似.
为进一步分析３种算法的稳健性,加入的高斯

噪声标准差σ 范围设置为０~１μrad(即约０″到

０．２″),每次加噪重建实验重复执行５０次后,统计结

果如图８所示.重建精度指标使用方均根误差

(RMSE),即重建结果 Ẑ 和真实的曲面Z 的残差

RMSE.如图８所示,本文算法的重建精度显著高

于２种对比算法.仅当采样步长较大、采样点数较

少(１７×１７个)、测量噪声较小(如小于０．２μrad)时,
由于本文算法采用的中心差分估计斜率的误差较

大,本文算法的重建精度略低于SLI法,但显著高

于Zernike波前重建法.此外,本文算法的噪声敏

感性显著低于两种对比算法,具有更好的稳健性.

５　实验验证

验证实验在百级实验室中进行,首先对口径为

２００mm×１３０mm的镜子进行４次重复测量,由于

夹持工装所限,测量口径约为１８０mm×１０８mm.
在２个方面增加不同实验的测量条件差异:１)测量
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光　　　学　　　学　　　报

图６ 有高斯噪声时仿真波面Z１的重建结果及重建残差对比 (σ＝０．２″).(a)本文方法的重建结果;(b)Zernike波前重建法的

重建结果;(c)SLI法的重建结果;(d)本文方法的重建残差;(e)Zernike波前重建法的重建残差;(f)SLI法的重建残差

Fig．６ComparisonofreconstructedsurfaceZ１andresidualerrorswithGaussiannoise σ＝０敭２″ 敭 a Reconstructionresult
withproposedmethod  b reconstructionresultwithZernikewavefrontmethod  c reconstructionresultwithSLI
method  d reconstructedresidualerrorofproposedmethod  e reconstructedresidualerrorofZernikewavefront
　　　　　　　　　　　　　　method  f reconstructedresidualerrorofSLImethod

图７ 有高斯噪声时仿真波面Z２的重建结果及重建残差对比(σ＝０．２″).(a)本文方法的重建结果;(b)Zernike波前重建法的

重建结果;(c)SLI法的重建结果;(d)本文方法的重建残差;(e)Zernike波前重建法的重建残差;(f)SLI法的重建残差

Fig．７ComparisonofreconstructedsurfaceZ２andresidualerrorswithGaussiannoise σ＝０敭２″ 敭 a Reconstructionresultwith

proposedmethod  b reconstructionresultwithZernikewavefrontmethod  c reconstructionresultwithSLImethod 

 d residualerrorofproposedmethod  e residualerrorofZernikewavefrontmethod  f residualerrorofSLImethod
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图８ 不同噪声级时重建误差统计(σ＝０~１μrad).(a)２００mm×２００mm口径,１７×１７个采样点;
(b)２００mm×２００mm口径,３４×３４个采样点;(c)４００mm×４００mm口径,３４×３４个采样点

Fig．８ Reconstructionerrorstatisticsatdifferentnoiselevels σ＝０Ｇ１μrad 敭 a ２００mm×２００mm １７×１７sampling
points  b ２００mm×２００mm ３４×３４samplingpoints  c ４００mm×４００mm ３４×３４samplingpoints

时长分别人工设为４０、８０、１２０、２４０min(每次猫步

移动后停等不同的时长);２)每次测量独立进行元

件夹持,具体来说是大幅度放松再拧紧被测元件

固定工装上的螺钉,模拟被测镜被重新装调至测

量状态.重复测量结果如图９所示,对每次的测

量数据,SLI算法均未能成功重建,因此未能实现

与该算法的对比.与Zernike波前重建法的重建

结果(图９(f)~(i))相比,本文算法恢复的面形形

状和PV(图９(b)~(e))更接近干涉仪测量结果

(图９(a)).测量结果的 RMSE如表１所示,对于

此小口径元件,本文算法的重建误差约为１/１０λ,
约为Zernike波前重建法的１/１０.第４次测量的

Zernike波前重建法的重建结果与其前３次相比,
其PV和RMSE均出现了较大变化,而本文算法的

恢复结果未出现明显差异,因此本文算法的重复性

图９ 小口径元件４次重复测量实验结果.(a)干涉仪测量面形;(b)~(e)本文算法重建结果;
(f)~(i)Zernike波前重建法的重建结果

Fig．９ Fourrepeatedtestresultsforsmallapertureopticalcomponent敭 a Topographymeasuredbyinterferometer 

 b Ｇ e reconstructionresultsofproposedmethod  f Ｇ i reconstructionresultswithZernikewavefrontmethod
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更好.

　　对标称口径为３００mm×３００mm,实际可测区

域口径只有２６４mm×２４０mm(测量点数为２２×
２０)的大口径元件进行２次重复测量,此测量口径超

过了文献[３]得出的２１６mm×２１６mm理论可测量

口径.测量前将夹持好的被测镜使用干涉仪进行

了对比测量,重建结果如图１０所示.对于Zernike
波前重建算法,第一次测量结果(图１０(c))与仿真

实验中的图７(b)具有相似的重建形变,形状与真

实面形差距较大;第二次测量结果(图１０(f))与干

涉仪数据(图１０(d))的形状比较接近,其 RMSE
也较小(表１),可推测此次的测量误差较低.采用

本文算 法 可 以 得 出 相 似 的 结 论:与 第 一 次 测 量

(图１０(b))结 果 相 比,第 二 次 测 量 的 重 建 结 果

(图１０(e))与干涉仪测得面形更相似,其RMSE也

更小(表１).

图１０ 大口径元件２次重复测量实验结果.(a)(d)干涉仪测量面形;(b)(e)本文算法的重建结果;
(c)(f)Zernike波前重建法的重建结果

Fig．１０ Tworepeatedtestresultsforlargeapertureopticalcomponent敭 a  d Topographiesmeasuredbyinterferometer 

 b  e reconstructionresultsofproposedmethod  c  f reconstructionresultswithZernikewavefrontmethod

表１ 两个被测镜重复验证实验的RMSE统计

Table１ RMSEstatisticsofrepeatedtestfortwodifferentmirrors

Algorithm
Smallaperturemirror(RMSE)/μm

Test１ Test２ Test３ Test４

Largeaperturemirror(RMSE)/μm

Test１ Test２

Zernikewavefront ０．５７３３ ０．４９１５ ０．５０７２ ０．７３０５ ０．９４３６ ０．０７９３

Proposed ０．０６３８ ０．０７１１ ０．０６７４ ０．０６４４ ０．０３５１ ０．０２４６

　　图１１给出了第一次测量时y＝７５mm和y＝
１７５mm处本文算法恢复的结果以及干涉仪的对比

数据.本文算法重建出的行y＝７５mm(图１１(a))
与干涉仪测量结果基本重合,而行y＝１７５mm
(图１１(b))与干涉仪测量结果形状相似(拱形),但

PV差 距 较 大.由 于 本 文 算 法 稳 健 性 较 高,
图１０(b)虽然出现了部分形变,但直观上仍然与干

涉仪测试数据具有一定的相似性,RMSE也较小

(表１).

６　结　　论

仿真和实验结果均表明,由于解决了测量误差累

积的问题,相比于传统的Zernike波前重建法和SLI
法,本文算法在重建光学元件面形时具有更高的稳健

性,此优势在重建大口径元件面形时更为明显.由于

受到y轴导轨运动稳定性的影响,目前该系统还未实

现４００mm×４００mm全口径测量,在后续研究中将

改进测量过程,将尝试采用４×４子口径测量方案.
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图１１ 本文算法与干涉仪测量面形的不同重建行的重建结果对比.(a)y＝７５mm;(b)y＝１７５mm
Fig．１１ Comparisonofcorrespondingrowsbetweenreconstructionresultsofproposedmethodandtopographies

measuredbyinterferometer敭 a y＝７５mm  b y＝１７５mm
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