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摘要　综合奇异值截断法、奇异值修正法、Tikhonov正则化思想及Chahine迭代算法,提出一种改进的病态问题求

解算法来测量颗粒系的粒径分布.结合BackusＧGilbert折中准则与奇异值最小原则确定了奇异截断值,采用L曲

线法确定了最优正则化参数,并利用联合迭代反演法(SIRT)实现解的非负约束.模拟及实验结果表明,该算法对

单、双峰分布的测量误差均小于３％,其抗噪性能、测量准确性、时效性及粒径测量范围相较其他反演算法都有明显

优势.
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１　引　　言

颗粒与化工、农业、环保、医学等领域息息相关,
获取颗粒的粒径信息能够提升产品质量,在抑制环

境污染、保障人体健康等方面均能发挥重大作用[１].
细微颗粒的粒径通常借助相关物理关系间接测得,
其测量方法种类繁多,国内外投入使用的颗粒测量

仪器超过了４００种.根据测量原理的不同,粒径测

量方法分为筛分法、显微镜法、电感应法、沉降法及

光散射法等[２],其中,光散射法因其适用性强、时效

性高、测量范围宽、测量重复性好、可在线测量等优

势,得到了广泛发展.结合光散射法与智能优化算

法来测量细微颗粒的粒径大小及分布,是目前应用

最广泛的颗粒测量技术之一[３Ｇ４].在光散射信号的

探测方面,电荷耦合器件(CCD)图像传感器技术因

其光电灵敏度高、像素尺寸小、空间分辨率高、与计

算机传输便捷、小巧易安装等优点,逐步替代了传统

的光电探测器.在实际测量中,传统的前向小角散
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射法在较小散射角内中心光和杂散光相对过强,采
集信号的信噪比很低,影响测量的精确性[５Ｇ６].采用

针尖装置消除中心光强,或采用空白测试并直接作

差消除背景光强是常用的解决办法,但前者会因针

尖衍射现象影响实际散射信号,后者会造成散射信

号的丢失.针对这一缺陷,近场散射(NFS)技术被

提出,它可在不安装中心针等复杂装置的前提下克

服干扰信号的影响,提高测量精度,降低对测量环境

洁净度的要求[７].

NFS法通过反演颗粒散射强度获得粒径分布,
测量过程面临第一类Fredholm 积分方程[８],这是

一个不适定问题,需要精确稳定的反问题求解算法.
基于正则化思想降低方程组的病态特性,避免微小

测量误差对结果的干扰[９Ｇ１０].正则化参数[１１]的选取

直接影响求解的精确度和稳定性,应用较多的方法

有拟最优准则、图解Ｇ数值迭代法、广义交叉验证

(GCV)准则法及L曲线法.除了正则化法外,基于

奇异值分解(SVD)技术的求解算法同样得到广泛应

用,典型的如奇异值修正法和奇异值截断(TSVD)
法.此类方法的效果与奇异值的保留数量密切相

关,该数量的选取依赖观测数据的先验信息,寻优方

案需恰当选取[１２].迭代算法也是不适定问题的有

效求解办法之一,可以得到稳定的数值解.考虑颗

粒粒径的非负特性,需要使用非负约束技术进行修

正.王雅静等[１３]将小波正则化反演与TSVD法结

合,提出了多尺度动态光散射法;王天恩等[１４]提出

了一种基于向量相似度测量的迭代算法.上述算法

均被应用于双峰分布颗粒系的反演,但只在峰值粒

径比小于１∶２．５的双峰远距离分布情况下得到了验

证,具有一定局限性.
本文基于NFS原理,融合TSVD法、奇异值修

正法与Tikhonov正则化思想,提出了一种改进的

病态问题反演算法.基于BackusＧGilbert折中准则

和截断值最小原则确定了奇异截断值,利用L曲线

法选取最优正则化参数,通过联合迭代反演(SIRT)
法实现了非负约束,通过Chahine迭代算法计算得

到收敛的求解结果.分析了噪声水平、粒径分布宽

度及峰值数量对算法反演的影响,并将所提改进算

法与其他算法进行比较.

２　测量原理

２．１　NFS原理

NFS测量颗粒粒径的系统结构如图１所示.
激光束经空间滤波及准直后投射到待测颗粒群发生

散射,散射光与透射光在样品近前处干涉叠加形成

散斑图像,其经过显微透镜被CCD相机接收.对散

斑图像进行傅里叶频谱分析得到角散射光强度,从
而反演出颗粒的粒径信息[１５].

图１ NFS测量颗粒粒径的系统结构图

Fig．１ StructuraldiagramofNFSsetupformeasuringparticlesize

　　图２(a)所示为CCD拍摄的NFS图像,其中同

心圆环及光的毛刺是显微透镜及周围环境引起的杂

散光影响,消除影响后的差分信号图像如图２(b)所
示.差分信号由自相关技术得到散斑图像的二维功

率谱,即远场散射强度,如图２(c)所示.将二维功率

谱图像沿半径按等比分环后得到一维远场散射的平

均光强分布,如图２(d)所示,即为反演所需的观测数

据IS(Q),其中Q 为散射波矢的大小.
不考虑粒子间相关多散射现象,CCD探测器接

收到的散射光强可表示为

IS(Q)＝∫IMie(Q,D)N(D)dD, (１)

式中:IMie(Q,D)表示直径为D 的颗粒在散射波矢大

小为Q 时的Mie散射光强;N(D)为颗粒粒径的频率

分布.(１)式是典型的第一类Fredholm积分方程[１６],
其归一化形式为I＝AX,其中I为散射光强分布的列

向量,X 为粒径分布的列向量,A 为系数矩阵,其元素

表示某粒径颗粒在某散射波矢时的散射光强.

２．２　Chahine迭代算法

迭代算法是非线性方程组常用的求解办法之
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图２ NFS颗粒粒径的测量过程.(a)NFS图像;(b)差分图像;(c)功率谱图像;(d)散射光强值

Fig．２ ProcessofmeasurementofparticlesizebyNFS敭 a NFSimage  b differenceimage  c imageof

powerspectrum  d scatteredlightintensity

一,典型的有代数重建法(ART),投影迭代算法等.

Chahine循环算法最初被用于测量大气温度分布,
近年来在光散射法测量颗粒粒径分布领域得到了发

展[１７].其迭代格式为

Ik ＝AXk

rk ＝I．/Ik

ck ＝(ATrk)．/sum(AT)

Xk＋１＝ck．∗Xk

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (２)

式中:上标k 代表第k 次迭代;sum(AT)为矩阵AT

列向量的元素之和;r、c 为迭代过程的中间变量;

．/表示两向量中各对应元素相除;．∗表示两向量中

各对应元素相乘.该方法的收敛速度较快,经过多

次迭代后便能得到一个相对稳定的解.由迭代公式

可知,只要迭代初始值为非负值,迭代终值必然为

正.此方法的缺陷是当颗粒粒径级数较多时,结果

曲线振荡严重,且对多峰分布曲线的反演效果不理

想,需要进一步改进.

２．３　改进算法

利用Lanczos的SVD理论分解系数矩阵A,得

到A＝∑
n

i＝１
λiuivT

i,其中ui、vi 分别为A 的左、右奇异

值矩阵列向量,λi 为递减排列的奇异值,n 为矩阵A

的秩.X＝∑
n

i＝１
viuT

iI/λi 为方程的广义解,若矩阵A

存在很小的λi,则观测数据I 中的微小噪声在近似

解中被极度放大,导致测量系统的稳定性降低,属于

严重病态问题.

A 的较大奇异值及相应向量对应数值模型中的

可靠部分,否则为不可靠部分.TSVD法直接删除

过小奇异值对应的特征向量,可避免观测数据中的

微小噪声被放大,但在消除不可靠组分的同时会造

成信息损失,降低解估计的分辨率[１８].奇异值修正

法对全部奇异值及相应特征向量给予修正,导致确

定成分发生畸变[１９].综合这两种方法,考虑引入滤

波因子修正数值解,通过TSVD法将全部奇异值分

为相对较大和较小的两部分,仅让修正参数作用于

模型的不可靠部分,使其受到抑制,可靠部分不发生

畸变.定义该滤波因子为

τi＝
１,１≤i≤k′
λi/(λi＋α),k′≤i≤n{ , (３)

式中:修正参数α取最优正则化参数;k′为截断处的

序号.Tikhonov正则化方法[２０]为不适定方程组构

造改进的系数矩阵的广义逆,当正则化参数选取偏

大时,反演曲线过于光滑,分布宽度偏大,反之会导

致振荡与毛刺,本研究采用L曲线法计算取值.此

时的谱分解形式为

X＝∑
i＝１

uT
iI
λi

vi＋ ∑
n

i＝k′＋１

λi

λi＋α
uT

iI
λi

vi. (４)

　　奇异截断值λk 的选择与系数矩阵和观测噪声

水平有关.在高噪声条件下,取较大截断值可减小

噪声的影响;反之,取较小截断值可保留更多有效模

０２１２００９Ｇ３
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型信息[２１].截断后的广义逆矩阵为A∗＝ ∑
λi≥λk

viuT
i/

λi,引 入 分 辨 率 矩 阵 R＝A∗A 和 协 方 差 矩 阵

cov[X]＝σ２A∗(A∗)T.分辨率和协方差是互相矛

盾的评价参数,综合BackusＧGilbert折中理论与截

断值最小原则,定义泛函e为

e＝‖R－E‖２２＋‖cov[X]‖２２＋λ２k, (５)
式中:E 为单位矩阵.使e取最小值的λk 即最佳奇

异截断值.SVD法得到的数值解可能包含负分量,
不符合实际,采用王忠东等[２２]提出的改善 ART收

敛性能的SIRT算法来实现非负条件约束.用很小

的正数代替X 的所有负分量,得到新的非负正则化

解X０
α.正演计算观测值I的偏差得到修正量ΔX０.

修正数值解Xs
α＝Xα＋ΔX０,若Xs

α 还有负分量,则
按上述步骤重新计算,直到全部分量满足非负条件

为止.改进算法的具体过程为:由谱分解系数矩阵

A 建立广义逆矩阵,确定最优正则化参数α 和奇异

截断值λk 后建立改进的滤波因子,计算初始数值

解,用SIRT算法对该解进行非负约束后,并将结果

作为Chahine迭代算法的初始值进行迭代计算.

３　结果与讨论

３．１　数值模拟

为验证改进算法的性能,分别用Chahine迭代

法、TSVD算法和所提改进算法对满足JohnsonＧSB
模型的单、双峰分布颗粒群进行数值模拟.取 HeＧ
Ne激光器的入射光波长λ＝６３２．８nm,颗粒对于分

散介质(水)的折射率m＝１．５５－０．１i,最大散射角

θ＝４０．５°.为评价反演效果,使用粒径分布误差ε
来表征计算误差,利用粒径分布相关系数R 来表征

分布曲线的相近程度,其表达式分别为

ε＝ ∑
K

i＝１

(Xreal,i－Xcal,i)２ ∑
K

i＝１
X２
real,i ×１００％,

(６)

R＝
∑
K

i＝１

(Xreal,i－X－real)(Xcal,i－X－cal)

∑
K

i＝１

(Xreal,i－X－real)２∑
K

i＝１

(Xcal,i－X－cal)２[ ]
１/２

×

１００％. (７)
式中:Xreal,i为解向量的真实元素值;Xcal,i为解向量

的数值模拟计算得到元素值;K 为解向量的元素个

数;X－real为解向量的真实元素平均值;X－cal为解向量

的数值模拟计算得到元素平均值.
假定单峰分布颗粒的平均粒径μ１＝４０μm,分

布宽度σ１＝１０,对理论散射光强加入误差限γ＝３％

的随机噪声,３种算法的反演结果 X(D)如图３所

示.Chahine算法在低粒径区域(０~３６μm)反演准

确,在高粒径区域偏离真实值,峰值频率过小,总体

误差高达２４．３５％,曲线相似度为９５．８３％.TSVD
算法的反演误差为１８．１４％,曲线相似度增大至

９７．５５％,克服了５６μm后反演曲线虚飘的缺陷,然
而曲线分布宽于真实值,０~２０μm内出现了振荡.
所提改进算法的反演结果与真实值吻合,振荡程度

及峰值粒径偏差程度都明显低于前两种算法,反演

误差为７．１８％,曲线相似度为９９．０３％,说明与另外

两种算法相比,本文算法在反演粒径单峰分布时具

有显著优势.
当分布宽度σ＝５时,反演结果如图４所示,可

以看出,窄分布下Chahine算法仍存在高粒径区域

虚飘和峰值粒径过低的现象.TSVD算法的反演结

果的区域偏宽、峰值偏小,且在非峰值区域有严重的

振荡与伪峰现象,反演误差达到２８．０９％,远高于

σ＝１０时的反演结果,说明TSVD算法对窄分布粒

径的反演效果较差.所提改进算法的反演结果无虚

图３ 噪声γ＝３％时单峰分布粒径反演曲线

Fig．３ Inversionresultsofsinglepeakparticlesize
distributionwithnoiseγ＝３％

图４ 分布宽度σ＝５时单峰分布粒径反演曲线

Fig．４ Inversionresultsofsinglepeakparticlesize
distributionwithwidthσ＝５

０２１２００９Ｇ４
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飘与伪峰,峰值粒径偏差小,反演误差为６．１２％,曲
线相似度达９９．５６％,直观反映了其对窄分布和高粒

径区域的反演优越性.
设置双峰颗粒的粒径分布参数依次为r＝０．５,

μ１＝３０μm,σ１＝４,μ２＝６０μm,σ２＝３,此时峰值粒

径比β＝１∶２,对理论散射光强分别加入误差限γ＝
０、０．０５％、０．１０％、０．５０％的随机噪声.表１所示为

３种算法在不同噪声水平下反演的误差和相关系

数,双峰分布粒径对噪声的敏感程度高于单峰分布

粒径,图５所示为γ＝０．５％时３种算法对双峰分布

粒径 的 反 演 结 果.可 以 看 到:无 论 有 无 噪 声,

Chahine算法的误差都很大,高粒径的第二个峰反

演失效,且峰间隙处结果偏高;TSVD算法在低噪声

水平下反演理想,但随着噪声的增大,精度快速降

低,峰值间隙和第一个峰处反演结果基本理想,但第

二个峰的曲线区域偏宽、峰值偏小,高粒径区域存在

伪峰;所提改进算法提高了对第二个峰的反演能力,
避免了伪峰与振荡的不稳定现象,具备更高的抗噪

性能.
表１ 不同噪声水平下的双峰分布粒径反演结果

Table１ Inversionresultsofbimodalparticlesize
distributionsatdifferentnoiselevels

γ/％ ０ ０．０５ ０．１０ ０．５０

Chahine
ε/％ ５７．２８ ５７．２６ ５２．３８ ５２．３５
R/％ ７６．３７ ７６．３９ ７６．４０ ８１．４９

TSVD
ε/％ ６．５７ １０．４４ １６．９８ ３２．９４
R/％ ９９．０１ ９６．５３ ９５．２４ ９２．７７

Proposed
ε/％ ４．４４ ７．９６ ９．６７ １５．９２
R/％ ９９．８８ ９９．５３ ９８．９６ ９８．６０

　　当颗粒峰值 粒 径 分 别 为μ１＝５０μm、μ２＝
６０μm,峰值粒径比β＝１∶１．２时,３种算法的反演结

果如图６所示.当峰值粒径间隔减小后,Chahine
算法和TSVD算法均失去了对双峰的分辨能力,反
演结果严重失真.所提改进算法依然能清晰地区别

图５ 噪声γ＝０．５％时双峰分布粒径反演曲线

Fig．５ Inversionresultsofbimodalparticlesize
distributionwithnoiseγ＝０敭５％

图６ 粒径比β＝１∶１．２时双峰分布粒径反演曲线

Fig．６ Inversionresultsofbimodalparticlesize
distributionwithparticlesizeratioβ＝１∶１敭２

双峰,且没有振荡和伪峰现象,与真实曲线的相似度

达到９８．９６％,表明本文算法在间隔较近的双峰分布

曲线的反演中具有更高的优越性.

３．２　实验研究

利用所提改进算法来测量国家标准颗粒溶液,
搭建了基于NFS原理的颗粒粒径测量系统,实验装

置平台如图７所示.标准颗粒规格分别为 GBW
(E)１２００２８(４０μm)和GBW(E)１２００４７(７０μm),以

图７ NFS粒径测量实验装置

Fig．７ ExperimentalsetupforparticlesizemeasurementbyNFS

０２１２００９Ｇ５
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水为分散剂,其相对折射率 m＝(１．５９６－０．１i)/

１．３３.设定CCD的拍摄频率为５０frame/s,采集图

像共５００帧,信号采集时间为１０s.
图８所示为标准颗粒粒径为４０μm的单峰分

布测量结果,分布概率 N 大于１０％的粒径集中在

３７．３~４２．２５μm,占总数的８２．９７％,计算得到颗粒

群的平均粒径为３９．９２μm,从开始处理计算机采集

到的NFS图像到生成颗粒粒径分布的测量结果,共
耗时５８s.多次测量后统计得到４０μm标准颗粒

溶液粒子群的测量粒径为(４０．２３±１．５)μm,与标准

颗粒检测标定结果(４０±０．６)μm相比,测量误差为

０．５８％,故所提改进算法在测量单峰分布粒径时具

有较高的稳定性.

图８ 标准颗粒粒径为４０μm时粒径概率分布

Fig．８ Particlesizeprobabilitydistributionofstandard

particlewithparticlesizeof４０μm

将粒径为４０μm和７０μm的标准混合颗粒作

为待测溶液,其峰值粒径比为１∶１．７５.采用TSVD
算法和所提改进算法反演得到的测量结果分别如

图９和图１０所示.在图９中,分布曲线的两个峰值

分别在４８．８５μm和６３．７μm处,与检定标准值之间

的误差分别为２２．１２％和９％.低概率粒径区域的

峰值粒径偏大,高概率粒径区域的峰值粒径则偏小,
测量结果几乎不能区别双峰,且在２０μm和９４μm
附近出现伪峰,整体测量精度低.双峰分布溶液的

粒径测量误差较大,其主要原因是两种粒径在混合

时发生团聚现象,造成多次散射,且不同粒径颗粒沉

降速度的差异使得颗粒系不能达到绝对分散,而反

演算法的不良特性也会造成测量结果的伪峰与振荡

和两峰交汇处的刻画失效.在图１０中,双峰峰值处

粒径分别为３８．９５μm和７０．３μm,与检定标准值之间

的误差分别为２．６３％和０．４３％,均低于３％,测得的粒

径分布曲线中双峰区分清晰,故所提改进算法在双峰

峰值粒径间隔较近时的反演结果优于TSVD算法.

图９ TSVD算法得到的混合溶液的粒径概率分布

Fig．９ Particlesizeprobabilitydistributionofbimodal
latexsphereswithTSVDalgorithm

图１０ 本文算法得到的混合溶液的粒径概率分布

Fig．１０ Particlesizeprobabilitydistributionofmixed
solutionbyproposedalgorithm

４　结　　论

提出一种针对NFS法测量颗粒粒径的改进反

演算法,在阐述该算法的实现步骤后,通过数值模拟

和实验验证得出结论:改进算法不但提高了反演的

精度和速度,还削弱了正则化参数的选取对解的绝

对影响,提高了算法的稳定性,反演曲线相似度可达

９７％以上.数值模拟结果表明,改进算法能够有效

抑制反演结果对噪声的敏感度.在高噪声水平下,
粒径分布的反演效果优于Chahine算法和 TSVD
算法,尤其对于双峰分布颗粒系,在相同噪声水平下

其测量精度比 TSVD算法高约一倍.实验结果表

明,改进算法对颗粒群的粒径分布适用性更加广泛,
降低了窄分布颗粒群在高概率粒径区域的反演失真

程度,且在峰值粒径比大于１∶２时对近距离双峰的

区别能力更优.改进算法提高了粒径反演效率,降
低了对测量环境的要求,对被测颗粒溶液浓度的适

用性更强.

０２１２００９Ｇ６
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