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基于代数迭代的 Mojette变换层析重建算法
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摘要　提出了一种基于代数迭代的 Mojette变换层析重建算法.在确定最佳投影角度的基础上,结合传统层析技

术中的乘性代数迭代算法进行重建.利用该算法对轴对称火焰进行了层析重建.数值模拟结果表明,与基于角的

重建算法相比,该算法在噪声较大情况下的层析重建质量更好.
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１　引　　言

发射层析技术(ECT)是一种简单且有效的燃烧

场诊断方法,它将燃烧场发射光的强度测量与计算

层析理论相结合,根据多个方向的光强投影来定量

重建被测燃烧场的三维发射强度,并对燃烧场的物

理参数进行三维反演与诊断[１Ｇ２].该技术直接利用

光电成像系统接收燃烧场自身的辐射光强信号,不
需要外置探测光源.实验装置简单易实现,具有很

广泛的应用前景,使得ECT技术成为近年来用于燃

烧场层析检测的研究热点.
传统ECT的数学基础是Radon变换.在层析

测量与重建中,投影方向数越多,重建质量越好.投

影方向数不足时会出现辐射状伪影和边界模糊等现

象.为了保证层析重建的质量,现有的发射层析技

术需要采集多个视角方向的投影数据进行重建[３Ｇ７].
然而,实际上很多燃烧是在相对密闭空间内进行的,
这种结构限制了光学窗口进行多方向投影数据的采

集,投影数据的不足将严重影响待测场的重建质量,
是严重阻碍ECT实用化的原因之一.因此,实现稀

疏投影采样条件下的高精度层析重建,对发射层析

技术的研究具有重要的意义.

Mojette变换是Radon变换的一种特殊离散形

式,其理论基础是由Katz等[８]提出的离散角度概念

和Guédon等[９]提出的迭代算子共同构筑而成,该
变换在满足Katz引理的稀疏角度下即可被精确重

建.Mojette变换是一种冗余变换,可以根据多个

投影之间相互独立的特性对投影个数、投影角度等

进行任意变换,通过改变不同投影矢量下的采样率

来控制冗余度的大小,因此可以最大程度地避免投
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影信息的重复和冗余采样[１０].Fayad等[１１Ｇ１２]的研

究表明,基于 Mojette变换的层析重建能够大大减

小所需的投影角度并减少投影射线条数,其重建所

需的数据采集量远小于Radon变换所需的数据量,
在稀疏角度下具有良好的重建性能.

Mojette逆变换主要采用基于角的重建(CBI)
算法,该算法为一种串行的求解模式[１３].相比于

Radon变换,基于 Mojette变换的层析重建的一个

缺点是对噪声的高灵敏度.目前已发展出多种算法

来抑制其噪声灵敏度,例如基于最佳投影方向的

CBI算 法[１３]、基 于 联 合 代 数 迭 代 法 (SART)的

SARTＧMojette算法[１４]等.然而,这些算法对实际

探测目标的三维重建质量不高.
为了进一步提高基于 Mojette变换层析的重建

质量及其抗噪性能,本文提出了一种基于代数迭代

的 Mojette变换层析重建算法.该方法首先根据

CBI算法原理确定出最佳投影方向,然后结合传统

层析重建中的乘性代数迭代算法(MART)进行重

建.模拟实验表明,该算法在大噪声情况下得到的

层析重建质量较高.最后,利用该算法对一个轴对

称火焰进行重建.

２　Mojette变换及重建原理

２．１　Mojette正变换

Mojette变换为一种特殊离散形式的Radon变

换,如图１所示.在 Mojette变换中,用一对互质的

整数对(pi,qi)来表示投影方向,pi∈Z 和qi∈Z＋

分别表示图像水平方向和垂直方向的整数位移,i∈
Z＋表示第i个投影方向上的 Mojette变换.该投

影矢量对应的投影角度θi＝arctan(qi/pi),且满足

θi∈(０,π).

Mojette变换投影值为投影光线经过中心点的

图１ Mojette变换原理图

Fig．１ SchematicofMojettetransform

离散网格值的积分.对分辨率大小为P×Q 的离

散图像f 在投影方向(pi,qi)进行 Mojette变换,可
以表示为

Mpi,qi
(b)＝

∑
P

m＝１
∑
Q

n＝１
f(m,n)δ[b－pi(m－１)－qi(n－１)－po],

(１)
式中:f(m,n)为待重建图像平面上坐标为(m,n)
的像素灰度值;b 表示该点经过 Mojette变换映射

在探测器像元上的位置.由于探测器像元位置为正

整数,需要引入探测器像元位置校正量po.当投影

矢量pi＞０时,po＝１;当投影矢量pi＜０时,po＝
－(Q－１)pi＋１.

与Radon变换相似,Mojette变换可以表示为

Mpi,qi(b)＝∑
P

m＝１
∑
Q

n＝１
f(m,n)ωpi,qi(m,n,b),(２)

式中:ωpi,qi(m,n,b)称为权重因子,表示在投影方

向(pi,qi)下第(m,n)个网格对第b 个投影像素的

贡献.当 pi(m－１)＋qi(n－１)＋po＝b 时,

ωpi,qi(m,n,b)＝１,否则ωpi,qi(m,n,b)＝０.
可以将 Mojette变换表示为如下矩阵形式:

M ＝Wf, (３)
式中:W 为多个投影方向的权重因子组成的权重矩

阵;M 为多个方向的 Mojette变换投影矩阵.

２．２　最优投影方向

在 Mojette变换中,不同投影矢量(pi,qi)下的

探测器像元个数Bi(P,Q,pi,qi)和投影射线之间

的间距hi 不同,对于分辨率P×Q 的离散图像,可
以表示为

Bi(P,Q,pi,qi)＝(Q－１)|pi|＋(P－１)|qi|＋１

hi＝
１

p２
i ＋q２i

ì

î

í

ï
ï

ïï

.

(４)

　　投影矢量满足Katz引理条件,即

∑
M

i＝１
|pi|≥P　or　∑

M

i＝１
|qi|≥Q, (５)

则最少可通过M 个投影角度完成精确重建.
通过Katz引理确定的极少投影角度的重建会

导致投影更新次数过多,使得噪声在迭代求解过程

中不断被放大,这极大地影响了重建质量.要减少

噪声的累积,需要找到最优的投影方向,使每次迭代

所求解出的像素数最多,即重建迭代次数最少.所

提出的最优投影组合的确定方法如下:

１)设重建物体分辨率为P×Q,投影探测器分
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辨率为B,所有的投影矢量组Rproj＝(pi,qi)必须满

足如下条件:

B ≥ (Q－１)|pi|＋(P－１)|qi|＋１,

fGCD(pi,qi)＝１,{ (６)

式中:fGCD(pi,qi)＝１表示pi 和qi 的最大公约数

为１,即pi 和qi 互质.

２)建立一个与重建物体相同分辨率的全１矩

阵Aones,并设置一个空的数组Ropt_proj用以存储最优

的投影矢量.

３)根据(１)式计算全１矩阵Aones在Rproj中不同

投影矢量方向下的 Mojette变换投影,用 M′pi,qi(b)
表示;计算投影中 M′pi,qi(b)＝１的像素个数;取像

素个数最多的投影矢量为本次迭代所确定的最优投

影,并加入Ropt_proj.

４)从投影矢量组Rproj中删除该投影矢量,并将

全１矩阵Aones中对应于 M′pi,qi(b)＝１的像素点赋

值为０,即通过该投影矢量重建出的像素在以后的

计算中不再考虑.

５)计算矩阵Aones中所有数值的和,如果为０,
表明所有像素都已被重建,结束投影矢量的选择;否
则重复步骤２)~５).

６)Ropt_proj为最优的投影矢量组.

２．３　代数迭代重建算法

代数迭代重建算法(ART)是层析技术中最常

用的重建方法,对少量投影角度的层析重建具有较

高的精度,抗噪声能力强、灵活性高[１５].它基于最

小范数的准则进行线性方程组的求解,基本思路是

从f 的一个初始猜测f(０)开始,循环地用约束条件

向解空间投影,当第k 次迭代时达到预期的收敛条

件,即f(k)足够接近真实解f 时,迭代将停止.乘

型代数迭代算法(MART)具有较快的收敛速度.
利用 MART进行求解[７],其具体步骤为

f(０,０)＝f(０)

f(k,j＋１)
i ＝f(k,j)

i × １－
εwij

∑
P×Q

i＝１

(ωij)２
１－

Mj

∑
P×Q

i＝１
ωijf(k,j)

i

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

f(k＋１,０)＝f(k,B)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

　１≤j≤B, (７)

式中:f(０)≠０为设定的初始值;f(k,j)
i 的上标表示第

k次迭代的第j条投影射线,下标i表示第i个重建

网格;B 表示总的投影射线所对应的像素个数;ε为

松弛因子,ε∈(０,１);C 为迭代终止阈值,决定了重

建的精度,当|f(k)－f(k－１)|≤C 时,迭代终止.

３　数值模拟

利用传统层析技术中常用的合成SheppＧLogan
模型来验证算法的性能.模拟图像的分辨率为

６４pixel×６４pixel,假设探测器的最大像素数为１０２４.
根据２．２节中的方法确定出的最优投影矢量为

p＝(７,－７,１１,－１１,５,－５,７,－７)

q＝(９,９,５,５,１１,１１,８,８){ . (８)

　　利用(１)式计算该投影条件下的 Mojette变换.
为了比较算法在不同噪声水平下的重建质量,在投

影中加入４种不同强度的高斯噪声,噪声均值为０,
方差σ分别为０．００１,０．００２,０．００４,０．００８.

首先,利用 CBI进行重建,结果如图２所示.
可以看出,当噪声较小时,CBI算法能够较好地重建

出被测物体;随着噪声的增大,重建质量严重恶化.
这是由于CBI算法为一种完全重建算法,即当噪声

为０时,可以精确重建出待测物体.噪声的影响会

在CBI重建过程中进行累积.当噪声较小时,重建

误差也较小;随着噪声的增大,重建误差也会增大.
利 用MART算法进行重建,结果如图３所示.

图２ CBI重建结果.(a)σ＝０．００１;(b)σ＝０．００２;
(c)σ＝０．００４;(d)σ＝０．００８

Fig．２ ReconstructionresultsbyCBI敭 a σ＝０敭００１ 

 b σ＝０敭００２  c σ＝０敭００４  d σ＝０敭００８

０２１１００３Ｇ３



光　　　学　　　学　　　报

其中松弛因子ε＝０．８,重建阈值C＝１０－４.结果表

明,MART算法在不同强度噪声条件下具有相同的

重建质量.这是由于重建精度由阈值C 所决定,一
旦重建误差满足阈值条件,迭代重建就会终止.因

此,如果重建阈值C 确定,不同噪声条件下的重建

精度是不变的.

图３ MART重建结果.(a)σ＝０．００１;(b)σ＝０．００２;
(c)σ＝０．００４;(d)σ＝０．００８

Fig．３ ReconstructionresultsbyMART敭 a σ＝０敭００１ 

 b σ＝０敭００２  c σ＝０敭００４  d σ＝０敭００８

图４ 两种算法的重建误差.(a)RMSE;(b)MAE
Fig．４ ReconstructionerrorsbyCBIandMART敭

 a RMSE  b MAE

为了定量评价算法的重建性能,在此计算了不

同重建结果的均方根误差(RMSE)和平均绝对误差

(MAE):

RRMSE＝
∑
N

i＝１

(fi－f′i)２

N２

RMAE＝∑|fi－f′i|
N

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

, (９)

式中:fi 和f′i分别为原始图像和重建图像中第i个

像素的像素值;N 为图像中总的像素数.两种算法

在不同噪声条件下的重建误差如图４所示.结果表

明,当噪声较小时,CBI算法具有较高的重建精度,
随着噪声的增大,CBI的重建误差急剧增大,且
MART算法在不同强度噪声下的重建误差基本不

变.因此,所提出的 MART算法具有较强的抗噪

性能.

４　实验结果

为了验证该算法的重建质量及精度,在此对轴

对称丙烷火焰进行层析重建.使用轴对称火焰有以

下原因:１)该实验的目的是检验算法的可行性及精

度,因此需要排除其他因素引起的不确定性,例如多

个相机的位置和强度标定误差,曝光时间对投影强

度的影响等;２)算法的重建性能是相同的,如果能够

准确地重建轴对称火焰,则它也适用于任意燃烧场

的测量;３)多个相机的层析系统需要解决同步触发、
位置标定等关键技术问题,这将在后面的研究中进

行讨论.因此,重建的实验对象为本生灯所产生的

稳定轴对称丙烷火焰.
利用一个电荷耦合器件(CCD)相机记录火焰发

光强 度 投 影.该 CCD 相 机 由 镜 头 (Computar
M０８１４ＧMP２,CBC株式会社,日本,焦距为１２mm,
最大孔径为８．４mm)和黑白CCD组成(GuppyPro
FＧ１２５B,AlliedVisionTechnologies,德国,分辨率

为１２９２pixel×９６４pixel,像素尺寸为３．７５μm).
在镜头和CCD之间放置一个(４３１．５±１０)nm的单

波长滤光片,对中间组分CH∗ 的发光强度进行成

像.该相机正对着火焰进行拍摄,曝光时间为１ms.
为了减少重建中的数据量,提高计算效率,从拍

摄的投影中截取出２３８×１２８个像素的有效区域进

行重建,如图５(a)所示.对不同高度的４个火焰横

截面进行重建.重建区域被划分为６４×６４的网格,
网格大小为０．４mm.首先,确定最优的投影矢量

组,结果与(６)式相同;其次,从投影图像中提取出该

横截面所对应的一维投影数据,并利用最小二乘拟

合方法将该投影的像素数和投影间隔拓展为与

Mojette变换相同;然后将该投影转换为 Mojette变

０２１１００３Ｇ４
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换投影[１３,１６];最后分别利用CBI和 MART算法进

行重建,结果如图５所示.

图５ 轴对称火焰重建结果.(a)投影图;(b)CBI重建;
(c)MART重建

Fig．５Tomographicreconstructionsforaxisymmetric
flame敭 a Projectionimage  b resultsbyCBI 
　　　　　 c resultsbyMART

由图５可以看出,利用CBI和 MART算法都

能够较好地重建出火焰的燃烧结构.然而,利用传

统CBI算法重建的结果中具有较强的离散噪声,而

MART算法具有更好的重建效果.

５　结　　论

为了提高 Mojette变换层析重建的精度及其抗

噪性能,提出了一种基于代数迭代的重建算法.该

算法首先基于减少迭代次数的思想确定最佳投影角

度,然后结合传统层析技术中的 MART算法进行

重建.该算法的重建精度受阈值所决定,因此在不

同噪声水平下都能取得较好的重建结果.与传统

CBI算法相比,所提的算法更适用于实际测量中存

在较大噪声的层析重建.最后,通过对轴对称火焰

的层析重建,进一步证实了该算法具有较好的重建

质量.
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