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摘要　采用Pekar变分法研究了双参量非对称高斯势二能级体系中电子态的概率密度、跃迁频率及体纵光学声子

自发辐射率,并讨论了其单参量抛物势近似.数值结果表明:选用双参量非对称高斯势描写量子点中电子的受限

效应能够更恰当地反映电子态的波动性、电子运动的统计规律性及声子自发辐射率的量子化特性,而其单参量抛

物势近似给出的结果较为简单和粗糙.材料的色散及电声耦合对二能级体系中电子态的概率分布、量子跃迁频率

和体纵光学声子自发辐射率的影响不能忽略.
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１　引　　言

半导体量子点(QD)以其广阔的应用前景越来

越受到人们的重视.电子态对QD的光电特性、输
运性质等具有重要影响,因而处于QD中的电子态

备受关注[１Ｇ５].然而,近年来,人们在量子点电子态

的理论研究中,大多都简单地将QD当作理想的二

维圆形来处理[６Ｇ８].实际上,QD的形状与其生长条

件有关,实验上已能做出几个分子层厚度的准二维

QD[９],故把量子点描述成柱形或薄盘结构也许更为

准确[１０Ｇ１２].显然,QD的厚度将对电子态产生哪些

影响是一个有待理清的基本问题.QD是一种准零

维体系,位于QD中电子的三维受限和电声耦合,是
该系统内的两个主要相互作用.对于QD中电子的

三维受限而言,选取合适的受限势函数极为重要.
长期以来,单参量的抛物势常被用来描述QD中电

子的受限情况[８,１３Ｇ１４].然而,抛物势是一种过于简

化的理想模型,其结果无疑是比较粗糙的.最近,有
一些学者采用高斯势函数来描写电子在低维量子结

构中的受限情况[１５Ｇ１７],这是因为一些实验结果显示

１２２３００２Ｇ１
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电子真实的受限应非抛物形的阱状势[１８],而高斯势

阱平滑且具有有限的阱深、阱宽,应该是一个很好的

近似.但上述工作均未考虑介质的极化效应.由于

低维量子结构具有较强的极化现象,且维度越低极

化效应越明显,因此电声耦合强烈地影响着它们的

输运及光学性质[１９].近年来,低维纳米结构中声子

效应的研究得到了一些学者的极大关注[２０Ｇ２２].然

而,不难发现,近几年引入高斯限定势研究低维结构

中声子效应的工作大多集中于量子阱结构,而在

QD领域的相关研究甚少.本文研究了双参量非对

称高斯势二能级结构中电子的概率密度、跃迁频率

及体纵光学(LO)声子自发辐射率的性质,填补了本

领域某些研究空白.

２　模型与方法

假设位于厚度为L 的 QD中的一个电子,沿

QD生长方向及其垂直方向分别受到不同局域限定

势的作用,并与介质中的LO声子相互作用,则QD
中电声耦合体系的哈密顿量H 可以写成[２１Ｇ２２]
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式中:VG(z)和VP(ρ)分别为非对称高斯势函数和抛

物势函数,它们分别表示电子沿QD生长方向(z轴)
及其垂直方向(xＧy平面)的受限效应;mb、p 和r＝
(z,ρ)分别表示电子在晶体能带中的有效质量、动
量和坐标,z和ρ分别表示纵向坐标和横向坐标;ћ
为普朗克常数;ωLO为LO声子频率;b†k 和bk 分别表

示波矢为k 的LO声子的产生和湮灭算符;vk 和

v∗
k 分别表示电子与LO声子的耦合系数及其复共

轭;V０ 为高斯势阱深度(高斯阱深);L 为高斯势阱

的宽度;ω０ 表示抛物势的受限强度.
讨论变分函数U－１HU 在试探波函数|Ψ›中的

期待值H－ 的变分极值问题,变分原理表示为

δH－ ＝δ‹Ψ|U－１HU|Ψ›＝０, (３)
这里算符U 是LeeＧLowＧPines幺正变换[２３].假设

高斯函数近似对体系的基态和第一激发态成立,则
依据Pekar类型的变分法[２４],体系的基态和第一激

发态试探波函数分别选为
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式中:λ０ 和λ１ 为变分参数;|０ph›为LO声子的真空

态,由bk|０ph›＝０确定.
将(４)、(５)式分别代入(３)式就可确定变分参

数,经冗长计算后可分别得到体系的基态能量E０＝
‹Ψ０|U－１HU|Ψ０›和 第 一 激 发 态 能 量 E１ ＝
‹Ψ１|U－１HU|Ψ１›.由此可以构造一个二能级体

系,则处于叠加态的电子的概率密度为
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式中:ω０１为电子从第一激发态向基态的跃迁频率;α
为电声耦合强度(EPCstrength);t为时间.基于费

米黄金规则和偶级近似,在环境保持低温的情况下,
引入声子色散关系ω＝ωLO－ηck２(ω为频率,c为光
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速,η为色散系数,k为波矢大小),可得到LO声子

的自发辐射率w[２１]为

w＝
e２ω０１
２πcε０ћη

|‹Ψ０|r|Ψ１›|２＝

e２ω０１
２πcε０ћη

１６λ３０λ５１
(λ２０＋λ２１)５

. (８)

式中:ε０ 为真空介电常数;e为电子电量.

３　结果与讨论

图１~１０给出了二能级体系中电子的概率密度

|Ψ(ρ,z,t)|２、跃迁频率ω０１和LO声子的自发辐射

率w 曲线,为了使这些数值曲线呈现的各物理量的

变化规律具有普遍性,图中分别以ωLO、ћωLO和rp＝

ћ/(２mbωLO)作为频率、能量和长度的单位.
图１表示概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同高斯

阱深V０ 下随其阱宽L 的变化,可以看出,|Ψ(ρ,z,

t)|２ 随L 的变化规律在L 的不同区域差异较大:当

L＞２．０rp 时,|Ψ(ρ,z,t)|２ 随L 的增加而增大,这
是因为随着L 增加,电子的纵向受限减弱,使得体

系的能量E 随高斯阱宽L 的增大而减小,而根据能

量最低原理,电子优先处于较低的能态;当L 一定

时,|Ψ(ρ,z,t)|２ 随高斯阱深V０ 的增加而减小,这
是因为随着V０ 增加,电子的自陷加大,致使体系的

能量E 随V０ 的 增 加 而 增 大;当 L＜２．０rp 时,

|Ψ(ρ,z,t)|２随L 的减小而振荡变化,这一结果与

量子力学理论相吻合,因为电子的受限越强,电子态

的波动性越凸显.

图１ 概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同高斯阱深V０ 下

随高斯阱宽L 的变化

Fig．１Probabilitydensity|Ψ ρ z t |２versusthewell
widthLunderdifferentthewelldepthsV０ofthe
　　　　　　 　AGpotential

图２描绘了概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同电

声耦合强度α下随抛物势范围R０ 的变化.由图２
可以看出,R０ 对|Ψ(ρ,z,t)|２ 的影响比较简单,尤

其是当R０＞２．０rp 时,R０ 对|Ψ(ρ,z,t)|２ 的影响可

以忽略,只有当R０＜２．０rp 时,|Ψ(ρ,z,t)|２ 才出现

了一个弯曲,这是由单参量抛物势本身过于简单所

致.另外,在给定的R０ 下,|Ψ(ρ,z,t)|２ 随α的增加

而减小,这是因为电声耦合越强,体系的能量越大.
比较图１和图２不难看出,相较于单参量抛物

势,选择双参量高斯势描写QD中电子的受限,能够

更恰当地揭示低维纳米结构的量子化特性.

图２ 概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同电声耦合强度α下

随抛物势范围R０ 的变化

Fig．２Probabilitydensity|Ψ ρ z t |２asafunctionof
the range R０ of the parabolic potential at

　　　　 　differentEPCstrengthsα

图３描绘了概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同电

声耦合强度α下随时间t的变化.由图３可以看

出,|Ψ(ρ,z,t)|２ 随t呈周期性振荡变化.由(６)式
知,|Ψ(ρ,z,t)|２ 的相位变化取决于时间t的余弦

函数cosω０１t,从物理上讲,这是电子波动性的一个

表现.另外,从图３还可以看出:各|Ψ(ρ,z,t)|２Ｇt
曲线的振幅随α的增大而显著减小,这是因为电声

耦合越强,体系的能量越大,而根据能量最低原理,
电子优先处于较低的能态;另外,各|Ψ(ρ,z,t)|２Ｇt
曲线的时间周期也随α的增大而显著减小,这是因

为|Ψ(ρ,z,t)|２ 随α的增加而减小,意味着电子处

于Ψ(ρ,z,t)态的时间随电声耦合强度的增加而减

小,即Ψ(ρ,z,t)态的时间周期缩短.由此可见,声
子效应对QD中的电子态具有重要影响.

图４揭示了概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同高

斯阱深V０ 下随电子纵向坐标z的变化.由图４可

以看出,在z＞２．７rp 的区域,|Ψ(ρ,z,t)|２≈０,而
在z＜２．７rp 区域,|Ψ(ρ,z,t)|２ 随z的减小显著增

大,并出现起伏.另外,与图１类似,|Ψ(ρ,z,t)|２Ｇz
曲线的振荡振幅随阱深V０ 的增加而减小.这些都

属于QD限定势下处于束缚态电子应有的波动性表

１２２３００２Ｇ３
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图３ 概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同电声耦合强度α下

随时间t的变化

Fig．３ Probabilitydensity|Ψ ρ z t |２asafunction
ofthetimetatdifferentEPCstrengthsα

图４ 概率密度|Ψ(ρ,z,t)|２ 在不同高斯阱深V０ 下

随坐标z的变化

Fig．４Probabilitydensity|Ψ ρ z t |２asafunctionof
thecoordinatezatdifferentwellwidthsLofthe
　　　　　　　AGpotential

现,这也意味着采用高斯势描写电子的受限效应能

够充分展现QD中电子态的波动性和电子运动的统

计规律性.
图５表示了电子的跃迁频率ω０１在不同高斯阱

深V０ 下随高斯阱宽L 的变化.由图５可以看出,

ω０１随阱宽L 的变化呈非对称“高斯分布”,并随高

斯阱深V０ 的增加而增大.量子尺寸效应使得在L
的不同区域内ω０１随L 的变化形式有所不同:当L
较大时,ω０１随L 的减小而单调增大至一个最大值,
这是因为随着L 减小,基态电声耦合因粒子纵向运

动空间被压缩而增强的幅度大于激发态的幅度,致
使能级间隔E１－E０ 随L 的增加而增大;当L 较小

时,ω０１随L 的减小而迅速减小,这是因为当L 较小

时随L 的减小３D将转变为２D,这时LO声子数锐

减且不再起主导作用,导致E１－E０ 迅速减小.另

外,在L 一定时,ω０１随V０ 的增加而增大,这是由E１

－E０ 随V０ 的增加而增大所致.

图５ 跃迁频率ω０１在不同高斯阱深V０ 下随高斯阱

宽L 的变化

Fig．５Transitionfrequencyω０１versusthewellwidthL
underdifferentthe welldepthsV０ ofthe AG
　　　　　　　　potential

图６描绘了跃迁频率ω０１在不同耦合强度α下

随抛物势范围R０ 的变化规律.由图６可以看出,

ω０１随R０ 的减小而增大,这是因为随着束缚势范围

减小,电子在xＧy 平面内的受限增大.不过与图２
类似,ω０１随R０ 减小而增大只有在R０＜１．５rp 区域

比较明显,而当R０＞１．５rp 时,ω０１无明显变化.另

外,在给定的R０ 下,ω０１随α的增加而增大,这是因

为激发态的电声耦合比基态的电声耦合弱,因而能

级差E１－E０ 随电声耦合强度的增加而增大.

图６ 跃迁频率ω０１在不同电声耦合强度α下随抛物势

范围R０ 的变化

Fig．６Probabilitydensity|Ψ ρ z t |２versusthethe
range R０ of the parabolic potential under

　　　　　differentEPCstrengthsα

图７给出了声子自发辐射率w 在不同电声耦

合强度α下随高斯阱宽L 的变化.由图７可以看

出,w 随阱宽L 的变化呈非对称“高斯分布”,并随α
的增 大 而 减 小.即:在 一 个 较 小 L(记 作 Lth,

０．５rp＜Lth＜０．８rp)处 出 现 w 的 最 大 值(峰 值)

１２２３００２Ｇ４
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wmax:当L＞Lth时,w 随L 的减小而显著增大,表明

高斯阱宽越窄,量子限定效应越强,致使电声耦合减

弱,进而使声子自发辐射易发;当L＜Lth时,w 随L
的减小而迅速减小,这是因为随着L 减小,QD趋近

二维结构,使得其中的LO声子数迅速减少.另外,
在给定的L 下,w 随α的增加而减小,这是因为电

声耦合越强,声子模的自陷越深,声子的状态稳定,
这与文献[１３]的结论一致.

图７ 自发辐射率w 在不同电声耦合强度α下随高斯阱

宽L 的变化

Fig．７Spontaneousemissionratewasafunctionofthe
wellwidthL ofthe AG potentialatdifferent
　　　　　　　EPCstrengthsα

图８显示了声子自发辐射率w 在不同高斯阱

深V０ 下随高斯阱宽L 的变化.由图８可以看出,

w 随V０ 的增加而增大,这表明越深的高斯势阱对

电子的限制效应越强,越能削弱电声耦合,进而增大

声子的自发辐射率.

图８ 自发辐射率w 在高斯势不同阱深V０ 下

随阱宽L 的变化

Fig．８Spontaneousemissionratewversusthewellwidth
L underdifferentthe welldepthsV０ ofthe
　　　　　　　AGpotential

图９显示出了声子自发辐射率w 在不同电声

耦合强度α下随抛物势范围R０ 的变化规律.由图

９可以看出,w 随R０ 的减小而增大,这是因为R０
越小,意味着电子的横向受限越强,越能减弱电声耦

合,进而增大声子的自发辐射率.由图９还可以看

出,w 随R０ 的减小而增大的幅度只在R０＜２．５rp 区

域内显著,当R０＞２．５rp 时w 的变化不明显.比较

图９与图７、８不难看出,与双参量非对称高斯势给

出的声子自发辐射规律(wＧL)相比,单参量抛物势

给出的声子自发辐射规律(wＧR０ 曲线)显得简单、
粗糙.不过,当两种限定势范围(R０ 和L 的取值)
较大时,二者的变化规律相同.其根本原因是,非对

称高斯势VG(z)＝－V０exp[－z２/(２L２)]在z/L≪１
条件下的一级近似就是抛物势VP(z)＝V０z２/(２L２).

图９ 自发辐射率w 在不同电声耦合强度α下随抛物势

范围R０ 的变化

Fig．９Spontaneousemissionratewasafunctionofthe
rangeR０ oftheparabolicpotentialatdifferent
　　　　　　　EPCstrengthsα

图１０给出了声子自发辐射率w 在不同色散系

数η下随高斯阱宽L 的变化规律.由图１０可以看

出,w随η的增加而减小,这一结果与文献[１３]的

图１０ 自发辐射率w 在不同色散系数η下随高斯阱

宽L 的变化

Fig．１０Spontaneousemissionratewasafunctionofthe
wellwidthL oftheAGpotentialatdifferent
　　　 　thedispersioncoefficientsη
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结论一致.色散系数η是材料本身的特征参量,因

此,如果需要获得较大声子自发辐射率的QD,就应

选择色散系数η较大的材料来制备QD,反之,就应

选择色散系数η较小的材料来制备QD.

４　结　　论

选取非对称高斯限定势阱来描写量子点中电子

在晶体生长方向的限定效应,结果表明:电子的概率

密度随非对称高斯阱宽L 的减小而显著振荡,随电

子纵向坐标发生振荡变化,随时间作周期性振荡,随
电声耦合强度的增加而减小;电子的跃迁频率和声

子自发辐射率随非对称高斯阱宽的变化均呈非对称

“高斯分布”,并随高斯阱深的增加而增大;电子的跃

迁频率随耦合强度的增加而增大,而声子自发辐射

率则随耦合强度或色散系数的增加而减小.本文结

果将有助于揭示材料的色散和电声耦合影响以量子

点为载体的二能级体系性质的机理.
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