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摘要　下一代地基或天基大型望远镜系统多采用拼接式主镜实现.受多个误差源的干扰,拼接式主镜中的子镜面

容易偏离设计位置而发生刚性失调,其中,子镜沿着光轴方向的piston误差和绕子镜面内旋转轴的tip/tilt误差尤

为突出,对拼接式主镜系统的成像质量产生了严重的影响.从统计的角度出发,解析研究了由piston误差及

tip/tilt误差导致的失调非连续波前的统计特性;推导了失调拼接式光学系统的像场质心;基于 Maréchal近似,结合

失调波前的统计特性,计算了斯特列尔比.研究结果进一步丰富了人们对拼接式成像系统性能的理解.
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１　引　　言

为了实现对暗弱天文目标的高分辨率观测,需
要建造配备有大型主镜的望远镜,以有效提高系统

分辨率,增大系统集光面积[１].拼接式主镜的概念

自２０世纪８０年代提出以来就备受天文仪器学家的

关注,至今,世界上已有多台１０m级光学望远镜落

成或正在建设,包括 KeckI/II[２]、GTC[３]、HET[４]、

SALT[５]、TMT[６]、EＧELT[７]、JWST[８]等,它们无一

例外地均采用大量的六边形子镜拼接来实现等效

大口径镜面.但是,拼接式主镜也带来了极具挑

战性的困难,只有精确且稳定地保持各个子镜间
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共面,才能使拼接式系统达到与之相当口径的系

统的衍射极限,否则,其成像性能仅可等效于单个

子镜[９].
一般情况下,拼接式主镜中的每个子镜背部均

安装了位移驱动器,可使每个子镜主动地进行刚性

运动,包括:沿着局部光轴的平移(piston)、绕子镜

面内两个互相垂直轴的旋转(tip/tilt)、沿着子镜面

内两个互相垂直轴的平移,以及子镜面内的旋转,其
中,对 系 统 成 像 影 响 最 为 突 出 的 当 属 piston及

tip/tilt误差.针对这两种类型失调误差对系统成像

质量的影响,国内外学者已进行了大量的研究[９Ｇ１４],
研究对象主要集中于斯特列尔比(Rstrehl)和调制传

递函数,而对拼接镜失调波前、像场质心指标,特别

是二者的统计特性,均未予以关注.
本文首先给出了失调拼接镜的成像理论,在此

基础上解析研究了失调波前的统计特性;解析研究

了像场质心与失调误差间的关系;根据失调波前的

统计特性,采用 Maréchal近似,分析了失调系统的

Rstrehl.本文的研究结果可进一步加深人们对拼接

式系统成像性能的理解.

２　失调拼接镜成像理论原理

假设拼接式主镜由M 环子镜(中心子镜为第０
环)构成,其子镜数目为 N,N＝３M(M＋１)＋１,当
中心子镜缺失时,其数量为 N＝３M(M＋１).典型

的由六边形子镜构成的拼接式主镜(含中心子镜)如
图１所示,其M＝３,N＝３７.

图１ 典型的拼接镜结构

Fig．１ Typicalstructureofsegmentedmirror

　　根据傅里叶光学原理,在单位振幅的平行光照

射下,拼接式主镜的广义光瞳函数可表示为

P(x,y)＝∑
N

l＝１
H(x－xl,y－yl)×

　　exp[－jkϕl(x－xl,y－yl)], (１)
式中:(x,y)为主镜面内笛卡尔坐标;(xl,yl)为第l
个子镜的中心坐标;H(􀅰)为六边形子镜的孔径函

数;k 为波数,其值等于２π/λ,λ 为入射光波长;

ϕl(􀅰)为 第l 个 子 镜 的 光 程 差 函 数.当 仅 考 虑

piston及tip/tilt误差时,ϕl(x,y)可表示为

ϕl(x,y)＝２(pl ＋txlx＋tyly), (２)
式中:pl 为第l个子镜的piston误差,为长度单位;

txl及tyl分别为绕y 轴的tip/tilt误差和绕x 轴的

tip/tilt误差,单位为弧度.
在距 离 主 镜 f 处 的 焦 平 面 上 的 光 场 强 度

I(u,v)[１５]可表示为

I(u,v)＝
１
(λf)２∬P(x,y)exp －j

k
f
(ux＋vy)

é

ë
êê

ù

û
úúdxdy

２

, (３)

式中:(u,v)为像平面线坐标.将(１)式和(２)式代入(３)式,可得

I(u,v)＝
１
(λf)２∬P(x,y)exp－j

k
f
(ux＋vy)

é

ë
êê

ù

û
úúdxdy

２

＝

１
(λf)２∬∑

N

l＝１
H(x－xl,y－yl)exp[－jkϕl(x－xl,y－yl)]{ }exp－j

k
f
(ux＋vy)

é

ë
êê

ù

û
úúdxdy

２

＝

１
(λf)２ ∑

N

l＝１
exp－j

k
f
(uxl＋vyl)

é
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ù

û
úú∬H(x,y)exp[－jkϕl(x,y)]exp－j

k
f
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(λf)２ ∑

N

l＝１
exp－j

k
f
(uxl＋vyl)

é
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ù

û
úú∬H(x,y)exp[－j２k(pl＋txlx＋tyly)]exp－j

k
f
(ux＋vy)

é

ë
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ù
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úúdxdy

２

＝

１
(λf)２ ∑

N

l＝１
exp－jk

１
f
(uxl＋vyl)＋２pl

é

ë
êê

ù

û
úú{ }∬H(x,y)exp－j

k
f
[(u＋２txlf)x＋(v＋２tylf)y]{ }dxdy

２

.

(４)

　　定义子镜衍射函数 H~(u,v)为
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H~(u,v)＝∬H(x,y)exp －j
k
f
(ux＋vy)

é

ë
êê

ù

û
úúdxdy. (５)

此时,(４)式可简写为

I(u,v)＝
１
(λf)２ ∑

N

l＝１
H~(u＋２txlf,v＋２tylf)exp－jk

１
f
(uxl ＋vyl)＋２pl

é

ë
êê

ù

û
úú{ }

２

. (６)

３　波前统计特性分析

根据(１)式,可将拼接式波前Φ(x,y)表达为

Φ(x,y)＝∑
N

l＝１
H(x－xl,y－yl)×

ϕl(x－xl,y－yl), (７)
将拼接式孔径函数表示为

A(x,y)＝∑
N

l＝１
H(x－xl,y－yl). (８)

　　分别讨论由piston误差及tip/tilt误差导致的

波前的统计特性.拼接镜系统受到多个外界扰动源

的影响,各个子镜的失调状态是这些扰动源综合作

用的结果.另外,这些扰动源中不存在某个扰动源

特别突出的情况.基于此,本文假设:同一子镜的

piston及tip/tilt误差彼此独立,且不同子镜间的失

调误差也相互独立;同一类型的误差统计特性相同,
具体表述为pl~N(０,σ２piston),txl~N(０,σ２tx),tyl~
N(０,σ２ty),其中,σpiston为piston误差标准差,σtx为绕

y 轴旋转的tip/tilt误差标准差,σty为绕x 轴旋转的

tip/tilt误差标准差,~表示服从某种分布,N(􀅰)表
示正态分布.

３．１　piston误差

仅含piston误差时,拼接式波前表达式为

Φpiston(x,y)＝２∑
N

l＝１
plH(x－xl,y－yl),(９)

此时的波前均值Φpiston为

Φpiston＝
∬A(x,y)Φpiston(x,y)dxdy

∬A(x,y)dxdy
＝
２∑

N

l＝１
pl

N
,

(１０)

波前方差σ２Φpiston为

σ２Φpiston ＝
∬A(x,y)[Φpiston(x,y)－Φpiston]２dxdy

∬A(x,y)dxdy
＝

４∑
N

l＝１

(pl －Φpiston)２

N
. (１１)

　　 很 显 然,Φpiston 与σ２Φpiston 均 为 随 机 变 量,且

Φpiston~N０,
４σ２piston
N

æ

è
ç

ö

ø
÷;对 于σ２Φpiston,定 义 如 下 随 机

变量:

S２＝
１

N －１∑
N

l＝１

(pl －Φpiston)２. (１２)

　　由数理统计知识[１６]可知:(N－１)S２/σ２piston~
χ２(N－１),即(N－１)S２/σ２piston服从自由度为 N－１

的χ２ 分布,或者服从参数为 N－１
２
,２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的Γ分布;

而σ２Φpiston＝
４(N－１)S２

N
,故也服从Γ分布,且相关的

分布参数为 N－１
２
,８σ

２
piston

N
æ

è
ç

ö

ø
÷.根据上述推导,可得

到随机变量Φpiston及σ２Φpiston的概率密度函数(PDF)为

fΦpiston ＝
１

２π(２σpiston/ N)
×

exp[－Φ２
piston/(８σ２piston/N)], (１３)

fσ２Φpiston ＝
１

(８σ２piston/N)(N－１)/２Γ[(N －１)/２]
(σ２Φpiston)

(N－３)/２×

exp[－σ２Φpiston/(８σ
２
piston/N)]. (１４)

　　采用数值仿真以验证以上解析结果.给定子镜

环数M(或子镜数目 N),计算机生成L 组piston
误差数组{p１,p２,􀆺,pN},根据(１０)式及(１１)式,分
别计算每个piston误差数组对应的波前均值Φpiston

及波前方差σ２Φpiston,并对L 组Φpiston及σ２Φpiston分别进

行统计并绘制归一化的频率密度曲线,并分别与解

析结果fΦpiston及σ２Φpiston进行比较.仿真结果如图２
及图３所示.从图２和图３可以很明显地看出,理
论结果与数值仿真结果基本一致,从而验证了理

论结果的正确性.同时,对于相同的σpiston,子镜数

目越大,Φpiston的PDF曲线越窄,对应的方差也越

小,σ２Φpiston的峰值区向右移动,其PDF曲线越窄,对
应的方差也越小;对于相同的子镜数目,随着σpiston
的增大,Φpiston的PDF曲线越宽,对应的方差也越

大,σ２Φpiston的峰值区向右移动,其PDF曲线越宽,对
应的方差也越大.
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图２ Φpiston的频率密度曲线(散点数据所示)与理论PDF曲线(实线所示)的比较.(a)σpiston＝０．５μm,子镜环数不同;

(b)子镜环数 M＝４,σpiston不同

Fig．２Comparisonbetweenfrequencydensityfunction shownasscatteredpoints andtheoreticalPDF shownassolid

line ofΦpiston敭 a Fordifferentringnumberofsegmentedmirror whenσpiston＝０敭５μm  b fordifferentσpiston 
　　　　　　　　　　　　　　whenringnumberofsegmentedmirrorM＝４

图３σ２Φpiston的频率密度曲线(散点数据所示)与理论PDF曲线(实线所示)的比较.(a)σpiston＝０．５μm,子镜环数不同;

(b)子镜环数 M＝４,σpiston不同

Fig．３Comparisonbetweenfrequencydensityfunction shownasscatteredpoints andtheoreticalPDF shownassolid

line ofσ２Φpiston敭 a Fordifferentringnumberofsegmentedmirror whenσpiston＝０敭５μm  b fordifferentσpiston 

　　　　　　　　　　　　　whenringnumberofsegmentedmirrorM＝４

３．２　tip/tilt误差

仅含tip/tilt误差时,拼接式波前表达式为

Φt(x,y)＝

２∑
N

l＝１

[txl(x－xl)＋tyl(y－yl)]H(x－xl,y－yl).

(１５)

此时的波前均值Φt表示为

Φt＝∬A(x,y)Φt(x,y)dxdy

∬A(x,y)dxdy
＝０. (１６)

　　波前方差σ２Φt表示为

σ２Φt＝
∬A(x,y)[Φt(x,y)－Φt]２dxdy

∬A(x,y)dxdy
＝

１
N
５
６s

２∑
N

l＝１

(t２xl ＋t２yl), (１７)

式中:s为六边形子镜的边长.由(１６)及(１７)式可

知,仅含tip/tilt误差的拼接式波前的均值恒为０,
与tip/tilt误差所服从的概率分布规律、子镜数目等

因素无关;至于仅含tip/tilt误差的拼接式波前的方

差,其与当前拼接式倾斜波前的实现相关,是一个与

tip/tilt误差所服从的概率分布规律、子镜数目及边

长相关的随机变量.下面将考虑σ２Φt所服从的统计

规律.
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由数理统计知识[１６]可 知,t２xl~Γ
１
２
,２σ２tx

æ

è
ç

ö

ø
÷,

t２yl~Γ
１
２
,２σ２ty

æ

è
ç

ö

ø
÷.此处,进一步假设σ２tx＝σ２ty＝σ２t,

由随机变量间的独立性可得到,σ２Φt~ΓN,
５
３Ns

２σ２t
æ

è
ç

ö

ø
÷,

也就是说,随机变量σ２Φt的PDF为

fσ２Φt＝
１

５
３Ns

２σ２t
æ

è
ç

ö

ø
÷

N

Γ(N)
(σ２Φt)

N－１exp－σ２Φt
５
３Ns

２σ２t
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú .

(１８)

　　采用与验证piston误差统计规律相同的方法,
验证(１８)式的正确性,其结果如图４所示.由图４

可知,理论曲线与数值仿真曲线基本一致,进而验证

了理论(１８)式的正确性.

３．３　小　结

随机变量Φpiston、σ２Φpiston、σ
２
Φt

的PDF、均值及标准

差如表１所示.根据表１可以得到如下三个结论:

σ２Φt的均值与子镜数目无关;σ２Φpiston的均值及三个随

机变量的标准差(std)均与子镜数目有关;随着子镜

数目的增大,三个随机变量的标准差均趋于０,从
而,在子镜数目足够大时,三个随机变量的取值为常

数.图５所示为表１中５个量(即３个随机变量的均

值及标准差)与子镜数目N 及标准差σpiston(或σt)的
关系图.图５明确地印证了此处给出的三个结论.

图４σ２Φt的频率密度曲线(散点数据所示)与理论PDF曲线(实线所示)的比较.(a)σt＝０．３μrad,子镜环数不同;

(b)子镜环数 M＝４,σt不同

Fig．４Comparisonbetweenfrequencydensityfunction shownasscatteredpoints andtheoreticalPDF shownassolid

line ofσ２Φt敭 a Fordifferentringnumberofsegmentedmirror whenσt＝０．３μrad  b fordifferentσt whenring

　　　　　　　　　　　　　　　numberofsegmentedmirrorM＝４

表１ 随机变量Φpiston、σ２Φpiston、σ
２
Φt

的PDF、均值及标准差

Table１ PDF averagevalue andstandarddeviationforrandomvariablesΦpiston σ２Φpiston andσ
２
Φt

Randomvariable PDF Average Standarddeviation

Φpiston N０,
４σ２piston

N( ) ０
２
N
σ２piston

σ２Φpiston Γ N－１
２
,８σ

２
piston

N( ) ４(N－１)
N σ２piston ４ ２(N－１)

N σ２piston

σ２Φt Γ N,
５
３Ns

２σ２t( ) ５
３s

２σ２t
５

３ N
s２σ２t

４　像场质心分析

拼接镜系统像场的质心坐标(‹u›,‹v›)的计算

式为

‹u›＝∬uI(u,v)dudv

∬I(u,v)dudv
, (１９)

‹v›＝∬vI
(u,v)dudv

∬I(u,v)dudv
. (２０)

利用帕塞瓦尔定理,同时假设拼接式主镜均匀照明,
(１９)式及(２０)式可化简为[１７]

‹u›＝
f
SAP∬P(x,y)

∂Φ(x,y)
∂x dxdy, (２１)

１１１１００４Ｇ５



光　　　学　　　学　　　报

图５ 表１中的量与子镜数目 N 和标准差σpiston(或σt)的关系图.(a)Φpiston标准差;

(b)σ２Φpiston均值;(c)σ２Φpiston标准差;(d)σ２Φt均值;(e)σ２Φt标准差

Fig．５QuantitieslistedinTable１asfunctionsofsegmentedmirrornumberN andstandarddeviationσpiston orσt 敭

 a StandarddeviationofΦpiston  b averageofσ２Φpiston  c standarddeviationofσ２Φpiston  d averageofσ２Φt 

　　　　　　　　　　　　　　　　　 e standarddeviationofσ２Φt

‹v›＝
f
SAP∬P(x,y)

∂Φ(x,y)
∂y

dxdy, (２２)

式中:SAP为孔径光阑的透光面积.可见,像场质心

坐标与孔径上波前的平均斜率呈正比关系.对于

piston误差,有

‹u›piston＝
f

SAP∬P(x,y)
∂Φ(x,y)
∂x dxdy＝０,　(２３)

‹v›piston＝
f
SAP∬P(x,y)

∂Φ(x,y)
∂y

dxdy＝０.　(２４)

也就是说,对于只存在piston误差的拼接式系统,
其像场质心恒与焦点重合,不随piston误差的变化

而变化.对于tip/tilt误差,有

‹u›tip/tilt＝
f
SAP∬P(x,y)

∂Φ(x,y)
∂x dxdy＝

２f
N∑

N

l＝１
txl, (２５)

‹v›tip/tilt＝
f
SAP∬P(x,y)

∂Φ(x,y)
∂y

dxdy＝

２f
N∑

N

l＝１
tyl. (２６)

拼接式系统的像场质心与各个子镜对应方向上的

倾斜量有关,数值上正比于各个子镜倾斜量的均

值.鉴于各子镜倾斜的随机性,‹u›tip/tilt及‹v›tip/tilt
为随机变量,在独立性假设下,很容易获得其服从的

统计规律,‹u›tip/tilt~N[０,(２fσt)２/N],‹v›tip/tilt~

N[０,(２fσt)２/N].

５　斯特列尔比统计特性

根据定义,斯特列尔比Rstrehl可表示为

Rstrehl＝
Iaberration(０,０)
Iideal(０,０)

, (２７)

式中:Iaberration(０,０)及Iideal(０,０)分别为含像差系统

及衍射受限系统像场中心的强度值.为了计算这两

个物理量,令(６)式中pl(l＝１,２,􀆺,N)、txl(l＝
１,２,􀆺,N)、tyl(l＝１,２,􀆺,N)均为零,且u＝v＝
０,可得到Iideal(０,０);令(６)式中u＝v＝０,可得到

Iaberration(０,０).因而,在失调拼接系统中,其斯特列

尔比为

Rstrehl＝

４
２７N２s４ ∑

N

l＝１
H~(２txlf,２tylf)exp(－j２kpl)

２.

(２８)

　　仅含piston误差时,其斯特列尔比为

Rstrehl＝
１
N２ ∑

N

l＝１
exp(－j２kpl)

２. (２９)

仅含tip/tilt误差时,其斯特列尔比为
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Rstrehl＝
４

２７N２s４ ∑
N

l＝１
H~(２txlf,２tylf)

２.(３０)

当像差比较小时,根据 Maréchal近似,Rstrehl又可表

示为

Rstrehl＝exp[－(kσwf)２], (３１)
式中:σwf为像差的均方误差.对于piston误差,σwf

为σΦpiston
;对于tip/tilt误差,σwf为σΦt

.考察Rstrehl

的系综平均性质,则有

‹Rstrehl,p›＝∫
¥

０
exp[－(kσΦpiston

)２]fσ２Φpiston
dσ２Φpiston＝

１
(１＋８k２σ２piston/N)

N－１
２

, (３２)

‹Rstrehl,t›＝∫
¥

０
exp[－(kσΦt

)２]fσ２Φt
dσ２Φt＝

１

１＋
５
３Nk２s２σ２t

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
. (３３)

另外,Chanan等[９]也计算piston误差影响下的系综

平均斯特列尔比,其结果为

‹Rstrehl,C›＝
１＋(N －１)exp[－(２kσpiston)２]

N
.

(３４)

Yaitskova等[１１]计算了tip/tilt误差影响下的系综

平均斯特列尔比,其结果为

‹Rstrehl,Y›＝１－κ２＋
κ４

４ １＋γ′＋
２
N

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,(３５)

式中:κ＝ ５/３ksσt,γ′为形状因子,γ′＝１６８/１２５.
需要强调的是,要使得(３５)式的结果不大于１,κ２ 需

要满足以下条件:

κ２ ≤
４

１＋γ′＋２/N ＜
４

１＋γ′≈１．７０
, (３６)

而这一条件直接限制了(３５)式的适用范围.
为了验证(３２)式与(３３)式的正确性,本文进行

了仿真实验,piston误差仿真结 果 如 图６所 示,

tip/tilt误差仿真结果如图７所示.

图６ piston误差斯特列尔比与标准差σpiston及子镜数目 N 的关系图.(a)N＝３３１;(b)σpiston＝０．１μm
Fig．６ StrehlratioofpistonerrorasafunctionofstandarddeviationσpistonandsegmentedmirrornumberN敭

 a N＝３３１  b σpiston＝０敭１μm

　　从图６可以很清楚地看到,文献[９]的计算结果

与数值仿真结果几乎一致,本文由 Maréchel近似导

出的解析结果虽然与数值仿真结果有偏差,但是偏

差极小;从图７可以得出结论,Yaitskova等[１１]的推

导等式只适合于较小的子镜tip/tilt误差,而随着

tip/tilt误差的增大,其偏差也逐渐增大,甚至出现

完全背离理想情况的上升趋势,更印证其适用范围

的局限性,而本文由 Maréchel近似导出的解析结果

在趋势上基本与数值仿真结果一致,只是在tip/tilt
误差较大时存在明显的偏差,这是由 Maréchel近似

的小像差假设导致的,但相对Yaitskova等[１１]推导

的表达式,则准确得多,可用于含tip/tilt误差拼接

式系统的性能预测.

图７ tip/tilt误差斯特列尔比与标准差σt的关系图

Fig．７ Strehlratiooftip tilterrorasafunctionof
standarddeviationσt
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６　结　　论

拼接镜技术是建造下一代大型天文望远镜的

关键技术,其采用大量小口径镜面拼接以实现等

效的大 型 反 射 镜 面,而 子 镜 的 刚 性 运 动 引 入 的

piston误差及tip/tilt误差严重影响其成像性能.
本文分别对piston误差及tip/tilt误差导致的失调

非连续波前进行了理论推导,分析可知:piston误

差对应的波前均值服从正态分布,而方差服从Γ
分布;tip/tilt误差对应的波前均值恒为零,其方差

也服从Γ分布.同时,理论推导了含piston误差

及tip/tilt误差的拼接式系统的像场质心,分析可

知:含piston误差的拼接式系统像场质心恒与焦点

重合,而含tip/tilt误差的拼接式系统像场质心正

比于各子镜倾斜量的均值,整体上服从正态分布.
基于 Maréchel近似,结合失调非连续波前的相关

统计特性,理论计算了对应的斯特列尔比,与文

献[９,１１]的推导结果相比较,其具有很高的精度;
同时指出,文献[１１]的结果仅适用于小的tip/tilt
误差,对于较大的tip/tilt误差可采用本文的解析

公式.本文的解析分析将进一步丰富对拼接式系

统成像性能的认识与理解.在下一步的工作中,
将考虑子镜位置传感器的误差传播问题,即给定

拼接镜系统的失调拼接波前,分析位置传感器系

统的控制误差对校正后的拼接波前的性能影响.
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