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四阶非线性薛定谔方程中呼吸子解的特性研究
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摘要　基于同时包含四阶色散项和四阶非线性项的非线性薛定谔层级结构的四阶可积方程(LPD方程),首先利用

达布变换法得到LPD方程的单呼吸子解,并对呼吸子的动力学特性进行研究,得到呼吸子与 W 型孤子、抖动的 W
型孤子和周期波的转换关系;其次,借助达布变换的递推关系得到LPD方程的双呼吸子解,并利用呼吸子与孤子

之间的转换关系,研究呼吸子与孤子以及呼吸子与周期波的碰撞特性;最后,对双呼吸子的碰撞特性进行更为详细

的研究,得到双呼吸子的交叉碰撞、平行叠加及双呼吸子的简并态等动力学特性.
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１　引　　言

在现代科学与技术的发展过程中,系统的非线

性特性被认为是理解很多自然现象的基础,一直以

来都备受关注,且在流体力学、化学、生物和非线性

光学等各个领域中都可以观察到,其重要性不容置

疑.一般情况下,非线性现象可以用包含复杂的线

性和非线性效应的非线性演化方程来建模,标准的

非线性薛定谔方程(NLSE)就是描述非线性现象的

核心模型之一[１Ｇ２].NLSE的出现使得对非线性光

学[３Ｇ４]、水波[５Ｇ６]、BoseＧEinstein凝聚[７]以及其他非线

性物理学领域的分析取得了巨大的进步.
随着研究的不断进步,标准的NLSE已经不足

以解释复杂的非线性现象,扩展的 NLSE应运而

生,这些扩展使得可积的 NLSE方程的适用性得

以提升,并为实际系统中脉冲演化的动力学特性

提供了更为有效的理论模型.在光纤光学领域,
当脉冲宽度小于１０fs时,NLSE方程必须考虑四

阶色散(FOD)[８]的影响;当光场的频率接近光纤

材料的谐振频率时,高阶非线性效应变得不能忽

略[９Ｇ１０];用于描述峰值功率很高且脉宽很窄的脉冲

动力学特性时,NLSE方程就应当考虑自陡峭(SS)
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以 及 自 频 移 (SFS)效 应[１０Ｇ１１].LakshmananＧ
PorsezianＧDaniel(LPD)方 程 是 由 Lakshmanan
等[１２]扩展得到的四阶非线性薛定谔方程[１３Ｇ１４],它
是NLSE方程层级结构中只包含偶数阶且最高阶

次只取至四阶的扩展NLSE,且其各高阶项的重要

性已 经 在 光 纤[１５Ｇ１６]、海 森 堡 自 旋 链[１７]和 海 洋

波[１８Ｇ１９]中被讨论.
呼吸子解是许多非线性演化方程的解,有关呼

吸子特性及其相互作用的研究成果将对理解非线性

波的动力学特性有一定的指导意义[２０Ｇ２１].另外,当
呼吸子的周期趋于无穷大时,呼吸子解将变成有理

分式怪波解[２２Ｇ２３],因此,有关呼吸子的结果也将为怪

波的研究提供理论参考.１９９１年,呼吸子解首次被

Kichenassamy求得[２４].随后几十年的研究中,呼
吸子解不仅先后在非线性薛定谔方程[２５]、KdV方

程[２６Ｇ２７]、离散非线性方程[２８Ｇ３０]和耦合非线性 Hirota
方程[３１]中获得,而且在二维FermiＧPastaＧUlam 晶

格[３２]、向列相液晶盒[３３]和掺杂光纤系统[３４]中也被

报道.最近,Chowdury小组基于非线性薛定谔方

程的层级结构[３５],对包含不同阶算子的非线性薛定

谔方程的呼吸子解和孤子解进行了研究,并得到了

孤子解的相速度与群速度对孤子传输的影响.
综上所述,本文将基于可积的高阶非线性薛定

谔方程(LPD方程),利用达布变换法推导其一阶和

二阶呼吸子的精确表达形式,并详细讨论它们的传

输特性.

２　LPD方程及其一阶呼吸子解

随着对长距离、大容量光通信的迫切需求,更强

更短的脉冲在光纤中的传输演化情况受到越来越多

的关注.当光纤中传输的是功率极高脉宽极短的脉

冲时,推导标准非线性薛定谔方程所用的近似条件

将不再满足,各高阶效应变得重要起来,但并非所有

非线性薛定谔方程的扩展形式都是可积的.为了获

得可积的高阶方程,前辈们根据实验条件尝试调整

高阶效应的系数,终于得到了几种可积方程,它们是

Hirota 方 程[３６]、SasaＧSatsuma 方 程[３７] 和

LakshmananＧPorsezianＧDaniel(LPD)方程[１３],其中

LPD方程的形式为[１３]

iψx＋α２S２[ψ(x,t)]＋α４S４[ψ(x,t)]＝０,(１)
式中:α２ 为二阶线性及非线性的强度,α４ 为四阶线

性和非线性的强度,α２ 和α４ 均为实数,一般取α２＝
１/２;x为传输变量,t为横向变量,ψ(x,t)为脉冲

包络;S２[ψ(x,t)]为二阶算子[１３],包括二阶色散和

非线性Kerr效应,即

S２[ψ(x,t)]＝ψtt＋２ψ ψ ２; (２)

S４[ψ(x,t)]为LPD算子[３２Ｇ３４],包括四阶色散和五

次非线性效应等,

S４[ψ(x,t)]＝ψtttt＋８ ψ ２ψtt＋６ψ ψ ４＋
４ψ ψt ２＋６ψ２tψ∗ ＋２ψ２ψ∗

tt. (３)

　　利用达布变换法,LPD方程的呼吸子解的递推

表达式可以写为[３４]

ψn＝ψn－１＋
２(λ∗n －λn)sn１r∗n１
rn１ ２＋ sn１ ２

, (４)

式中,n代表呼吸子解的阶数,λ为复特征值,r和s
为线性变换.当n＝１时,(１)式的一阶呼吸子可以

写成

ψ１＝ψ０＋
２(λ∗１ －λ１)s１１r∗１１
r１１ ２＋ s１１ ２

, (５)

式中ψ０＝eix为种子解,其他参数在论文[３８]中已经

给出,经整理后一阶呼吸子可以改写为

ψ１＝ １＋２b１
G１＋iH１

D１

é

ë
êê

ù

û
úúeix, (６)

式中G１,H１,D１ 是三角函数和双曲函数的组合:

G１＝cos(xVT＋tkr)cosh(２χi)－cosh(xVH＋tki)sin(２χr),H１＝cos(２χr)sinh(xVH＋tki)－
sin(xVT＋tkr)sinh(２χi),D１＝cosh(xVH＋tki)cosh(２χi)－cos(xVT＋tkr)sin(２χr),

κ＝２ c２＋(λ１＋a/２)２ ＝κr＋iκi,χ＝
１
２arccos

(κ/２)＝χr＋iχi, (７)

VT＝α２(Ω２κi＋Ω２κr)＋α４(Ω４κi＋Ω４κr),VH＝α２(Ω２κi－Ω２κr)＋α４(Ω４κi－Ω４κr),

λ１＝a１＋ib１,Ω２＝２a１,Ω２＝－２b１,Ω４＝－４b１(１－６a２１＋２b２１),Ω４＝４a１(１－２a２１＋６b２１). (８)

　　上述等式中a１,b１,a,c均为任意的实数.图１
给出了当a１,b１,a,c取不同数值时,一阶呼吸子分

别表现为 Akhmediev呼吸子(AB)和 KuznetsovＧ
Ma(KM)孤子的情况.

０９１９００１Ｇ２



光　　　学　　　学　　　报

图１ 参数b１ 对呼吸子特性的影响.(a)b１＝０．８时的AB呼吸子;(b)b１＝１．２５时的KM孤子.

其他参数分别为a＝０,c＝１,a１＝０,α４＝１/３２
Fig敭１ Effectofparameterb１onbreathercharacteristics敭 a Akhmedievbreatherwithb１＝０敭８ 

 b KuznetsovＧMasolitonwithb１＝１敭２５敭Theotherparametersarea＝０ c＝１ a１＝０ α４＝１ ３２

　　从图１中可以看出:当其他参数取值相同,a１＝
０,b１≠０时,λ１ 为纯虚数,且b１＜１时,κ为实数,一
阶呼 吸 子 表 现 为 纵 向 局 域 横 向 周 期 呼 吸 的

Akhmediev呼吸子,如图１(a)所示;而当b１＞１时,

κ为虚数,一阶呼吸子表现为横向局域纵向周期性

呼吸的KuznetsovＧMa孤子,如图１(b)所示.特别

地,当α４＝０时,方程(１)退化成为标准非线性薛定

谔方程.
根据文献[３５]的结果可知,VT 与VH 对呼吸子

的传输具有极其重要的意义,它不仅影响呼吸子的

传输,还控制着呼吸子与孤子之间的转换,当VT 与

VH 满足

VH

κi ＝
VT

κr
(９)

时,呼吸子将转换成为孤子.其中VH/κi 与VT/κr
分别与LPD方程孤子解的群速度和相速度一一对

应,图２为VH/κi与VT/κr满足不同关系时,呼吸子

的传输特性.从图２(b)可以清楚地看出,当VT,

VH,κi,κr满足关系(９)式时,呼吸子的呼吸特性消

失,变成了抖动的 W 型孤子.当关系式(９)不满足

时,呼吸子仍具有呼吸特性,只是每个脉冲与传输轴

之间均存在一定的夹角,这种现象主要是由LPD算

子的强度α４ 决定的,如图２(a)所示.为了更清楚

地看出两者之间的区别,图２(c)给出了两种情况下

当t＝０时脉冲的纵向分布曲线.图中各参数取值

分别为:a＝０,a１＝－１,c＝１,b１＝０．７０７,且图２(a)
中α４＝１/６４,图２(b)中α４＝１/１６.

图２ 呼吸子与孤子的转换.(a)VH/κi≠VT/κr 时的呼吸子;(b)VH/κi＝VT/κr 时的孤子;(c)t＝０时脉冲分布的比较

Fig敭２ Breatherandsolitonconversion敭 a BreatherforVH κi≠VT κr 

 b SolitonforVH κi＝VT κr  c correspondingpulsedistributionofthetwocasesatt＝０

　　接下来探讨a１＝－a/２,c与b１ 满足不同大小

关系而a＝２,a１＝－１,b１＝０．７０７,α４＝１/１６时呼吸

子的传输特性,此时参数不满足关系式(９)的条件,
但仍出现了呼吸子呼吸特性消失的现象,如图３所

示.由图３(a)可知,当c＜b１,κr＝０时,呼吸子的呼

吸特性消失,转换成为孤子,由图３(a)与图２(b)对
比可知当κr＝０时孤子的背景波有所提高.由图３

(b)可知,当c＞b１ 时,κi＝０,此时呼吸子的呼吸特

性消失,呼吸子转换为周期波,且由图３(b)与图３
(c)对比可得:当c增大时,周期性孤子的传播周期

将变小.从图３(d)给出的三种情况下当t＝０时脉

冲的纵向分布曲线中可以看出,当参数c取值增大

时,c＝０．９的曲线周期明显比c＝０．８曲线的要小,
孤子被压缩,但周期性孤子的振幅保持不变,且c＜

０９１９００１Ｇ３
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图３ 参数c对呼吸子特性的影响.(a)c＝０．５;(b)c＝０．８;(c)c＝０．９;(d)t＝０时的脉冲分布比较

Fig敭３ Influenceofparameterconbreathercharacteristic敭 a c＝０敭５  b c＝０敭８  c c＝０敭９ 

 d correspondingpulsedistributionofthethreecasesatt＝０

b１ 时背景波的幅值比c＞b１ 时背景波的幅值大.
当a１≠－a/２时,而其他参数取值为c＝０．５,

a１＝－１,b１＝０．７０７,α４＝１/１６时,呼吸子的传输特

性如图４所示.通过对比图４(a)与图４(b)的参数

可以发现:当且仅当a 改变,a１,b１,α４ 仍满足方程

(９)关系式时,若a＜０,呼吸子转变成为振荡 W 型

孤子;当a＞０时,呼吸子转变成为一般W型孤子.

图４(c)给出了两种情况下当t＝０时振荡 W型孤子

与一般 W型孤子的包络图,由图４(c)可知:振荡 W
型孤子和一般 W 型孤子之间最明显的区别为振荡

W型孤子在主峰两边有两个较为明显的旁峰.
接下来讨论高阶线性与非线性强度α４ 对呼吸

子的影响.当a＝－０．５,c＝０．５,a１＝１．７,b１＝０．５
时,α４ 对呼吸子的影响如图５所示.

图４ 参数a对孤子特性的影响.(a)振荡 W型孤子a＝－０．５;(b)一般 W型孤子a＝０．５;(c)t＝０时脉冲分布比较

Fig敭４ Influenceofparameteraonsolitoncharacteristics敭 a OscillatoryWＧtypesolitonwitha＝－０敭５ 

 b WＧtypesolitonwitha＝０敭５  c correspondingpulsedistributionofthetwocasesatt＝０

图５ 参数α４ 对呼吸子特性的影响.(a)一般的呼吸子α４＝１/１６;(b)振荡 W型孤子α４＝１/６４;(c)t＝０时的脉冲分布比较

Fig敭５ Effectofparameterα４onbreathercharacteristic敭 a Generalbreatherswithα４＝１ １６ 

 b oscillatoryWＧtypesolitonwithα４＝１ ６４  c correspondingpulsedistributionofthetwocasesatt＝０

　　由图５(a)与图５(b)可知:α４ 对呼吸子的传输

具有非常重要的作用,当α４＝１/１６时,此时方程(６)
为一般的呼吸子;当α４＝１/６４时,一般的呼吸子转

换为振荡 W 型孤子,且相比于图４(c)中振荡 W 型

孤子的振荡要强许多,图５(c)为t＝０时一般呼吸子

与振荡 W型孤子的纵向分布曲线.
综上所述:基于LPD方程的一阶呼吸子解,当

参数发生改变时,可以得到AB和KM 孤子以及呼

吸子与不同类型孤子之间的转换条件;当参数满足

VH/κi与VT/κr 相等的条件时,呼吸子的呼吸特性

消失,此时改变特定参数的值可以得到不同类型的

孤子;当呼吸子解的κr＝０时,呼吸子的呼吸特性消

失,呼吸子转换成为孤子,且背景波有所提高;当

κi＝０时,呼吸子转换成为周期波;此外,通过对四阶

０９１９００１Ｇ４
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线性和非线性强度参数α４ 的调节也可以实现呼吸

子向振荡 W型孤子的转换.

３　二阶呼吸子解及其双呼吸子的碰撞

特性

　　为了得到LPD方程的二阶呼吸子解,需要两个

复特征值:λj＝aj＋ibj,j＝１,２.基于LPD方程的

一阶呼吸子解,由(４)式可得LPD方程的二阶呼吸

子解为

ψ２＝ψ１＋
２(λ∗２ －λ２)s２１r∗２１
r２１ ２＋ s２１ ２

. (１０)

式中各参数分别为

r∗２１＝－
２
D１
eix/２

４ib１cosh(Bi－iBr)cosh(Di＋Dr)×sinh(Ai＋iAr)＋

sinh(Ci＋iCr)×
cosh(２Ai)－a１＋a２＋i(b１－b２)[ ]＋
cos(２Ar)a１－a２－i(b１－b２)[ ]＋
cos(２Br)＋cosh(２Bi)[ ] －a１＋a２－i(b１＋b２)[ ]

ì

î

í

ï
ï

ïï
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þ

ý
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î

í
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ïï
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,

s２１＝－
２
D１
eix/２

４ib１cosh(Bi－iBr)cosh(Ai＋iAr)×sinh(Ci＋iCr)＋

cosh(Di－iDr)×
cosh(２Ai)a１－a２－i(b１＋b２)[ ]＋
cos(２Ar)－a１＋a２＋i(b１＋b２)[ ]＋
cos(２Br)＋cosh(２Bi)[ ] a１－a２＋i(b１－b２)[ ]
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(１１)

Br＝－χ１r＋
１
２
(κ１rt＋d１rx)－

π
４
,Bi＝－χ１i＋

１
２
(κ１it＋d１ix),

D１＝cos(２Br)＋cos(２Ai)＋cosh(２Bi)－cos(２Ar), (１２)
其中二阶线性参数r１２和s１２的表达式分别为

r１２＝２ie－ix/２sinC,s１２＝２eix/２sinD,C＝Cr＋iCi,D＝Dr＋iDi,d２＝d２r＋id２i, (１３)

κ１＝２ c２＋(λ１＋a/２)２ ＝κ１r＋iκ１i,χ１＝arccos(κ１/２)＝χ１r＋iχ１i,

κ２＝２ c２＋(λ２＋a/２)２ ＝κ２r＋iκ２i,χ２＝arccos(κ１/２)＝χ２r＋iχ２i, (１４)

Cr＝χ２r＋
１
２
(κ２rt＋d２rx)－

π
４
,Ci＝χ２i＋

１
２
(κ２it＋d２ix),

Dr＝－χ２r＋
１
２
(κ２rt＋d２rx)－

π
４
,Di＝－χ２i＋

１
２
(κ２it＋d２ix), (１５)

d２r＝－b２κ２i＋a２κ２r＋α４(Ω２κ２i＋Ω２κ２r),d２i＝b２κ２r＋a２κ２i＋α４(Ω２κ２i－Ω２κ２r),

Ω２＝４a２(１－２a２２＋６b２２),Ω２＝－４b２(１－６a２２＋２b２２). (１６)

　　当两列呼吸子的频率不同时,即κ１≠κ２,两列

呼吸子在平面内具有不同的波数,两列呼吸子碰撞

行为类似于相邻孤子间的相互作用,两列呼吸子相

互吸引合二为一形成一个峰值功率更大的单峰,然
后分开后相互排斥,如图６所示,其中各参数的取值

分别为:a＝－０．５,c＝０．５,a１＝１．７,b１＝０．６,a２＝
－１．７,b２＝０．６,α４＝１/１６.

当双呼吸子中只有一个呼吸子满足转换关系式

(９)时,双呼吸子的碰撞特性将有所不同,如图７所

示.图中给出的是双呼吸子中一个呼吸子转变成了

W型孤子和周期性孤子后与另一个呼吸子的碰撞

情况,从图７(a)中可以看出,当c＝１,b１＝０．７０７时,
其他参 数 取 值 分 别 为a＝０,a１＝－１,a２＝１,

b２＝１．３,α４＝１/１６,只有一个呼吸子的参数满足方

图６ 双呼吸子的碰撞

Fig敭６ Collisionbetweentwobreathers

程(９)的关系,此时双呼吸子的碰撞转变成为孤子与

呼吸子的碰撞,且在碰撞的中心位置产生一个幅值

更大的峰,在碰撞之后呼吸子与孤子仍保持碰撞前

的特性向前传输;当c＞b１,且c＝０．８,b１＝０．７０７,其

０９１９００１Ｇ５
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他参数为a＝２,a１＝－１,α４＝１/１６时,如图７(b)所
示,此时得到了周期波与呼吸子的碰撞,周期波与呼

吸子叠加时,在中心位置的峰值明显比周围的峰值

功率大.

图７ 孤子与呼吸子的碰撞.(a)W型孤子和呼吸子;(b)周期性孤子与呼吸子

Fig敭７ Collisionsbetweensolitonsandbreathers敭 a WＧtypesolitonandbreather  b periodicsolitonandbreather

　　双呼吸子的碰撞特性非常丰富,本文只讨论几

种具有代表性的碰撞关系.上面的讨论中,已经对

一般的双呼吸子碰撞以及孤子与呼吸子的碰撞进行

了讨论,接下来将要讨论双呼吸子碰撞时的另一种

特殊情况:两个呼吸子并行传播时的碰撞特性[３９],
即双呼吸子先沿同一方向传输后发生碰撞,在碰撞

之后仍沿同一方向传输,在并行传输模式下,呼吸子

的碰撞具有周期性,双呼吸子并行传播需要满足

条件:

VH１

κ１i ＝
VH２

κ２i
,

VHj＝α２(Ω２jκji－Ω２jκjr)＋α４(Ω４jκji－Ω４jκjr),

ì

î

í

ïï

ïï

(１７)
其中Ω２j＝２aj,Ω４j＝４aj(１－２a２j＋６b２j),Ω２j＝
－２bj,Ω４j＝－４bj(１－６a２j＋２b２j),j＝１,２.令α２＝
０．５,(１７)式经过整理后可得:

VH１

κ１i ＝
[a１κ１i＋b１κ１r＋α４(Ω４１κ１i－Ω４１κ１r)]

κ１i
,

VH２

κ２i ＝
[a２κ２i＋b２κ２r＋α４(Ω４２κ２i－Ω４２κ２r)]

κ２i
.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１８)

　　此时,(１７)式没有解析解,但可以计算出它的数

值解.这里假设λ２＝a２＋ib２ 已知,且α４＝１/６４,图
８给出了当λ２ 取不同值时,a１ 与b１ 的关系曲线图,

a１ 与b１ 的关系曲线是连续而并非离散的点,且在

a１＝０．０２７６,b１＝０．９６７８处两条曲线相交,如图８中

P 点所示.在图８的曲线中选取不同的点就可以得

到不同的模式.首先,当λ２＝０．０８＋０．９i时,即图８
中的蓝色曲线,令b１＝１．８,将会得到a１ 的不同取

值,a１＝－３．２３５０,a１＝０．８７５６,a１＝２．２５８１,这里只

讨论a１＞０的情况,即图８中蓝色曲线上黑色X形

所表示的a１＝０．８７５６,b１＝１．８的点以及黑色星形标

记的a１＝２．２５８１,b１＝１．８两个点,双呼吸子并行叠

加的情况如图９所示.从图中可以看出,当λ１ 与λ２
满足方程(１７)的关系时,两列呼吸子传播方向一致,
并在两列呼吸子相交时产生碰撞,碰撞产生能量更

大的波,但在碰撞之后,两列呼吸子仍保持原有的速

度、方向、幅值继续向前传播,传播一段距离之后,两
列呼吸子再次碰撞,后又保持原来的传播模式向前

传播,因此,并行传播时呼吸子的碰撞存在一定的周

期性.

图８ a１ 和b１ 的关系曲线,其中蓝色曲线为

λ２＝０．０８＋０．９i,红色曲线λ２＝０．０８＋１．０i
Fig敭８ Relationshipcurvesbetweena１andb１for
λ２＝０敭０８＋０敭９i theblueline andλ２＝０敭０８＋１敭０i

 theredline 

特别地,当a１＝０．０２７６,b１＝０．９６７８时,红色曲

线与蓝色曲线相交,当λ１＝０．０２７６＋０．９６７８i,而λ２
分别为λ２＝０．０８＋０．９i以及λ２＝０．０８＋１．０i时,此
时双呼吸子的叠加模式均为并行叠加,但b２ 的不同

使得叠加模式不同,图１０给出了当λ２＝０．０８＋０．９i
与λ２＝０．０８＋１．０i时双呼吸子的传输特性.从图１０
的两幅图可知,当λ２ 不同时,双呼吸子的并行叠加

模式也不相同,如图１０(a)所示,在平面内可以看到

３个相互叠加的点,但在相互作用之后,两列呼吸子

的传输方向依旧平行,即图１０(a)的碰撞有一定的

０９１９００１Ｇ６
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图９ 双呼吸子的并行叠加.(a)λ１＝０．８７５６＋１．８i;(c)λ１＝２．２５８１＋１．８i;(b)和(d)分别是(a)(c)的局部放大图

Fig敭９ Twobreathersparallelsuperimposition敭 a λ１＝０敭８７５６＋１敭８i  c λ１＝２敭２５８１＋１敭８i 

 b and d arethecorrespondingpartialenlargedviewsof a and c 

图１０ 双呼吸子的传输特性.(a)λ１＝０．０２７６＋０．９７３７i,λ２＝０．０８＋０．９i;(b)λ１＝０．０２７６＋０．９７３７i,λ２＝０．０８＋１．０i
Fig敭１０ TransmissioncharacteristicsoftwoＧbreather敭 a λ１＝０敭０２７６＋０敭９７３７i λ２＝０敭０８＋０敭９i 

 b λ１＝０敭０２７６＋０敭９７３７i λ２＝０敭０８＋１敭０i

周期性;图１０(b)中仅有一个相互叠加的点,且在相

互作用之后两列呼吸子的传输方向不再平行,即图

１０(b)的双呼吸子的碰撞不存在周期性,并非严格

意义上的并行传输.
一般地,非线性薛定谔方程的二阶呼吸解不满

足两个特征值相等的情况,否则解析解将会变得没

有意义;为了克服这个难题,可以考虑λ１→λ２ 的情

况,当λ１→λ２ 时,此时的非线性薛定谔方程的解为

简并的解,图１１给出了不同参数时双呼吸子解的简

并情况.由图１１的三幅图可知,当λ１→λ２ 时,此
时 的双呼吸子为简并模式,图１１(a)为一般呼吸子

的简并,两列呼吸子的传输频率相同,且在中心位置

产生一个幅值较大的峰;图１１(b)与图１１(c)两幅图

分别为
VH

κi＝
VT

κr
与
VH

κi≠
VT

κr
的情况,图１１(b)为双孤

子的简并模式,即双呼吸子转换成为双孤子的情况,
此时在中心位置也产生一个幅值较大的波,且两列

孤子与中心波成奇对称特性;图１１(c)为c＞b１ 时,
即呼吸子转换成为周期波的情况,此时同样在中心

位置产生一个幅值较大的波,且在中心位置两端均

存在一个幅值较小的波峰,两个幅值较小的波与中

心位置较大的波成奇对称特性.

图１１ 双呼吸子的简并解.(a)a＝０,c＝１,a１＝０．０３,b１＝０．９７,a２＝０．０３,b２＝０．９７０１,α４＝１/６４;(b)a＝０,c＝１,

a１＝－１,b１＝０．７０７,a２＝－１,b２＝０．７０７１,α４＝１/１６;(c)a＝２,c＝０．８,a１＝－１,b１＝０．７０７,a２＝－１,b２＝０．７０７１,α４＝１/１６
Fig敭１１ DegeneratesolutionoftwoＧbreather敭 a a＝０ c＝１ a１＝０敭０３ b１＝０敭９７ a２＝０敭０３ b２＝０敭９７０１ α４＝１ ６４ 

 b a＝０ c＝１ a１＝－１ b１＝０敭７０７ a２＝－１ b２＝０敭７０７１ α４＝１ １６  c a＝２ c＝０敭８ a１＝－１ b１＝０敭７０７ 
a２＝－１ b２＝０敭７０７１ α４＝１ １６
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４　结　　论

基于同时包含二阶和四阶线性项和非线性项的

高阶非线性薛定谔的扩展方程,采用达布变换法求

得LPD方程的一呼吸子解,并对一呼吸子解进行了

详细的讨论,主要包括一呼吸子解转变成孤子所必

须满足的条件,周期性孤子、W 型孤子和振荡 W 型

孤子之间的区别与联系.通过选取不同的参数,得
到了一呼吸子解的不同传输特性,并且得到了呼吸

子与不同类型孤子间的转换关系,相关结果将为非

线性光学、等离子体和流体力学以及玻色Ｇ爱因斯坦

凝聚中非线性动力学研究提供一定的理论参考.基

于LPD 方程的一呼吸子,经过递推关系得到了

LPD方程的双呼吸子解,并对其碰撞特性进行了详

细研究,包括 W型孤子与呼吸子的碰撞特性以及周

期性的孤子与呼吸子的碰撞特性.除此之外,本文

还研究了双呼吸子碰撞的特殊模式,即两列呼吸子

并行叠加模式以及简并模式.研究结果表明,LPD
方程的呼吸子受其参数影响,传输特性表现极其丰

富.这些特性对于分析和研究较为复杂的物理系统

中波的演化具有指导作用.特别是光学光纤中超短

脉冲的传输,LPD方程中的高阶线性项和非线性项

将为更好地理解超短脉冲的传输特性以及更好地设

计实验提供一定的理论参考.本文只研究了呼吸子

的部分特性,在接下来的工作中,将会继续展开对

LPD方程的呼吸子解以及其他解的特性研究,以期

更为详尽地了解LPD系统中脉冲的动力学特性.
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