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基于 MarcumQ 函数的星间激光通信动态束腰控制
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摘要　针对星间激光通信受瞄准误差影响较为严重的问题,提出了一种基于 MarcumQ 函数表示法的动态束腰控

制方案.在不需要采取任何近似的情况下,利用 MarcumQ 函数给出了计算瞬时信道状态的闭合解析式,并建立

了优化模型,通过模型求解,得到在已知瞬时瞄准误差角时的最优光束束腰半径的简单代数表达式,并给出了相应

的动态束腰控制方案,该方案可有效抑制瞄准误差的影响.数值计算结果表明,采用动态束腰控制方案的系统性

能要明显优于采用固定束腰控制方案的系统性能,且所提方案在系统误码率和中断概率性能上较传统动态束腰控

制方案有一定的提升.
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１　引　　言

星间激光通信中,卫星平台振动将会导致光学

天线的指向抖动,由于光束发散角极窄,通常只有几

毫弧度,因此振动引起的瞄准误差是影响系统性能

的主要因素.目前在卫星应用中,瞄准误差通常可

以控制在０~１００μrad之间,但是由于通信距离通

常非常远,瞄准误差仍然会造成系统性能的恶化[１].
目前,已有大量的学者对瞄准误差影响下的系

统性能进行了分析讨论,并提出了几种抑制瞄准误

差影响的方法.其中,Chen等[２]提出在已知瞄准和

跟踪误差的方均根值时,可以通过适当地调整发射

端和接收端天线增益来优化系统性能;Toyoshima
等[３]提出在已知瞄准误差分布的情况下,通过数值

计算给出系统最优光束发散角.但是上述方法都是

在已知瞄准误差分布的前提下提出的,在实际应用

中,由于卫星平台振动的随机性,瞄准误差已知是很

难做到的.因此,考虑到可以在发射端动态测量瞄

准误差角[４]并且可以快速调整光束束腰半径[５],

Song等[６]提出采用动态束腰控制技术来抑制瞄准
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误差的影响,但是在该方法中,在对瞬时信道增益进

行数学建模时,为了简化计算,对圆形接收孔径区域

做了近似处理;随后,Song等[７]又提出可以通过

MarcumQ 函数来精确表示瞬时信道增益,但文献

中并没有对该模型进行求解,也没有给出这种情况

下的动态束腰控制方案.
本文主要研究了动态束腰控制对瞄准误差影响

的抑制作用,当系统采用开关键控(OOK)强度调制

直接探测时,利用 MarcumQ 函数对瞬时信道状态

进行建模,并建立优化模型,求解出最优光束束腰半

径ω０,从而提出了一种新的动态束腰控制方案.通

过数值模拟,比较了该方案与传统动态束腰控制方

案以及固定束腰控制方案的误码率性能和中断概率

性能,验证了该方案可有效提升系统性能.

２　系统模型和信道模型

２．１　系统模型

假设系统采用开关键控强度调制直接探测,则
此时在已知瞬时瞄准误差角θ时的系统误码率为[８]

Pb(e|θ)＝Q(γ), (１)
式中:γ 为接收端的瞬时信噪比;Q()为高斯Q 函

数,其定义为Q(x)＝１/ ２π.
系统瞬时信噪比可以表示为

γ＝
２[hp(θ,a,w０,z)Ptη]２Rload

N０vdata
, (２)

式中:η为光电转换效率值;Pt 为发射功率;Rload为

接收机负载阻抗;N０ 为热噪声功率谱密度;vdata为

数据传输速率;a 为接收孔径半径;z 为传输距离;
瞬时信道状态hp 表示接收孔径收集到的功率与总

功率的比值;w０ 为发射端光学天线的光束束腰

半径.
考虑所有可能存在的瞄准误差角θ,系统的平

均误码率(ABEP)可以表示为

Pb(e)＝∫
¥

０
Pb(e|θ＝u)fθ(u)du, (３)

式中:fθ(u)为瞄准误差角θ的概率密度函数.
在星间激光通信中,链路的可靠性同样非常重

要,而衡量可靠性的重要指标为系统中断概率,其表

示存在一个有限的概率使信道容量C 不足以满足

传输速率v０ 的需求,此时,系统中断概率的数学表

达式为Pout＝P[C(hp)＜v０][９],由于C()是随信

噪比单调递增的,故中断概率可同样表示为Pout＝

P(hp＜h０)＝∫
h０

０
fhp
(hp)dhp,其中:h０＝C－１(v０);

C－１()为C()的反函数;fhp
(hp)为瞬时信道状

态的概率密度函数.当瞄准误差分布满足Rayleigh

分布时,其表达式为fhp
(hp)＝

γ２

Aγ２
０

hγ２－１
p (０≤hp≤

A０)[１０],其中:γ＝wzeq/(２σs)表示接收端等效波束

半径与瞄准误差偏移量抖动标准差的比值;A０＝

[erf(v)]２;w２
zeq＝w２

z
πerf(x)

２vexp(－x２);x＝(πa)/(２

wz);wz 为传输距离z 处的波束宽度;r 为接收端

的瞄准误差偏移量.

２．２　瞬时信道状态模型

在星间激光通信中,卫星平台振动引起的瞄准

误差会导致接收端的功率损失,接收孔径收集到的

功率占总功率的比值,通常称为瞬时信道状态,用
hp 表示[１１].

图１ 接收平面上的接收孔径与未对准光斑图[１２]

Fig．１ Receiverapertureandbeamfootprintwith

misalignmentonthereceiverplane １２ 

考虑发射光束为高斯光束且接收天线孔径为半

径为a 的圆形孔径,如图１所示,当径向瞄准误差为

r时,瞬时信道状态可以表示为[１２]

hp(r;z)＝∫
a

－a
∫

ζ

－ζ

２
πw２

z
exp－２

(x′－r)２＋y′２

w２
z

é

ë
êê

ù

û
úúdy′dx′,

(４)

式中:ζ＝ a２－x′２;w０ 为z＝０处的束腰半径.

wz 与w０ 之间的关系为

wz ＝w０ １＋
λz
πw２

０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

, (５)

式中:λ为光波波长.此外,需要注意的是,高斯光

束模型只有当光束的波前倾斜角小于３０°时才能精

确描述光束,因此光束束腰半径需要大于２λ/π[１３].
但是上述方法采用双重积分来计算瞬时信道状

态,比较复杂且运算量较大,不利于后续的处理和分

析.为此,Song等[７]分别提出了基于高斯Q 函数
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的近似表示法[６]和基于 MarcumQ 函数的精确表

示法.采用高斯Q 函数表示法时,对圆形接收孔径

做了近似处理,如图２所示,利用区域A′近似代替

A,图中２s＝ ２a,此时,hp 可表示为

hp(θ,s,w０,z)＝ Q ２r－２s
wz

æ

è
ç

ö

ø
÷－Q ２r＋２s

wz

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

.

(６)
当未采取任何近似时,基于 MarcumQ 函数,hp 可

表示为

hp(θ,a,w０,z)＝１－QMar
１
２r
wz
,２a
wz

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (７)

式中:QMar
１ (x,y)＝∫

¥

y
rexp －

r２＋x２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷I０(xr)dr 为

一阶的 MarcumQ 函数;I０()为修正后的零阶贝

塞尔函数.

图２ 正方形近似代替圆形接收孔径模型

Fig．２ Circularreceiveraperturemodelreplacedbysquare

图３给出了分别采用高斯 Q 函数表示法和

MarcumQ 函数表示法时hp 随瞄准误差角θ的变

化规 律.仿 真 参 数 设 置 为:２a＝０．２５ m,λ＝
１．０６４μm,z＝２００００km,w０＝４mm,r＝ztanθ,θ
的变化范围为０~１００μrad,由于θ非常小,近似可

得r＝zθ.从图３中可以看出,采用高斯Q 函数表

示法计算出的hp 要小于采用 MarcumQ 函数表示

法的情况.但图３的效果不是很明显,为此,图４给

出了近似计算引起的功率损耗与总功率的比值随瞄

准误差角θ的变化规律,从图中可以看出,在不同指

向角下,由于传输距离非常远,近似损耗所占的比重

基本保持不变,其值约为０．３６３４,这与用正方形近似

代替圆形计算的情况保持一致,可从侧面证明采用

MarcumQ 函数表示法是准确的,同时可知这种近

似计 算 造 成 的 损 耗 是 比 较 大 的,因 此 给 出 基 于

MarcumQ 函 数 的 动 态 束 腰 控 制 方 案 是 很 有 必

要的.

图３ hp 与瞄准误差角的关系

Fig．３ hpversuspointingerror

图４ 近似损耗随瞄准误差角的变化规律

Fig．４ Lossofapproximationversuspointingerror

３　基于 MarcumQ 函数表示法的动态
束腰控制方案

在星间激光通信中,动态束腰控制是指在每一

个瞬时时刻动态调整发射端光学天线的光束束腰半

径w０,使系统误码率最小,其光学发射系统的基本

组成如图５所示[７].该系统中涉及到两个重要的模

块:高速、高精度瞄准误差测量设备和高速束腰控制

器,这在文献[４Ｇ５]中已有相关报道,不是本研究的

重点.本研究主要关注的问题是瞬时最优光束束腰

半径的计算以及动态束腰控制方案下的系统性能

分析.

　　为求出使瞬时信道状态最优时的发射光束束腰

半径w０,基于MarcumQ 函数建立优化模型如下[７]:

max
w０

hp(θ,a,w０,z)＝１－QMar
１
２r
wz
,２a
wz

æ

è
ç

ö

ø
÷

s．t． w０＞２λ/π

ì

î

í

ïï

ïï

,(８)

进一步简化可得

min
ω０

QMar
１
２r
wz
,２a
wz

æ

è
ç

ö

ø
÷

s．t． w０ ＞２λ/π

ì

î

í

ïï

ïï

, (９)
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图５ 卫星光学发射系统的基本组成

Fig．５ Basiccompositionofthesatelliteopticaltransmittingsystem

式中s．t．代表约束条件.
为求解出最优的 w０ 值,需要先计算出满足

(９)式的wz 值,wz 满足:

dQMar
１
２r
wz
,２a
wz

æ

è
ç

ö

ø
÷

dwz
＝０. (１０)

通过对(１０)式求解可得,此时使瞬时信道增益最优

的wz 为

wz ＝r ４(r２－a２)
２r２－a２

. (１１)

　　(１０)式的求解过程如下:令α＝２r/wz,β＝２a/

wz,利用如下MarcumQ 函数的偏微分方程公式[１４]:

∂QMar
M (α,β)
∂β

＝－βM

αM－１exp －
１
２
(α２＋β２)

é

ë
êê

ù

û
úúIM－１(αβ), (１２)

∂QMar
M (α,β)
∂α ＝βM

αM－１exp －
１
２
(α２＋β２)

é

ë
êê

ù

û
úúIM(αβ), (１３)

再结合多元复合函数求导法则,有

dQMar
１ (α,β)
dwz

＝
∂QMar

１ (α,β)
∂β

dβ
dwz

＋
∂QMar

１ (α,β)
∂α

dα
dwz

＝
４aexp－

１
２
４r２

w２
z
＋
４a２

w２
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

w３
z

aI０
４ar
w２

z

æ

è
ç

ö

ø
÷－rI１

４ar
w２

z

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ,(１４)

式中:IM()表示修正后的M 阶贝塞尔函数.由于(１４)式中４aexp －
１
２
４r２

w２
z
＋
４a２

w２
z

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú w３

z 项是恒大于零

的,则当aI０
４ar
w２

z

æ

è
ç

ö

ø
÷＝rI１

４ar
w２

z

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,wz 的取值即为所求的极值点,令k＝

４ar
w２

z
,则问题可以转化为

V(k)＝
I１(k)
I０(k)＝

a
r
, (１５)

此时,令V＝a/r,则由修正贝塞尔函数的比值关系可得[１５]

k＝(１－V２)－１ ２V－V３－
V５

６ －
V７

２４＋
V９

３６０＋
５３V１１

２１６０＋
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１６)

　　此时,由于V 非常小,由文献[１５]可知,当

V＝a/r＜０．００５,应用到V３ 项时,k 的计算精度即

可满足精确计算的需求,通过计算可得(１３)式成立

的极值点:

wz ＝r ４(r２－a２)
２r２－a２

. (１７)

此时,需要进一步论证wz 是否为所求的极小值点.
考虑V(k)随k值的变化规律,由文献[１３]可知,

V(k)＝１－
２

４k－１－a１
, (１８)

ai＝
４k
２i＋１－

２－ai＋１,i＝n,n－１,n－２,,１. (１９)

　　由于只是讨论V(k)随k 值的变化规律,这里

可以将a１＝３/(４k)代入(１８)式可得

V(k)＝１－
２

４k－１－
３
４k

, (２０)

０９０６００５Ｇ４
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对其求一阶导可得

dV(k)
dk ＝

１２８k２＋２４
(１６k２－４k－３)２

＞０. (２１)

　　１)当w′z＞wz 时,由于k＝４ar/w２
z,则此时对

应的k′＜k,由V(k)的单调性可知,I１
(k′)

I０(k′)＜
a
r
,则

由(１４)式可知:此时的
dQMar

１ (α,β)
dwz

＞０;

２)当w′z＜wz 时,由于k＝４ar/w２
z,则此时对

应的k′＞k,由V(k)的单调性可知,I１
(k′)

I０(k′)＞
a
r
,则

由(１４)式可知:此时的
dQMar

１ (α,β)
dwz

＜０.

综上可得,(１４)式计算出的wz 值,可使瞬时信

道状态达到最优.
考虑到wz 与w０ 之间的关系式,通过对dwz/

dw０＝０的求解可得,当w０＝ λz/π时,wz 的最小

值为wz．min＝ ２λz/π.此时,最优的 wz 值可以表

示为

wz．opt＝max[wz．min,r ４(r２－a２)/(２r２－a２)].
(２２)

　　通过求解(５)式以及w０＞０可得

w０＝
１
２
(w２

z．opt± w４
z．opt－w４

z．min)
１/２. (２３)

　　当z＝２００００km,θ＝１０μrad,a＝０．１２５m时,
通过计算可得两个最优的 w０ 值近似为６mm 和

１．１３km,由于星上天线孔径大小超过１km显然是

不可能的,因此忽略式中较大项,且由于其较小项随

wz．opt的增大单调递减,需保证w０＞２λ/π,最优光束

束腰半径为

w０．opt＝ max
２λ
π
,１
２
(w２

z．opt－ w４
z．opt－w４

z．min)
１/２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
.

(２４)

　　综上可得,基于 MarcumQ 函数表示法的动态

束腰控制方案如图６所示,发射系统通过动态地调

整光束束腰半径 w０,使系统性能最优.并且由于

(１１)式和(２４)式皆为简单的代数表达式,不涉及积

分、微分以及迭代,其运算复杂度非常低,因此本研

究提出的方案与传统的动态束腰控制方案一样,在
实际工程应用中都是可行的.

４　数值模拟

为了对所提出的基于 MarcumQ 函数表示法

的动态束腰控制方案(方案１)与基于高斯Q 函数表

图６ 动态束腰控制方案流程图

Fig．６ Flowchartofdynamicwaistadjustmentscheme

示法的动态束腰控制方案(方案２)以及固定最优束

腰控制方案(方案３)的系统性能进行比较,本研究

针对开关键控调制系统,设计了仿真分析实验.根

据实际情况,系统各参数设置如下[７]:传输距离z＝
２００００km,波长λ＝１．０６４μm,光电转换效率值η＝
０．８１５３,接收机孔径直径２a＝０．２５m,热噪声功率

谱密 度 N０＝－１７４dBm/Hz,接 收 机 负 载 阻 抗

Rload＝１７９７００Ω,数据传输速率vdata＝１Gbps,发射

功率Pt＝３４dBm.假设瞄准误差角θ服从瑞利分

布,其抖动标准差为σθ,由于θ 的变化范围为０~
１００μrad,因此设置σθ＝１０μrad.从前文的描述可

知,动态束腰控制方案中是不需要考虑θ的具体分

布的.在已知系统参数的情况下,结合(１)~(３)式
即可计算出系统的ABEP.

图７给出了方案１、方案２和方案３的 ABEP
与光束束腰半径w０ 之间的关系,从图中可以看出,
固定束腰控制方案下,当 w０＝３．９mm时,系统的

ABEP最小,此时不论光束束腰半径是增大还是减

小,系统的ABEP都会迅速增大;从方案１和２与方

案３的比较可以看出,采用动态束腰控制方案的系

统误码性能要远优于采用固定束腰控制方案;从数

值计算的结果可知,当发射功率为３４dBm 时,方
案１的ABEP为６．３８６１×１０－８,方案２的ABEP为

６．５７７２×１０－８,采用方案１的系统误码性能较方案２
提升了０．１２８１dB.

通过对(１１)式的分析可知,利用所提方案得到

的最优束腰半径与传输距离z紧密相关.图８给出

０９０６００５Ｇ５
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图７ ABEP与光束束腰半径的关系

Fig．７ ABEPversusbeamwaistradius

了方案１相比于方案２的性能增益与传输距离z之

间的关系.传输距离z取２００~２００００km.从图中

可以看出,随着传输距离的减小,系统的性能增益逐

渐增大.当传输距离为６０００km时,系统性能增益

约为０．４９９４dB.分析原因可知,随着传输距离的减

小,在接收平面上接收孔径尺寸相比于光斑尺寸也

就越大,此时所提出的瞬时信道状态表示法能够更

加精确地反映信道状态的变化情况,方案所提供的

性能增益也就越高.

图８ 性能增益与传输距离的关系

Fig．８ Performancegainversusdistance

图９给出了方案１、方案２、方案３以及非最优

固定束腰方案(方案４)的ABEP与发射功率之间的

关系.针对采用非最优固定束腰的情况,假设光束

束腰宽度w０＝８mm.从图中可以看出,在不同的

发射功率下,采用动态束腰控制方案的ABEP同样

明显低于采用优化后的固定束腰控制方法,并且采

用方案１的系统性能要略优于方案２.并且,从图

中还可以看出,当采用固定束腰控制方案时,若束腰

宽度非最优值,系统误码性能将急剧恶化,由于瞄准

误差分布是无法准确获知的,因此这种情况是很有

可能发生的,这就进一步说明了固定束腰控制方案

的不稳定性.

图９ ABEP与发射光功率的关系

Fig．９ ABEPversustransmittingopticalpower

图１０给出了方案１、方案２和方案３的系统中

断概率与中断阈值h０ 之间的关系.从图中可以明

显地看出,在给定中断阈值h０ 的情况下,动态束腰

控制下的系统中断概率同样明显优于固定束腰控制

方案;数值计算的结果表明,当中断阈值h０ 取１０－８

时,方案１的中断概率为１．４５×１０－３,方案２的中断

概率为１．５０×１０－３,性能提升了约０．１４７dB,由此进

一步说明了基于 MarcumQ 函数表示法的动态束

腰控制方案可以有效地提高系统性能.

图１０ 中断概率与中断阈值之间的关系

Fig．１０ Outageprobabilityversusoutagethreshold

５　结　　论

不同于传统方法中对圆形接收孔径区域的近似

处理,本研究利用 MarcumQ 函数来精确表示瞬时

信道状态,并建立优化模型,通过模型求解,得到使

瞬时信道状态最优时的光束束腰半径w０,由此提

出了一种新型的动态束腰控制方案,通过数值仿

真分析了该方案与传统束腰控制方案以及固定束

腰控制方案的系统误码率和中断概率性能.结果

表明,动态束腰控制方案的系统性能要明显优于

固定束腰控制方案,且所提出的方案在发射功率

为３４dBm时,系统误码性能提升了０．１２８１dB,当

０９０６００５Ｇ６
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中断阈值h０ 取１０－８时,系统中断概率性能提升了

约０．１４７dB,并且系统性能增益随传输距离的减

小而增大,当传输距离为６０００km时,系统性能增

益为０．４９９４dB,这为星间激光通信系统的研究和

设计提供了理论依据.
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