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摘要　提出了横电、横磁偏振布拉格角入射下光栅模式的色散方程可进一步分解的理论,证明了分解得到的方程

与光栅模式对称性间的等价关系.光栅模式的对称性有助于阐释光栅内部衍射过程的物理图像.通过讨论光栅

模式方程的根的分布性质,提出了一种提高有效折射率计算效率的方法.
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１　引　　言

亚波长光栅具有许多独特的光学特性,可用作

具有不同功能的光学器件,如宽带反射器[１Ｇ３]、分束

器[４Ｇ６]、偏振分束器[７]、导模谐振滤波器[８Ｇ９]、波导耦

合器[１０]等.设计满足特定功能的亚波长光栅,需
要计算光栅的衍射效率,目前常用的数值计算方

法主要包括有限时域差分(FDTD)法[１１]和严格耦

合波分析(RCWA)法[１２].FDTD和 RCWA均能

高效精确地求解光栅的麦克斯韦方程.然而这两

种方法的物理图像比较复杂,且不利于求解光栅

问题的逆问题,因此FDTD或RCWA用于设计光

栅的效率不高.
经典模式方法[１３]给出了光栅衍射过程更清晰

的物理图像:光栅的不同模式在光栅区域各自独立

传播,并在入射界面和出射界面与入射波及衍射波

耦合.在经典模式方法的基础上,简化模式方法

(SMM)[１４]专注于少数(２~３个)非倏逝传播模式,
并在处理低对比度透射光栅时忽略反射光的作用,
可以得到光栅衍射效率解析的近似公式.SMM 首

先被应用于分析和设计单层的矩形光栅.Zheng
等[１５Ｇ１７]将SMM拓展应用于分析和设计正弦槽型、
三角槽型以及双层的矩形光栅.这些拓展的应用主

要得益于光栅模式的对称性.Suratteau等[１８]介绍

了横电(TE)偏振下,光栅模式对称性与模式色散方

程之间的联系.本文将该结论推广,使其在TE、横
磁(TM)偏振下同时适用,并论证了对称模式的色

散方程具有的特殊性质,提升了求解模式有效折射
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率的效率.

２　模式色散方程的分解与模式对称性

２．１　模式色散方程的分解

图１所示为矩形光栅轮廓和坐标系统的示意

图,XYZ 坐标原点位于脊的顶端中点,其中d 为光

栅周期,h为光栅高度,α０ 为入射角,g 和c分别为

光栅沟与脊的宽度,ng 和nc 为相应的折射率.

图１ 矩形光栅和坐标系统示意图

Fig．１ Rectangulargratingandattachedcoordinatesystem

波长为λ的单色平面波以入射角α０ 入射至光

栅,在区域II激发光栅模式.光栅模式是光栅电磁

场边值问题的正交完备解,该边值问题包含一个亥

姆霍兹方程:
Ñ２F(x,z)＋k２０ϵ(x)F(x,z)＝０, (１)

F＝
Ey, TMpolarization
Hy, TMpolarization{ , (２)

式中k０ 为真空中的波矢大小,ϵ(x)为介电常数,
(x,y,z)为三维坐标值,Ey、Hy 分别为y方向的电

场及磁场分量大小.
根据经典模式理论,光栅模式[１３]可表示为

F(x,z)＝u(x;neff)exp(ik０neffz), (３)

式中u(x;neff)为模式轮廓,neff为模式的有效折射

率.边界条件指出u(x;neff)和u′(x;neff)/ρ(x)在
沟与脊的边界处连续,其中

ρ(x)＝
１, TEpolarization

ϵ(x), TMpolarization{ . (４)

同时,这两个函数具有准周期性:

ru(x;neff)＝u(x＋d;neff), (５)

ru′(x;neff)/ρ(x)＝u′(x＋d;neff)/ρ(x＋d),
(６)

式中r＝exp(ikx０d),kx０＝k０sinα０.
每个光栅模式的有效折射率均满足光栅色散方

程[１１],即

cos(βc)cos(γg)－β
２＋τ２γ２

２τβγ
sin(βc)sin(γg)＝cos(ikx０d),

(７)
式中参数β、γ和τ的表达式为

β＝
k２０(n２c－n２eff), nc≥neff

i k２０(n２eff－n２c), neff＞nc{ , (８)

γ＝
k２０(n２g－n２eff), ng≥neff

i k２０(n２eff－n２g), neff＞ng{ , (９)

τ＝
１, TEpolarization
ϵc
ϵg
, TMpolarization

ì

î

í

ïï

ïï

, (１０)

式中ϵg、ϵc 分别为光栅沟与脊的介电常数.
当α０＝arcsin(nλ/d)时,(７)式变为

cos(βc)cos(γg)－β
２＋τ２γ２

２τβγ
sin(βc)sin(γg)＝１,

(１１)
其可以分解[１８]为
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(１２)
当α０＝arcsin[(２n＋１)λ/(２d)]时,(７)式变为

cos(βc)cos(γg)－β
２＋τ２γ２

２τβγ
sin(βc)sin(γg)＝－１,

(１３)
其可以分解为
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(１４)

２．２　光栅模式的对称性

通过观察模式轮廓可以发现,当入射光垂直

入射或以布拉格角入射时,存在偶对称[如图２
(a)、(b)所示]和奇对称[如图２(c)、(d)所示]的
光栅模式.这种对称的分类仅仅基于少数模式的

观察得出,其分类的完备性需要进一步证明.模

式色散方程的分解暗示了该方程与两种对称模式

之 间 的 联 系.文 献 [１８]论 证 了τ＝１,α０ ＝
arcsin(nλ/d)时,对称模式和模式色散方程分解之

间的联系.

　　根据文献[１３]的表述,偶对称的模式轮廓可以

表示为
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图２ 四种对称的光栅模式轮廓(光栅参数:d＝１９６５nm,c＝g＝９３２．５nm,nc＝１．４４９６,ng＝１,λ＝１３１０nm).
(a)(b)一阶布拉格角入射下前两个光栅模式;(c)(d)二阶布拉格角入射下前两个光栅模式

Fig．２ Fourtypesofsymmetricmodeprofileswithgratingparametersofd＝１９６５nm c＝g＝９３２敭５nm 
nc＝１敭４４９６ ng＝１andλ＝１３１０nm敭 a  b FirsttwomodesunderincidenceofthefirstorderBraggangle 

 c  d firsttwomodesunderincidenceofthesecondorderBraggangle

uI(x;neff)＝
cos(βx), －
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uI(x＋d;neff)＝ruI(x;neff). (１６)

　　(１５)、(１６)式满足亥姆霍兹方程和准周期性,

u(x;neff)和u′(x;neff)/ρ(x)在x＝c/２处连续,且
还在x＝d－c/２处连续,从而有
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(１８)

　　当且仅当r＝±１时,(１７)、(１８)式等价.当r
＝－１时,(１７)、(１８)式等价为
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(１９)

　　当r＝１时,(１７)、(１８)式等价为
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(２０)

　　奇对称的模式轮廓可以表示为
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uII(x＋d;neff)＝ruII(x;neff). (２２)

　　同样可以证明,当且仅当r＝±１时,u(x;neff)
和u′(x;neff)/ρ(x)在x＝d－c/２处连续.当r＝１
时,连续性等价为
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　　当r＝－１时,连续性等价为
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(２４)

　　将(１９)~(２０)式,(２３)~(２４)式与模式色散方

程联系起来,可以得出结论:当且仅当r＝±１时,光
栅模式可按模式轮廓的对称性被完备地分为奇对称

模式和偶对称模式.

２．３　对称模式有效折射率的分布和求解

(１９)~(２０)式,(２３)~(２４)式可以等价为
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　　将(２５)~(２８)式左侧看作n２eff的函数,分别写

作f１(n２eff)、f２(n２eff)、f３(n２eff)、f４(n２eff),其函数图

像如图３所示,容易证明,这些函数在其定义域内

均具有单调性,即这些函数在相邻的奇点内单调

递增或递减.因此,在相邻奇点之间的区间内,它
们分别有且仅有一个根,这一性质可以用于提高

求解模式有效折射率的效率.一般来说,求解类

似(９)式的超越方程在给定区间内的所有解较为

困难,通常采用分区间逐段扫描,在两端异号的区

间内采用求单个数值解的方法,该方法效率不高

且存在漏解的可能.若利用对称模式方程的性

质,则只需要将指定的求解区间按奇点划分成若

干块,然后采用二分法等区间求解算法即可快速

求出所有指定区间内有效折射率.同样,当光栅

参数为f∈[０．１,０．９],d＝１５００nm,ng＝１,nc＝
１．４５(占空比f＝c/d)时,计算光栅在１０６４nm波

长入 射 下 前 三 个 光 栅 模 式 的 有 效 折 射 率,以

１×１０－３为单位区间逐段扫描求解.图４所示为

两种不同方法计算得到的前三个模式(q＝０,１,２)
的有效折射率随占空比f 变化的曲线,其中实线

为传统分区扫描的方法的结果,虚线为对称模式

方程求解的结果.可以看出,两者的结果没有差

别.采用对称模式方程在速度上有显著优势,见
表１.

图３ 四个函数的图像(光栅参数:d＝１９７９nm,c＝１３８５nm,g＝５９４nm,nc＝１．４４９６,ng＝１,λ＝１０６４nm).

(a)f１(n２eff);(b)f２(n２eff);(c)f３(n２eff);(d)f４(n２eff)

Fig．３ Graphsoffourfunctionsundergratingparametersofd＝１９７９nm c＝１３８５nm g＝５９４nm 
nc＝１敭４４９６ ng＝１andλ＝１０６４nm敭 a f１ n２eff   b f２ n２eff   c f３ n２eff   d f４ n２eff 
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表１　两种方法计算有效折射率的时间

Table１　Computationtimeofeffectiveindexbytwomethods s

Method １ ２ ３ ４ ５ Average
Scanningmethod ３６．０３ ３５．２７ ３５．４２ ３５．１５ ３５．０６ ３５．３９

Methodusingsymmetricmodeequation ０．４１ ０．４２ ０．４３ ０．４２ ０．４０ ０．４２

图４ 两种方法计算得到的前三个模式的有效折射率随占

空比f变化的曲线(光栅参数:d＝１５００nm,

nc＝１．４４９６,ng＝１,λ＝１０６４nm)

Fig．４ Effectiverefractiveindexofthefirstthreemodes
obtainedbytwomethodsversusdutyratioundergrating

parametersofd＝１５００nm nc＝１敭４４９６ 
ng＝１andλ＝１０６４nm

３　结　　论

证明了光栅模式对称性与模式有效折射率满足

对称模式方程之间的等价关系,并指出了模式的对

称性只在布拉格角入射或垂直入射的情况下存在.
求解对称模式方程能够同时得出光栅模式的折射率

和对称性.由于不同对称性模式的耦合系数为零,
折射率和对称性在设计双层或多层光栅计算模式间

的耦合关系时能带来便利.通过比较发现,采用对

称模式方程求解模式折射率的方法比传统的求解方

法具有效率上的优势.布拉格角入射是大部分光栅

设计适用的情形,因此运用布拉格角入射下的对称

模式方程求解模式折射率具有重要的意义.
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