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摘要　一维(１D)标定具有抗遮挡和制作成本低等优点,是摄像机标定中的重要方法之一.首先,以１D单应矩阵为

基础,给出了绕固定点运动１D标定方法的几何解释;其次,在小孔成像模型下,证明了摄影几何中的交比不变性与

１D单应矩阵的等价性.相比于共线４点的交比不变性,１D单应矩阵约束更具有一般性.最后,针对基于平面运动

的１D标定,由１D单应矩阵计算运动前后１D标定物延长线的交点,提出了一种简便的方法,将平面运动转化为绕

固定点运动,并通过仿真和真实实验验证了算法的正确性.实验结果表明:与已有方法相比,本文算法的标定精度

得到了显著提高.
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１　引　　言

摄像机标定是视觉测量中的一项首要任务[１Ｇ３],
依据使用标定物的维度可以将摄像机标定分为三维

(３D)标定、二维(２D)标定、一维(１D)标定和零维

(０D)标定.１D标定方法被文献[４]提出后,由于大

尺寸的１D标定物制作简单且无自身遮挡等优点而

受到国内外研究者的关注[５Ｇ１２].关于这些方法的总

结可参考文献[１３],在此不再赘述.
在前期研究中,针对绕固定点运动的１D标定

问题,假设世界坐标系的X 轴与１D标定物重合,从
单幅视图定义了一种由三维空间到图像空间映射的

１D单应矩阵,从数学推导上得到了绕固定点运动

１D标定的基本约束方程,给出了一种新的摄像机

１D标定方法[１３],提高了绕固定点运动１D标定方法

的精度.但对１D标定的几何解释还不是很清晰,
尤其是既然１D单应是由共线点约束建立的数学模

型,那么其与众所周知的共线４点交比不变性存在

什么联系.另外,针对更一般的１D平面运动标定

问题,是否也可以用１D单应矩阵求解.围绕这些

问题,本文继续对１D单应矩阵的性质和应用进行

深入研究,由１D单应矩阵给出关于摄像机１D标定

的几何解释;并说明１D标定点与其投影图像点之

间重要的交比不变特性与１D单应矩阵之间的关

系;进而将１D单应矩阵应用于平面运动１D标定

中,提出一种将平面运动转化为绕固定点运动的新

方法.与现有虚拟平移方法相比,本文方法无需计

算对噪点敏感的消隐点和消隐线,提高了标定结果

的稳健性和标定精度.

２　背景知识

２．１　１D单应矩阵的定义[１３]

在摄像机的小孔成像模型下,若１D标定物位

于世界坐标系的X 轴上,则有:

sm~ ＝HM~ withH ＝K[r１ t], (１)

式中s为尺度因子(等于点 M 的投影深度),m~ ＝
[u,v,１]T 为 投 影 点 m 的 齐 次 图 像 坐 标,M~ ＝
[x,１]T,x 为M 到世界坐标系原点的有向距离,K 为

摄像机的内参数矩阵,r１ 为旋转矩阵R 的第一列向

量,t为平移向量;矩阵H 即为３D空间中１D标定点

到２D图像上的单应矩阵,定义为１D单应矩阵.
若H 的最后一个元素为１,则有如下关于内参

数K 的约束方程成立:

t２zhT
１K－TK－１h１＝１, (２)

式中tz为平移矢量t(世界坐标系的原点在摄像机

坐标系下的３D坐标)的最后一个元素,h１ 为 H 的

第一列向量.若绕固定点旋转,则tz 为定值,加上

内参数的５个未知量,６个约束方程就可以完成摄

像机的标定.这是采用１D单应矩阵标定摄像机内

参数的基本原理.

２．２　平面运动的１D标定

Wu等[６]最早将绕固定点运动的１D标定扩展

到平面运动中,其假设１D标定物包含A、B、C 三个

点,如图１(a)所示.采集共面运动１D标定物的两

幅图像,序号记为i和j.ai、bi、ci 和aj、bj、cj 为运

动前后A、B、C 的投影图像点,如图１(b)所示.通

过虚拟平移将AiBi 移动到At
iBt

i,使点At
i 与点Aj

重合.因此,如果Bt
i 和Ct

i 的投影图像点bti 和cti
已知,则平面运动的１D标定可以转化为绕固定点

运动的１D标定问题.bti 和cti 的计算方法如下:

１)根据投影的交比不变性,计算直线AiBi 和

AjBj的消隐点vi和vj,vivj是运动平面的消隐线.

２)计算直线vivj和ajai的交点vt,则vt 是空

间平行直线AiAt
i∥BiBt

i∥CiCt
i 的消隐点.

３)计算直线ajvi和bivt的交点,即为bti,同理,
可得到ajvi和civt交点cti.

图１ 文献[６]方法将平面运动转化为绕固定点运动.(a)３D空间运动平面;(b)图像平面

Fig敭１ AmotionrotatingaroundafixedpointwhichconvertsfromplanarmotionbyRef敭 ６ method敭

 a ３Dspacemotionplane  b imageplane
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３　１D单应矩阵

３．１　几何解释

容易得到与１D标定物重合的空间直线即世界

坐标系的X 轴,在摄像机坐标系下的几何方程为

r３ －rT
３t[ ] xc yc zc w[ ] T＝０,xoyplane

r２ －rT
２t[ ] xc yc zc w[ ] T＝０,xozplane{ ,

(３)
式中r２、r３ 分别为旋转矩阵R 的第二列和第三列向

量,w＝１表示该直线上的有穷点,w＝０表示该直

线上的无穷远点.由旋转矩阵的列向量的正交性容

易验证[r１,０]T 是该直线与无穷远平面的交点.该

点在图像平面上的投影为

x¥ ＝Kr１＝tzh１, (４)
由(２)式可得:

xT
¥K－TK－１x¥ ＝１. (５)

　　由此得到１D标定的几何解释:１D标定物的消

隐点到摄像机绝对二次曲线投影(K－TK－１)的代数

距离为１.
这里需要说明的是,在文献[５]中,由直线上两

个有限点的齐次坐标差值得到无穷远点,推导出与

本文类似的结论,只是其代数距离是L２(L 为１D标

定物首尾端的长度).因为在齐次坐标系下,每一个

点的表示方式可以在相差一个尺度因子的条件下成

立,即x¥ 与Lx¥ 都是１D标定物的消隐点.从摄像

机小孔成像模型上解释:摄像机焦距的改变与物距

的改变具有等价性.

３．２　交比不变

交比是投影几何中的基本不变量[１４],文献[１５]
将两条直线上的对应投影点用２×２的单应矩阵联

系起来,代入交比的定义式中可以证明交比不变性.
本文的１D单应矩阵建立了由空间１D共线点到２D
图像投影点的对应关系,由１D单应给出交比不变

性的证明.
如图２所示,O 为摄像机的投影中心,空间直线

上的四点M１、M２、M３、M４ 在图像平面uov 的投影

图像点分别为m１、m２、m３、m４,v１、v２、v３、v４ 分别为

m１、m２、m３、m４ 的v 坐标分量,则直线ou∥m１v１∥
m２v２∥m３v３∥m４v４,由交比定义得:

Cross(m１,m２,m３,m４)＝Cross(v１、v２、v３、v４).
(６)

　　令矩阵T＝
０ １ ０
０ ０ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,将(１)式左右两边乘以

T,可以得到:

s
v
１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＝H２×２M

~ withH２×２＝
hT
２

hT
３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (７)

式中hT
２ 和hT

３ 分别为１D单应矩阵H 的第２、３行向

量.若det(H２×２)≠０,则由交比的定义和(６)式得:

Cross(M１,M２,M３,M４)＝Cross(v１、v２、v３、v４)＝
Cross(m１,m２,m３,m４). (８)

　　由(１)式和(７)式可知,当且仅当t＝λr１ 时,

det(H２×２)＝０.在几何上表示为１D标定物与平移矢

量t共线,此时１D标定物所在直线经过投影中心,１D
标定物上在图像平面上的投影由直线退化为点.

图２ １D单应下的交比不变性

Fig敭２ Crossratioinvariantof１Dhomograph

文献[４]指出,因为存在交比不变性,所以当１D
标定物上多于３个标定点时,并不能对内参数提供

多余的约束.由(１)式得１组点对应可以得到关于

H 的２个独立约束方程,而H 在相差１个尺度因子

的条件下,具有５个未知量,因此计算H 最少需要３
组对应点.当大于３组对应点时,由于数据冗余,可
以提高H 的估计精度,但是只能得到一个独立的约

束方程(２)式.这也从另一个角度反映了１D单应

矩阵中隐含的交比不变性.

４　基于单应矩阵的１D平面运动标定

如图３所示,与文献[６]的空间虚拟平移方法不

同,本文方法直接延长空间线段AiBi 和AjBj.由

于直线AiBi和AjBj共面且不平行,因此相交于空

间中的一点Os,如图３(a)所示.在图像平面上,这
两条直线对应的投影直线aibi和ajbj相交于点om,
如图３(b)所示.显然,点om 是空间点Os 的投影

点.假设 AiOs 的距离已知,那么以 Os 为原点,

OsBi为世界坐标系的X 轴,计算１D标定物点与其

投影点之间的１D单应矩阵H(i),由(２)式可得:

z２Oh(i)T
１ K－TK－１h(i)

１ ＝１, (９)
式中zO 为点Os 的投影深度,h(i)

１ 为 H(i)的第一列

向量.同理,若假设AjOs 的距离已知,则有:

z２Oh(j)T
１ K－TK－１h(j)

１ ＝１, (１０)

０７１５００３Ｇ３
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式中h(j)
１ 为 H(j)的第一列向量,H(j)为以Os 为原

点,OsBj为世界坐标系的X 轴计算得到的１D单应

矩阵.联立(９)式和(１０)式可得两个共面１D标定

物关于摄像机内参数的基本约束方程:

h(i)T
１ K－TK－１h(i)

１ －h(j)T
１ K－TK－１h(j)

１ ＝０. (１１)

　　由摄像机的标定理论可知,一个平面中不论包含

多少个１D标定物,都只能提供两个独立的约束方程,
因此,最少需要三个平面才能完成摄像机的标定.

图３ 基于单应矩阵的１D平面运动标定.(a)３D空间

运动平面;(b)图像平面

Fig敭３ １Dcalibrationwithplanarmotionbasedon
homography敭 a ３Dspacemotionplane  b imageplane

由以上分析可知,现在解决问题的核心转化为

计算AiOs 和AjOs 的距离.以Ai为原点,AiBi为

X 轴建立世界坐标系,由３组对应点可计算１D单

应矩阵H(i)
old.因为Os 与om 是一对对应点,由(１)

式得:

so~m ＝H(i)
oldO

~
s, (１２)

式中o~m 为图像点om 的齐次坐标,O~s 为３D空间点

Os 的齐次坐标.令AiOs 的距离为dAiOs
,求解(１２)

式可得:

O~s＝(H(i)T
old H(i)

old)－１H(i)T
old o~m

dAiOs＝O~s(１)/O
~
s(２){ , (１３)

式中O~s(k)(k＝１,２)为向量O~s 的第k 个元素.同

理,可计算得到AjOs 的距离dAjOs
.由此,可通过建

立以点Os 为原点的世界坐标系,重新计算得到H(i)

与H(j),获得内参数的约束方程(１１)式,完成１D平

面运动的摄像机标定.

dAiOs
和dAjOs

也可以由交比不变性计算得到,但
是当标定点的个数为 N(N＞３)时,交比不变性给

出了关于dAiOs
(dAjOs

)互不独立的C３
N 个约束方程,

其求解较复杂,且互不独立,所以抗噪性能较差.而

１D单应矩阵可以很容易地解决该问题,即只需在估

算１D单应矩阵时增加点对应约束即可.因此,虽
然１D单应矩阵与交比不变具有等价性,但在实际

计算中,１D单应矩阵比交比不变性的应用更加灵

活,其可计算性也更强.

５　仿真与实验

５．１　合成数据仿真

仿真时设置摄像机的内参数为

K＝
１５００ ０ １０００
０ １５００ １０００
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

. (１４)

　 　 镜 头 畸 变 参 数 为 ０,摄 像 机 分 辨 率 为

２０００pixel×２０００ pixel.１D 标 定 物 的 长 度 为

９０cm.在１D标定物上分布着用于标定的３个等

距标记点.仿真数据通过如下步骤产生.

１)选取６个仿真平面,其Rodriguez旋转矢量

分别为

r１＝ π/６ ０ ０[ ]T,

r２＝ ０ π/６ ０[ ]T,

r３＝ π/１２ －π/１２ ０[ ]T,

r４＝ π/１２ ０ －π/１２[ ]T,

r５＝ ０ －π/６ －π/１２[ ]T,

r６＝ π/１２ π/６ －π/６[ ]T;
平移矢量

t１＝t２＝t３＝t４＝t５＝t６＝ －５０ －５０ ２００[ ]T.

２)在每个平面上,１D标定物的运动次数定义

为J.J 个１D标定物的方向由[０．２π,０．６π]的均匀

分布 生 成.平 移 矢 量 t２D 在 [１０,１００]cm ×
[１０,１００]cm的范围内随机生成.

３)将以上生成的３D点投影到图像平面上,生
成与１D标定点对应的图像点.

５．１．１　噪声水平对标定精度的影响

每一个平面中１D标定物的运动次数J＝１５.
在生成的图像点上添加均值为０,方差δ的高斯噪

声.以δ＝０．１pixel为步长,由０变化到２pixel.
已有文献的实验结果表明[６,７,１２],线性估计结果是

评价方法优劣的最有力手段,因此,在仿真标定实

验中,仅评估算法的线性求解结果.针对每一个

固定的方差δ,线性计算的标定结果为２５０次计算

后平均值,标定结果如图４(a)所示,其中fu、fv 分

别为摄像机x 方向和y 方向的等效焦距,(u０,v０)
为主点坐标,γ为倾斜因子.为便于比较,将相同

的仿真数据应用于文献[６]方法求解摄像机参数,
其标定结果如图４(b)所示.由图４可知,在相同

噪声水平下,本文方法的标定精度明显优于文献

[６]方法.

０７１５００３Ｇ４
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５．１．２　运动次数J 对标定精度的影响

实验中,噪声的方差δ＝０．５pixel.运动次数

J 由３变化到２０.对每一个J,采用线性方法求解

摄像机内参数,标定结果为２５０次独立实验的平

均结果,采用本文方法和文献[６]方法标定结果如

图５所示.对比图５(a)和图５(b)可知,当J 由３
增长到５时,本文方法的相对误差比文献[６]方法

下降得更快.本文方法在J＞５时基本趋于稳定,
而文献[６]方法,在J＞８时才趋于稳定,且波动幅

度较大.

图４ 噪声水平对线性标定精度的影响.(a)本文算法;(b)文献[６]方法

Fig敭４ Effectofnoiselevelonlinearcalibrationprecision敭 a Proposedmethod  b Ref敭 ６ method

图５ 运动次数对标定精度的影响.(a)本文方法;(b)文献[６]方法

Fig敭５ Effectofmotionnumberoncalibrationprecision敭 a Proposedmethod  b Ref敭 ６ method
以上两个实验的结果表明,本文方法在标定精度和

标定稳定性方面明显优于文献[６]方法,其主要原因

是文献[６]方法的关键步骤是通过消隐点确定运动

平面的消隐线,但是由于消隐点的计算对噪声比较

敏感,所以随着噪声的增加,计算得到的消隐线方程

误差会显著增大.虽然增加J 的数量,可以增加计

算消隐线的消隐点数量,从而提高消隐线的估计精

度,但是由于消隐点的噪声敏感性导致计算结果的

稳定性较差.

５．２　真实实验

实验采用分辨率为１２２４pixel×１０２４pixel的

黑白相机.打印了１２条包含３个圆环标记点的１D
标定 纸 粘 贴 在 平 板 上.相 邻 标 记 点 的 距 离 为

１０cm.移动摄像机获取６幅平板图像.其中一幅

图像如图６所示,采用文献[１６]方法提取图像中的

圆环标记点.标定结果如表１所示,表１中的第一

行数据是采用常规的２D棋盘[１７Ｇ１８]在 Matlab标定

工具箱[１９]下获得的标定结果,作为摄像机内参数的

真值.由实验数据可以看出,本文方法的标定精度

比文献[６]方法高,与仿真实验结果一致.

图６ １D平面运动标定图像样张

Fig敭６ Calibrationimagewith１Dplanarmotion

６　结　　论

在１D单应矩阵解决绕固定点运动１D标定问

题的基础上,对１D单应矩阵的性质和应用进行了

深入研究.由１D标定物与世界坐标系X 轴重合的

特点,结合１D单应矩阵标定的约束方程,给出了

１D标定的几何解释.并在小孔成像模型下对投影

几何中的交比不变性给出了简短的证明,分别从理
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论和实验两个方面说明了１D单应矩阵与投影交比

的等价性,但１D单应矩阵比交比不变性在计算上

更加方便和灵活.最后,针对１D平面运动的标定

问题,提出了一种简单的延长线相交法,采用１D单

应矩阵确定交点的位置,将平面运动转化为绕固定

点运动,与传统的虚拟平移转换方法相比,本文方法

无须计算消隐点和消隐线,标定精度和稳定性得到

了显著提高.
表１　真实实验图像的标定结果

Table１　Calibrationresultsofrealimage
Method Parameter fu fv γ uovo

Proposed
Method

Groundtruth ２３０５．０ ２３０１．５ ０(９０°) ６３７．０ ５１４．４
ClosedＧform ２５７８．９ ２５７８．６ ０(９０°) ６０９．１ ４７３．６
Error/％ １１．８８ １２．０４ ０ １．２１ １．７９
Nonlinear ２３８３．１ ２３８５．３ ０(９０°) ６０４．８ ４９４．６
Error/％ ３．４２ ３．６１ ０ １．３９ ０．８６

Methodof
Ref．[６]

ClosedＧform ２７８６．４ ２７８８．５ ０(９０°) ６１０．５ ５７０．６
Error/％ ２０．８８ ２１．１６ ０ １．１５ ２．４３
Nonlinear ２５６３．２ ２５６５．７ ０(９０°) ５０１．２ ５３０．５
Error/％ １１．２０ １１．４８ ０ ５．５０ ０．７０
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