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一种高精度的非迭代位姿估计方法
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摘要　针对增量式运动结构恢复中相机内参数未标定情况下位姿估计问题,提出一种高精度的非迭代位姿求解方

法.根据针孔成像模型,构建了相机内参数未标定位姿估计问题描述方程,使用单位四元数对旋转矩阵进行参数

化,并根据四重轴对称现象对旋转矩阵进行分解,通过最小二乘原理构建目标函数后,利用一阶最优化条件建立了

关于旋转矩阵参数的二元多项式方程组,使用Gröbner基求解该方程组得到旋转参数的闭合解,进而获得相机的

位姿参数和焦距.该算法的计算复杂度为O(n),实验验证了其有效性、高精度和高数值稳定性.
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１　引　　言

利用空间中的n 个三维(３D)点及其在影像中

的二维(２D)投影点,同时估计相机位置、姿态和焦

距是计算机视觉中的重要研究内容,也是透视N 点

(PnP)问题在未知焦距情况下的延伸,即PnPf问

题.其 求 解 广 泛 应 用 于 即 时 定 位 与 地 图 构 建

(SLAM)、机器人视觉导航、增量式运动结构恢复

(SFM)和增强现实(AR)等方面[１Ｇ２],具有非常高的

应用价值.
目前,常用的PnP解算方法主要分为迭代和非

迭代两大类.迭代法主要通过构建目标函数,然后

使用高斯Ｇ牛顿、LevenbergＧMarquardt等算法进行

迭代优化.Horaud等[３]提出的POSIT算法通过弱

透视变换求解初值,然后利用迭代法逼近透视变换,
最终得到位姿解;Lu等[４]提出利用正交迭代算法求

解目标空间共线方程得到相机位姿解,该算法能够

保证旋转矩阵的正交性,且具有较高的精度,但依赖

弱透视投影变换求解初值,导致３D空间点分布在平

面或近似平面情况下收敛不稳定;Schweighofer等[５]

将PnP问题转化为半定规划(SDP)问题,能够有效避

免在迭代过程陷入局部最值,且计算复杂度为O(n),
但进行全局优化时需要大量的计算;文献[６]提出基

于共面直线迭代加权最小二乘的相机位姿估计.总
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体而言,迭代方法解算精度较高,但执行效率低,且易

收敛于局部最优解.
最早得到广泛应用的非迭代方法为EPnP算

法[７],该方法将所有的３D点表示为４个控制点的

加权和,并在相机坐标系构建代价函数,由绝对定向

方法求解相机的位姿解.文献[８]使用迭代算法对

EPnP进行优化,得到了更精确的求解结果;文献

[９]为解决EPnP算法受控制点分布位置限制,将

PnP问题转化为多个P３P问题后,稳定处理了控制

点处于平面、非平面及近似平面的情况,并得到较高

的求解精度.为进一步提高相机位姿解算精度,近
几年,通常采用将旋转矩阵参数化,使PnP问题转

化为关于旋转参数的最优化问题.直接最小二乘

(DLS)算法[１０]采用CGR(CayleyＧGibbsＧRodriguez)
方法对旋转矩阵进行参数化,并采用驻式法对所有

３D点进行检索,保证旋转参数求解的稳健性;文献

[１１]提出的基于直线段对应的DLS算法,利用代数

多项式直接求解目标函数;OPnP算法[１２]采用非单

位四元数对旋转矩阵进行参数化,并利用Gröbner
基对旋转参数多项式进行求解,解决了DLS算法旋

转矩阵求解中存在的退化问题;ASPnP算法[１３]通

过构建代数合适的代数误差多项式函数,增强了算

法的可扩展性;UPnP算法[１４]增加了对非中心投影

下相机位姿解算的适用性.
然而,上述方法均是在相机标定矩阵已知的情

况下进行的.当焦距未知时,共有７个未知量需要

求解,一般而言,最少需要４个２DＧ３D对应点进行

解算.因此,文献[１５]利用Gröbner基求解３D点

空间距离构建的多项式的方法,其位姿估计精度受

对应点配置影响较大,且求解效率较低;文献[１６]利
用分枝定界算法求解PnPf问题,求解效率依然没

有较大提高;文献[１７]利用EPnP算法中的虚拟控

制点的思想和文献[１５]利用RPnP算法中点三元组

思想,均无法解决非平衡代价函数造成的噪声非稳

健性问题;文献[１８]利用未知焦距对旋转矩阵参数

化过程中存在的四重轴对称现象,对旋转矩阵进行

分解简化,最后利用Gröbner基对构建的多项式方

程组进行求解,该方法计算精度较高,但计算复杂度

为O(n３),计算效率无法满足实时性要求.
本文针对相机内参数未标定情况下的位姿估计

问题,根据旋转矩阵分解思想,构建不同的目标函

数,提出一种计算复杂度为O(n)的非迭代位姿估

计方法,旨在保证计算精度的前提下,提高计算效

率,将其用于捆集调整(Bundler)中可以实现未标定

影像的高精度三维重建.该算法首先利用单位四元

数对旋转矩阵进行参数化,根据四重轴对称现象进

行旋转矩阵分解,之后使用最小二乘残差原理构建

目标函数,并利用一阶最优化条件构建多项式方程

组,使用Gröbner基直接求解得到旋转参数的闭合

解,最终获得相机的位姿参数和焦距.该算法具有

较高的实时性,且位姿估计精度较高.

２　PnPf问题描述

如图１所示,标准的相机透视成像模型可以表

示为

αimi＝K Rt[ ]Pi, (１)
式中αi 为投影深度因子,mi＝[ui,vi,１]T 为像点

坐标的齐次表示,pi＝[Xi,Yi,Zi]T 为空间点坐

标,Pi＝[Xi,Yi,Zi,１]T 为空间点坐标的其次形

式,K 为相机内参数矩阵,假设唯一的未知参数为焦

距f,则 K 可以写成 diag f,f,１[ ] 的 形 式,R＝
[rij]３i,j＝１,,n为３×３的旋转矩阵,t＝[tx,ty,tz]T

为平移矩阵.设 Ｇmn 为mi 的归一化单位向量,则
(１)式可写为

αiＧmi－Kt＝KRp. (２)

　　设I为３×３的单位矩阵,则PnPf问题可写为
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图１　位姿估计示意图

Fig．１　Cameraposeestimationproblem

３　算法原理

(３)式等价于AX＝WQ 的形式.由文献[６]
可得:

X＝(ATA)－１ATWQ＝ U V[ ] －１WQ, (４)
式中矩阵A 的广义逆被分解为U、V 两个矩阵,其中
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U＝ uT
１uT

n[ ]T 为变换尺度的函数,V 为平移矩阵

的函数.应用矩阵的Schur补与块矩阵反演理论

可得:

V３×３n ＝ V１,,Vn[ ] , (５)

Vi＝H ＧmiＧmT
i －I[ ] ∈R３×３,i＝１,,n,(６)
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i１,,uT
in[ ] １×３n,i＝１,,n, (９)

uT
ij ＝ＧmT

iδ(i,j)＋ＧmT
iVj ∈R１×３,j＝１,,n,

(１０)

式中uT
i 表示U 的第i行,uT

ij表示矩阵在第i行３j
列的１×３元素.则有:

αi＝uT
iWQ

t＝VWQ{ . (１１)

　　将(１１)式代入(２)式可得关于旋转矩阵及相机

内参数矩阵的限制表达式,即:

uT
iWQＧmi－KRpi－VWQ＝０. (１２)

　　将(５)~(９)式代入(１２)式,可得:

ＧmT
iKRpimi－KRpi＋ＧmT

i ∑
n

j＝１
VjKRpj[ ]Ｇmi－

∑
n

j＝１
VjKRpj ＝０. (１３)

　　利用单位四元数方法对旋转矩阵R 进行参数

化,用s＝ s１,s２,s３,s４[ ]T 表示,则有:

R(s)＝
s２１＋s２２－s２３－s２４ ２s２s３－２s１s４ ２s２s４＋２s１s３
２s２s３＋２s１s４ s２１－s２２＋s２３－s２４ ２s３s４－２s１s２
２s２s４－２s１s３ ２s３s４＋２s１s２ s２１－s２２－s２３＋s２４
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　　由于s与－s表示相同的旋转情况,四元数表示本身存在二重轴对称.当焦距未知时,有diag{f,f,１}

R＝diag{－f,－f,１}diag{－１,－１,１}R[ ],即存在另一种二重轴对称.根据 Hamilton法则,diag{－１,－
１,１}R 可用四元数 －s４,－s３,s２,s１[ ]T 表示.

当s２１＋s２４≠０时,R(s)可分解为R(sθ)与R(sω)两个旋转分量的乘积形式.设sθ＝ s１,０,０,s４[ ]T,x~２＋
y~２＝１,则有

R(sθ)＝
１
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　　当s１＝s４＝０或者s１,s４ 的量级远小于s２,s３ 时,有Rpi＝ Rdiag{１,－１,－１}[ ] diag{１,－１,－１}pi[ ]＝

R~p~i.其中,diag{１,－１,－１}表示绕x 轴旋转１８０°.根据Hamilton法则,R~ 可由四元数 s２,－s１,－s４,s３[ ]T 表

示,此时s１,s４{ }与s２,s３{ }位置进行了互换,在无法对R 进行分解时,可对R~ 进行分解,即将３D点绕x 轴旋转

１８０°后再进行求解.
根据文献[１９]可知:
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式中x＝fx~ ,y＝fy~ .此时,焦距与两个独立的变量融合在一起,由焦距引起的二重轴对称模糊可以消除.
设sω＝ １,b,c,０[ ]T,则:

R(sω)＝
１

１＋b２＋c２

１＋b２－c２ ２bc ２c
２bc １－b２＋c２ －２b
－２c ２b １－b２－c２
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　　将两个旋转分量R(sθ)与R(sω)代入,经过整

理可得:

F(b,c)x y １[ ] T＝０. (１８)

　　F(b,c)为n×３的矩阵,(１８)式展开可得:

G(b,c)x y[ ] T＝η(b,c), (１９)
式中G(b,c)为n×２的矩阵,η(b,c)为n 维列向
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量.则有(GG＋－I)η＝０,其中G＋＝(GTG)－１GT,
两边分别乘以det(GTG),可得:

det(GTG)(GG＋－I)η＝０. (２０)

　　由于实际解算过程中无法避免噪声的影响,根
据最小二乘残差原理可以构建目标函数

φ(b,c)＝ηT G(GTG)∗GT－det(GTG)I[ ]η,
(２１)

式中(GTG)∗为GTG 的伴随矩阵.

４　基于Gröbner基的求解

为得到(２１)式的全局最优值,将目标函数分别

对b、c求偏导,并使之等于零,得到方程组:

∂φ(b,c)
∂b ＝０

∂φ(b,c)
∂c ＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

. (２２)

　　此时,可得到自由度为７,单项式个数为３６的

二元多项式方程组.本文选用自动Gröbner基求解

该方程组.由于Gröbner基的构建需要非常专业的

数学知识,直到近几年,Gröbner基才在计算机视觉

中的多项式方程组求解中得到大量应用.Kukelova
等[２０]提出了一种自动Gröbner基生成算法,为促进其

广泛应用奠定了基础.该算法基本的求解步骤为:１)
在分次逆序字典下生成Gröbner基;２)构建消除模

板;３)建立作用矩阵;４)对作用矩阵进行SVD分解;

５)获得原始多项式方程组的解.
在求解过程中,选择完全随机的系数矩阵生成

方式,共产生３１个方程,消除模板矩阵的大小为

８１×１３９,作用矩阵的大小为３１×３１.得到b、c 的

解之后,根据(１８)式可以求得焦距与剩余的旋转参

数,最后根据(１１)式求得平移矩阵.

５　算法流程

根据上述分析,本文算法流程如下.

１)根据成像点的２D坐标,构建归一化成像点

单位向量.

２)根据针孔成像模型,构建PnPf问题描述方

程,并消除平移矩阵.

３)使用单位四元数法对旋转矩阵进行参数化,
并分解旋转矩阵.

４)利用最小二乘法构建目标函数,根据一阶最

优化条件构建旋转参数的多项式方程组.

５)使用自动Gröbner基求解(４)式的多项式方

程组,得到旋转参数、旋转矩阵、焦距和平移矩阵.

６)若求解结果出现退化,则将３D点绕x 轴旋

转１８０°,再重新进行上述步骤求解.

６　仿真实验及分析

为评估算法的实时性和位姿估计精度,分别通

过合成数据和实际数据进行实验验证,并与GPnPf
算法[１５]进行对比.

６．１　合成数据实验

假设某合成图像的尺寸为６４０pixel×４８０pixel,
等效焦距为８００pixel,像主点位于影像中心.n个３D
参考点的x,y,z坐标在[－２,２]×[－２,２]×[４,８]的
范围内随机生成,设定随机生成的参考偏移向量为

ttrue,参考旋转矩阵为Rtrue.根据针孔成像模型,生成

与３D点相对应的２D影像坐标.采用文献[７]中的

方法定义位姿估计误差,以度(°)为单位,定义Rtrue与

其估计值R~ 的绝对误差为erot＝max
３

k＝１
{acos[dot(rk

true,

r~k]}×１８０/π,其中,rk
true、r~k 分别为Rtrue、R

~ 的第k
列,dot()表示两个向量的叉乘,ttrue与其估计值t̂的

相对误差定义为etrans(％)＝ ttrue－t̂ /t̂ ×１００％,

ftrue与其估计值 f̂ 的相对误差定义为efocal(％)＝

ftrue－f̂ / f̂ ×１００％.

６．１．１　计算精度与稳定性

参与位姿估计的对应点数目从４到２０递增,并
添加均值为０、标准差为２的高斯噪声,进行２００次

独立实验,得到的估计结果如图２所示.
由图２可知,随着估计点数的增加,参数估计误

差变小,且估计值更加稳定.随着参与估计点数的

增加,旋转矩阵的估计误差均值从０．８３°下降到

０．２１°;平移误差均值从１．９２％下降到０．３２％;焦距

均值误差从２．５０％下降到０．４５％.由于本文算法按

照重投影误差最小化构建的代价函数,故投影误差

均值会随点数的增加而累积,同时,位姿估计值的稳

定性也随着参与估计点数的增加而变高.一般而

言,重投影误差小于３pixel,能够为捆集优化提供

良好的初值,满足三维重建的精度要求,并减少迭代

时间.与GPnPf算法相比,本文算法在估计精度、
数值稳定度方面有一定的提高.

选定估计点数为１０,添加０均值,标准差从０．５
到２．５逐渐增加的高斯噪声,进行２００次独立实验,
得到的估计结果如图３所示.
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图２　不同估计点数下的２００次独立实验结果.(a)旋转矩阵误差;(b)平移矩阵误差;(c)焦距误差;(d)重投影误差

Fig敭２　２００timesexperimentalresultswithrespecttovaryingnumberofpoints敭 a Rotationmatrixerror 

 b translationmatrixerror  c focalerror  d reprojectionerror

图３　不同噪声下的２００次独立实验结果.(a)旋转矩阵误差;(b)平移矩阵误差;(c)焦距误差;(d)重投影误差

Fig敭３　２００timesexperimentalresultswithrespecttovaryingnoiselevel敭 a Rotationmatrixerror 

 b translationmatrixerror  c focalerror  d reprojectionerror

　　随着噪声水平的不断增加,位姿估计误差逐渐

变大,且稳定性有所下降.但整体而言,当噪声标准

差低于２．５时,本文算法能够获得较高精度的位姿

估计值.与GPnPf算法相比,本文算法具有更好的

抗噪声性能.

６．１．２　计算时间

利用 Matlab软件实现各算法,计算机配置为

２．８GHz的IntelCorei７Ｇ４９００MQCPU.参与估计

点数目变化为１０~１０１０,每隔２００点计算一次执行

时间,结果如图４所示.可见,随着参与计算点数的

增加,计算时间基本呈线性增加.由于本文算法不

需要进行迭代,所以计算效率较高,能够满足大部分

相机位姿估计应用的需求.

６．２　真实数据

分别采用无人机拍摄的某建筑影像序列和

CastleP３０影像序列进行相机位姿估计和三维重建

实验.
无人 机 数 据 集 共 ５０ 张 影 像,影 像 尺 寸 为

４９１２pixel×３２６４pixel,焦距未知,该数据集的相机

位置排列比较规则,且影像经过畸变校正.首先,利
用SIFTGPU算法进行特征点提取,每张影像提取

的特征点数目设定为１００００,提取特征点后使用文

献[２１]中的方法进行特征点匹配,得到的结果如图

５所示,图中圆点表示特征点分布位置,直线为特征
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图４　计算时间随估计点数的变化

Fig．４　Computationtimewithrespecttovarying
numberofpoint

图５　SIFT特征点及匹配关系

Fig．５　SIFTpointsandmatchinglines
点匹配对应关系.

完成影像的特征匹配后,选择部分特征点与３D
控制点建立２DＧ３D对应关系,使用本文算法进行相

机位姿估计.然后,利用相机位姿估计结果重建三

维场景,恢复场景的３D稀疏结构.
为了更清晰地表现重投影误差分布结果,部分

重投影点与特征点在影像上的分布如图６所示,图
中＋表示特征点分布位置,×表示重投影点分布位

置.可见,重投影点与参与重建的特征点完全重合,
这意味着位置误差小于１pixel,进一步说明本文提

出的位姿估计方法具有较高的精度.

图６　SIFT特征点与重投影点

Fig．６　SIFTandreprojectionpoints

在不提供标定参数(焦距)的情况下,无法直接

使 用 Bundler算 法 进 行 三 维 重 建,主 要 是 因 为

Bundler算法使用８点法估计基础矩阵,在未知畸

变参数与焦距的情况下无法进行相机位姿估计.将

本文算法应用到Bundler算法中,得到的三维重建

结果如图７所示,图中蓝色锥体表示解算得到的相

机位置与姿态,彩色点云表示场景的稀疏三维结构.

图７　无人机影像集的三维重建结果

Fig．７　３Dreconstructionresultofunmannedaerial
vehicledataset

图８　CastleP３０影像集的三维重建结果

Fig．８　３DreconstructionresultofCastleP３０dataset

由三维重建结果可知,本文方法重建的场景结

构清晰,外点非常少,相机姿态合理.
由于无人机航拍数据没有相机的位置及姿态参

考值,无法直接得到相机位姿的估计误差,只能采用

重投影误差作为三维重建精度的评测标准.为了说

明 本 文 算 法 位 姿 估 计 的 精 度,采 用 数 据 集

CastleP３０[２２]进行位姿估计和三维重建,该数据集共

３０张影像,影像尺寸为３０７２pixel×２０４８pixel,数
据集提供了相机的位置和姿态参考值,可以统计位

姿估计误差.使用该数据集进行三维重建的结果如

图８所示,可以看出,三维重建结果中,建筑物立面

完整,结构清晰,相机数目与参与重建影像数目一
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致,相机位姿与场景点对应关系合理.
两组实验最终得到的标定矩阵如表１所示,无

人机 序 列 影 像 等 效 焦 距 估 计 值 为 ３８１１pixel;

CastleP３０ 序 列 影 像 的 等 效 焦 距 估 计 值 为

２７６４．３０pixel,其实际值为２７６１．８０pixel.两组实

验误差如表２所示,无人机序列影像平均重投影误

差为０．４３pixel,由于没有相机位姿参考值,无法直

接得出相机旋转矩阵和平移向量误差;CastleP３０的

平均重投影误差为０．２７pixel,平均旋转矩阵误差为

０．０８°,平均平移向量误差为０．１１％.可见,使用本文

算法进行三维重建,能够得到较高精度的相机位姿

估计结果.
表１　不同数据集标定矩阵估计结果

Table１　Estimationresultsofcalibrationmatrixwithdifferentdatasets

Dataset Number Estimatedcalibrationmatrix Referencecalibrationmatrix

Unmannedaerialvehicle ５０
３８１０．７３ ０ ２４５７．５０
０ ３８１１．１８ １６３２．００
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

N/A

CastleP３０ ３０
２７６１．９９ ０ １５２６．５０
０ ２７６６．５１ １００９．５０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

２７５９．４８ ０ １５２０．６９
０ ２７６４．１６ １００６．８１
０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

表２　不同数据集的估计误差

Table２　Estimationerrorofdifferentdatasets

Dataset Number
Averagereprojection

error/pixel
Averagerotation
error/(°)

Averagetranslation
error/％

Unmannedaerialvehicle ５０ ０．４３ N/A N/A

CastleP３０ ３０ ０．２７ ０．０８ ０．１１

　　合成数据及真实影像实验结果表明,将本文提

出的位姿估计方法应用到Bundler中,可以有效提

高未知焦距情况下三维重建的精度和稳健性.

７　结　　论

提出了一种高精度的非迭代位姿估计方法.该

方法能够在０均值、标准差为２的噪声下,得到精度

较高的位姿估计结果,并获得相机的焦距.该算法

估计结果的数值稳定性好,计算效率高.将其应用

于增量式SFM中可以大幅提高相机的位姿估计精

度,实现未标定序列影像的稀疏重建.本文算法目

前尚不具有非中心投影下的位姿估计能力,因此,需
进一步研究.
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