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摘要　将光斑矩推广应用到离焦型ShackＧHartmann波前传感器中,提出了一种高精度的波前重建方法.针对离

焦型ShackＧHartmann波前传感器,不仅提取了每一个微透镜光斑的质心偏移量,而且提取了每一个光斑的二阶

矩,用于计算波前的局部斜率和局部曲率.将传统ShackＧHartmann传感器利用波前局部斜率进行波前重构的算

法,推广到同时利用波前的局部斜率和局部曲率进行波前重构,并进行了数值模拟研究.数值模拟结果表明:所提

波前重建算法可以进行高精度的波前重建.将peaks函数作为输入波前,采用所提波前重建算法得到的波前残差

RMS为０．０３２７λ,小于常规算法的０．０９０３λ,表明所提算法可以显著地提高波前重建精度.
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Abstract　Thisarticlepresentsahybridalgorithmforimprovingtheaccuracyofwavefrontreconstructionofa
defocusedShackＧHartmannwavefrontsensorusingthemomentmethod敭ForadefocusedShackＧHartmannsensor 
notonlytheshiftofcentroidforeachmicrolensspotbutalsothesecondＧordermomentofeachspotareextractedfor
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１　引　　言

长久以来,相位测量一直是光学界的研究热点

之一.现有测量方法主要可分为干涉法[１]、倾斜或

曲率传感法[２]以及基于强度测量的迭代或优化算

法[３Ｇ５]三类.每种方法以及各种衍生与交叉技术在

不同领域都有着广泛应用.一般而言,干涉法测量

精度较高,但对光源相干性和信噪比要求高;倾斜或
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曲率传感器的测量速度较快,包括常用的ShackＧ
Hartmann传感器(SHWFS)[２,６]、曲率传感器[７]、光
场相机[８]、棱锥传感器[９]等;迭代或优化算法虽然精

度很高,但是迭代计算需要较长的时间,不能实时处

理数据,另外迭代算法也存在收敛不确定等问题.

SHWFS是 一 种 常 用 的 波 前 传 感 器 件,是

Shack等[１０]基于 Hartmann传感器改进而来的,一
般由微透镜阵列与探测元件组成,通过每一个光斑

质心的偏移来估算对应区域局部波前的斜率,再通

过局部有限差分法[１１]或正交基模式法[２,１１]重建整

体波前.SHWFS具有结构简单、稳定、速度快、暗
光测量能力强等特点,在天文等领域有广泛应用.

地基大口径天文望远镜自适应光学(AO)系统

常将SHWFS作为波前探测器,而SHWFS的透镜

阵列空间采样率要兼顾观测导星亮度和光斑信噪

比,才能获得更好的观测效果.Rousset等[１２]比较

了采用两种不同空间采样率的SHWFS的观测效

果,指出将８~１３等星的亮光源作为导星时,使用采

样率为１４×１４的微透镜阵列,可以得到较高的斯特

列尔比,将１４~１８等星的暗光源作为导星时,使用

７×７的微透镜阵列可以获得更好的观测效果.下

一代Keck望远镜AO概念设计中配备了４个微透

镜阵列在采样率８×８到６４×６４之间切换,在导星

越暗时使用更稀疏的采样[１３],但这种方法在更换微

透镜阵列时有严格的交换和对准公差,定制的微透

镜阵列制造成本高昂[１４].虽然采用采样率低的微

透镜阵列获得的光斑具有更好的信噪比,但是由于

采样率低,导致重构的波前精度较低,无法针对暗弱

导星目标进行高精度观测.
针对以上问题,本文提出了一种基于光斑一阶

矩和二阶矩的离焦型SHWFS波前重建法,用于提

高低采样率下的SHWFS波前重建精度.首先以单

个微透镜为例,阐述了单透镜离焦面上光强的一阶

原点矩和二阶中心矩与输入波前多项式一次系数和

二次系数的关系,然后在常规Zernike模式Ｇ一阶偏

导的波前重建算法的基础上,提出了Zernike模式Ｇ
多阶偏导波前重建算法.在此基础上利用傅里叶光

学理论和角谱传播进行了波前重建的数值模拟实

验,并给出了本文方案与常规方案的模拟重建结果

与对比.

２　理论模型

２．１　光斑矩与波前多项式系数之间的关系

令一均匀照明的复振幅通过光瞳后为

H(r)＝AP(r)exp[jϕ(r)], (１)
式中:r＝(x,y)为入瞳面归一化两维坐标;A为振

幅;ϕ(r)为波前畸变函数;P(r)为光瞳函数,其中,

P(r)＝
１,r≤rp,

０,r＞rp,{ , (２)

式中:rp为光瞳内外的判定坐标.光强函数为复振

幅与其共轭的乘积:

I(r)＝H(r)H ∗(r). (３)

　　为了简化后面的推导,约定此时的振幅A恰好

可使该光强能量归一化,即

∫I(r)dr＝１. (４)

　　该光强函数的原点矩分布Mpq(０)[１５]可定义为

Mpq(０)＝∫xpyqI(r)dr, (５)

式中:p和q分别为矩在两个方向上的阶数.当积分

区域为对称结构时,如光学孔径中常用的方形或圆

形,并且x或y的幂次为奇数时,该积分等于零,即

∫
C

xpyqI(r)dr＝０,p q＝２e＋１,e＝０,１,２,,

(６)
式中:C为方形或圆形的积分区域.由(４)~(６)式
容易得到:

M００(０)＝１
M１０(０)＝０
M０１(０)＝０
M１１(０)＝０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

. (７)

　　令复振幅 H(r)在焦距为f的正透镜前表面,
其后z距 离 处 的 光 强 为Iz(r０),其 原 点 矩 分 布

Mpq(z)和中心矩分布Spq(z)可分别定义为

Mpq(z)＝∫xp
０yq

０Iz(r０)dr０

Spq(z)＝∫[x０－M１０(z)]p[y０－M０１(z)]qIz(r０)dr０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,

(８)
式中:r０＝(x０,y０)为光瞳面后z距离处测量面内

的归一化２维坐标.本研究中光斑中心矩的定义参

考原点矩定义以及一般的统计理论给出.
另一方面,对波前函数做一般多项式展开:

ϕ(r)＝∑
gmax

g＝１
∑
g

h＝０
ϕg－h,hxg－hyh, (９)

式中:ϕg－h,h为多项式分解系数;gmax为最大分解阶

数;g－h和h分别为两个方向的阶数.
关于原点矩 Mpq(z)与波前系数ϕmn的关系可

参考文献[１５].下面给出其一阶原点矩和本研究使
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用的二阶中心矩与波前系数的关系.
对一阶原点矩[１５],即质心为

M１０(z)＝(１－α/α１)M１０(０)＋α∫ϕxIdr,(１０)

式中:α＝
λz
２π
;α１＝

λf
２π
;ϕx 为ϕ在x方向的一阶偏导

数.仅考虑波前畸变多项式展开的二次项和线性

项,则波前畸变函数可近似表示为

ϕ≈ϕ１０x＋ϕ０１y＋ϕ２０x２＋ϕ０２y２＋ϕ１１xy.
(１１)

　　波前常数项对成像无影响,已忽略.波前可近

似为其多项式前二次项之和,这意味着此波前须为

缓变波前.由(７)式和(１１)式可知,(１０)式变为

M１０(z)＝αϕ１０. (１２)

　　同理可得到ϕ０１的表达式.(１２)式与图１(a)所
示相同,质心与局部波前的倾斜呈正比,该结果是

SHWFS常规算法的基本依据.

图１ 单个微透镜在焦面和离焦面上测倾斜波面与

二次波面示意图.(a)焦面上测倾斜波面;
(b)焦面上测二次波面;(c)离焦面上测二次波前;
(d)离焦面上同时测倾斜波面与二次波面

Fig．１ Conceptualschematicsforasinglemicrolens
sensinginclinedwavefrontandcurvedwavefront敭

 a Inclinedwavefrontonthefocalplane 

 b curvedwavefrontonthefocalplane 

 c curvedwavefrontonadefocusedplane  d bothinclined
wavefrontandcurvedwavefrontonadefocusedplane

对二阶中心矩

S２０(z)＝M２０(０)[(１－α/α１＋２αϕ２０)２＋α２ϕ２１１]＋Δp,x,
(１３)

当满足条件 １－α/α１ ≫α时,意味着传播距离z比

f足够大或足够小,则ϕ２
１１项可忽略,仅保留线性项.

光瞳函数引起的衍射项Δp,x 可在校准阶段用平行

光照明测得.则(１３)式的近似解可表示为

S２０(z)
M２０(０)

é

ë
êê

ù

û
úú

１/２

≈１－α/α１＋２αϕ２０＋Δ′p,x,

　１－α/α１ ＞０,

－
S２０(z)
M２０(０)

é

ë
êê

ù

û
úú

１/２

≈１－α/α１＋２αϕ２０＋Δ′p,x,

　１－α/α１ ＜０,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

,

(１４)
同理可得到ϕ０２的表达式.(１４)式与图１(c)中的点

划线解相同,在无其他先验信息时,波前二次项系数

ϕ０２选择绝对值更小的解时得到正确解的概率更大.
当离焦距离增大时,(１３)式两个解的绝对值差异变

大,ϕ０２选择绝对值更小的解会得到更高的置信度.
当 二 次 项 系 数 的 分 布 范 围 和 离 焦 距 离 适 宜 时,
(１４)式可较好地工作,此时光斑大小与局部波前的

二次项系数线性相关.图１(b)表示在焦面时,波前

二次项系数有２个绝对值相等或非常接近的解(点
划线解与虚线解),在无其他先验信息时无法认定任

何一方正确.
对二阶混合中心矩:

S１１(z)＝(１－α/α１)αϕ１１[M２０(０)＋M０２(０)]＋　
２α２ϕ１１[ϕ２０M２０(０)＋ϕ０２M０２(０)], (１５)

当满足条件 １－α/α１ ≫α时,(１５)式右侧的前一项

远大于后一项,故可省略后一项,仅保留线性项,则
(１５)式变为

S１１(z)≈ (１－α/α１)αϕ１１[M２０(０)＋M０２(０)].
(１６)

　　(１４)式和(１６)式是本课题组所提算法较常规算

法改进的基本依据,它们将离焦面上光斑的二阶中

心矩与波前多项式二次项系数进行了一一对应.
由(１２)式、(１４)式和(１６)式可总结得到,单个微

透镜前表面波前的多项式前二阶系数与一定离焦面

z上光强的前二阶矩近似满足线性关系:

ϕ１０

ϕ０１

ϕ２０

ϕ０２

ϕ１１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

≈

a
a

b
b

c

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

M１０(z)

M０１(z)

S１/２２０(z)

S１/２０２(z)

S１１(z)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
０
d
d
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,(１７)

式中:a＝
１
α
;b＝

±１
２M１/２

２０(０)α
;c＝

１

１－
α
α１

æ

è
ç

ö

ø
÷α[M２０(０)＋M０２(０)]

;

d＝
１
２α１－

１＋Δ′p,x
２α

.图１(d)表示了(１７)式的主要概

念,质心和光斑大小分别对应局部波前一次项和

二次项.
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２．２　Zernike模式Ｇ多阶偏导波前重建法

２．１节中的推导结果,即(１７)式已表明局部波

前各阶偏导数平均值可由光斑的对应矩求得.如果

条件更换到微透镜阵列中,则利用光斑阵列的各光

斑的矩就可以求得整体波前在每个微透镜对应局部

波前的多项式系数,即一阶与二阶偏导数值平均值.
在常规SHWFS算法中,求得偏导数平均值之后重

建波前一般使用Zernike模式Ｇ一阶偏导波前重建

法[２].下面简要介绍该方法,并提出适用于高阶导

数的Zernike模式Ｇ多阶偏导波前重建法.
假设在序列为第(m,n)个的微透镜有任意缓变

局部波前ϕ(m,n),则其可按照(１１)式进行分解.
另外,其在x方向的一阶偏导函数在该微透镜范围

的平均值为

ϕ１０(m,n)＝ϕx(m,n)＝∫
C(m,n)

∂ϕm,n(r)
∂x dr,(１８)

式中:C(m,n)为积分区域,即第m行第n列微透镜

在探测面内的覆盖范围.则有类似的结果:

ϕ０１(m,n)＝ϕy(m,n)

２ϕ２０(m,n)＝ϕxx(m,n)

２ϕ０２(m,n)＝ϕyy(m,n)

ϕ１１(m,n)＝ϕxy(m,n)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

. (１９)

　　另 外,波 前 畸 变 在 坐 标 归 一 化 后 可 分 解 为

Zernike多项式的线性组合:

ϕ(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWN(m,n), (２０)

式中:cN 为波前对应的Zernike多项式系数;WN 为

第N项Zernike多项式.将(２０)式两边取x或y方

向的偏导数,并将各微透镜范围内的平均值作为微

透镜(m,n)离散点的偏导数,则有:

ϕ１０(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWx,N(m,n)

ϕ０１(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWy,N(m,n)

ϕ２０(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWxx,N(m,n)

ϕ０２(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWyy,N(m,n)

ϕ１１(m,n)＝∑
Nmax

N＝１
cNWxy,N(m,n)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

, (２１)

(２１)式可记为

Φ＝Wc, (２２)

式中:W 为Zernike多项式偏导矩阵;Φ为波前偏导

值;c为Zernike系数向量.对于该矛盾方程组可使

用唯一的极小范数最小二乘解,即求W 的伪逆矩阵

(即摩尔Ｇ彭罗斯逆矩阵),再乘以 Φ,将结果作为

Zernike系数向量c的最佳逼近解,进而得到重建波

前.该方法与常规的Zernike模式Ｇ偏导波前重建法

的区别在于其同时使用了一阶和二阶导数项,对局

部波前的前二阶项进行求解,必然比常规算法中仅

求解前一阶项带来更多的高频信息,从而能求得更

多项Zernike系数,进而提高重建波前的空间精度.

３　数值实验

３．１　数值实验设置

根 据 第 ２ 节 的 描 述,下 面 模 拟 一 个 离 焦

SHWFS(见图２)来验证本课题组所提波前重建算

法.模拟系统使用的参数如下:微透镜阵列数为

１０×１０,照明光源的波长为０．６４μm,单个微透镜直

径为０．９mm,单个微透镜焦距为３９．２４mm,CCD
成像面位于１．３倍焦距距离处,采样总数为６４０×
６４０.为减小边缘误差,重建区域一般要小于主光

瞳,模拟中波前重建区域设置为微透镜阵列的内切

圆,圆主光瞳半径为内切圆半径的 １０/３倍.模拟

光学系统使用角谱衍射理论在傅里叶频谱域进行.
矩的计算均使用定义式的离散形式.Zernike导数

系数矩阵由高分辨率离散Zernike多项式差分后在

各微透镜区域取平均得到.

图２ 离焦SHWFS测波前原理示意图

Fig．２ Conceptualschematicforsensingwavefrontof
defocusedShackＧHartmannwavefrontsensor

为避免混频,常规算法使用Zernike模式Ｇ一阶

偏导波前重建算法时,一般将微透镜阵列单侧透镜

数减去１作为重建Zernike多项式的最高阶数[２],
模拟使用１０×１０的微透镜阵列重建Zernike多项

式前５５项,即前９阶Zernike多项式.由前述可知

本课题组所提算法可重建更高阶Zernike模式,这
里Zernike模式Ｇ多阶偏导波前重建算法可重建前

１３５项Zernike多项式.
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３．２　peaks函数波前重建

下面使用 MATLAB中的peaks函数作为随机

入射波前进行重建,其定义如下

ϕ(x,y)＝３(１－x)２exp[－x２－(y＋１)２]－
１０(x/５－x３－y５)exp(－x２－y２)－
exp[－(x＋１)２－y２]/３. (２３)

选择定义域[－３,３].该入射波前在重建区域内的

均方根(RMS)为０．３４λ(λ为波长),峰谷值为２．３３λ.

peaks函数波前重建的结果如图３和图４所

示.由图３可以看出,本课题组所提算法比常规方

法能重建的Zernike项更多,并且统计上更加接近

真值.本课题组提出的算法使用光斑矩近似求解局

部波前的二次曲面,包含了常规算法中的局部倾斜,
另外提供局部曲率.相较于常规算法,该方法在波

前重建中使用了更多全局波前的高频信息,因此能

够计算更高阶的Zernike系数.在图４中,本课题组

所提算法的重建波前与真值残差的RMS为０．０３２７λ,
小于常规算法的０．０９０３λ.图３和图４的结果表明,

图３ 波前重建Zernike系数对比.(a)输入波前的分解系数与

两种算法重建系数;(b)两种算法重建系数与真值的残差

Fig．３ ComparisonofcoefficientsofZernikepolynimial
coefficientsofwavefrontreconstruction敭

 a Coefficientsdecomposedbytheinputwavefrontand
reconstructedbytheconventionalandtheproposedmethods 

 b residualsbetweentrueandreconstructedcoefficients
bytheconventionalandproposedmethods

图４ 本课题组所提算法与常规算法的波前重建对比.(a)原始输入波前;(b)常规算法重建波前;
(c)常规算法重建波前与原始输入波前的差;(d)本课题组所提算法重建波前;(e)所提算法重建波前与原始输入波前的差

Fig．４ Comparisonofreconstructedwavefrontsbytheconventionalandproposedmethods敭

 a Originalinputwavefront  b wavefrontreconstructedbyconventionalmethod 

 c residualbetweenwavefrontreconstructedbyconventionalmethodandoriginalinputwavefront 

 d wavefrontreconstructedbytheproposedmethod  e residualbetweenwavefrontreconstructedbythe

proposedmethodandoriginalinputwavefront

针对peaks函数的波前重建,本课题组所提算法重

建波前的空间精度好于常规算法.

３．３　各单阶Zernike多项式波前重建

下面分别将单项归一化Zernike多项式作为模拟

输入波前进行波前重建,Zernike多项式归一化圆选

用主圆光瞳,其他模拟参数仍使用３．１节中的设置.
将不同Zernike项在两种算法得到的重建波前与真值

的残差RMS统计于图５中.从图５中可以看出:在

Zernike多项式的阶数不超过５５项时,本课题组所提

算法与常规算法比较接近;超过５５项后,常规算法无

法有效重建,而本课题组所提算法对前１３５项均可

有效重建.图５表明了本课题组所提算法在对单个

低阶Zernike多项式重建时的精度与常规算法相

近,并能重建常规算法无法重建的Zernike高阶项.
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图５ 单个Zernike多项式的波前重建对比

Fig．５ Comparisonofreconstructedwavefronts
withinindividualZernikepolynomial

３．４　不同幅值的像差波前重建

将不同幅值的３个像差(Zernike多项式第１５、
第２８、第４５项)作为模拟波前进行波前重建,结果

如表１所示.从表１中可以看出,当低阶单个像差

在幅值较小或较大时,本课题组所提算法与常规算

法的性能差异不大,均有较好的重建结果.常规算

法对较大幅值的中高阶像差均有不错的表现,而本

课题组所提算法在幅值较小时仍能工作,但在幅值

超过一定限度时则无法重建.表１的结果表明,要
达到特定精度,本课题组所提方法比常规算法对中

高阶像差的幅值限制更为苛刻,并且阶数越高,能探

测幅值的范围越小.
使用SHWFS时,通常要求光斑不能超过其子

孔径的相应区域,而本课题组所提算法以离焦面作

为探测面,一般光斑比在焦面时更大,导致光斑可活

动区域更小,因此对像差大小有更严格的限制.另

外,高阶项衍射斑一般比低阶项大,对高阶项的幅值

限制比低阶项更严格.

表１ 不同幅值的３种波前重建结果

Table１ Reconstructedwavefrontswithdifferentcoefficientsofthreeaberrations

Scalingfactorwithdifferent
Zerniketerms

Inputwavefront
Reconstructedwavefrontwith
convensionalmethod

Reconstructedwavefront
withtheproposedmethod

１５thZerniketerm

０．２３７ ０．１０９λ ０．０１０λ ０．０１８λ

０．５２８ ０．２４１λ ０．００９λ ０．０１６λ

１．１７６ ０．５３７λ ０．０１２λ ０．０１４λ

２．６１７ １．１９６λ ０．０１９λ ０．０２６λ

５．８２５ ２．６６２λ ０．０６１λ ０．０９８λ

２８thZerniketerm

０．２３７ ０．０９８λ ０．００２λ ０．００３λ

０．５２８ ０．２１７λ ０．００３λ ０．００５λ

１．１７６ ０．４８３λ ０．００７λ ０．０１１λ

２．６１７ １．０７５λ ０．０１６λ ０．０３８λ

５．８２５ ２．３９３λ ０．４０２λ １．０２５λ

４５thZerniketerm

０．２３７ ０．０８８λ ０．００９λ ０．０１３λ

０．５２８ ０．１３１λ ０．００７λ ０．０１０λ

１．１７６ ０．１９６λ ０．０１０λ ０．０１０λ

２．６１７ ０．４３５λ ０．０１３λ ０．０２５λ

５．８２５ ０．９６９λ ０．０３５λ ０．１５８λ

４　结　　论

SHWFS被广泛使用于波前探测领域,在给定

的微透镜阵列参数下,无法改变其波前探测精度.
本课题组所提使用离焦SHWFS光斑的一阶矩与

二阶矩来近似估计微透镜区域局部波前的一次项与

二次项,得到了整体波前更多的高频信息,能够重建

更多的Zernike高阶项,从而提高复杂波前的重建

精度.
数值实验结果表明,利用本课题组所提算法对

peaks函数进行波前重建的Zernike阶数高于常规

限制,重建波前残差RMS仅为常规算法的３６．２％,
显著提高了SHWFS波前重建的精度,验证了该算

法的可行性,表明该算法非常适用于幅值限制的复

杂波前的重建.
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