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摘要　利用奇异值分解方法,分析了激光粒度仪的光能系数矩阵特性,定义了可以反映粒度分布随光能分布变

化的灵敏度参数,给出了特定参数条件下的测量上限.推导得到了仪器的测量上限与物理参数之间的解析表达

式,发现在入射光波长不变的情况下,仪器对散射光的最小接收角决定了该仪器的测量上限.实验结果验证了

该表达式的正确性.
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１　引　　言

激光粒度仪是一种通过测量颗粒散射光的空间

(角度)分布来分析颗粒的大小及其分布的仪器,已
被广泛应用于各种粉体、液体喷雾、浆料、乳液等的

粒度测量[１].激光粒度仪的基础理论和应用技术还

在不断发展,其中关于反演算法[２Ｇ３]和测量范围的扩

展[４Ｇ５]等应用技术的研究较多.王天恩等[２]提出了

一种基于向量相似度的迭代算法,用于解决多峰分

布的反演问题.为了延伸测量下限,激光粒度仪制

造厂商相继采用了逆傅里叶变换光学系统[６]、双镜

头技术、双激光源技术[５]、偏振光散射强度差技术[７]

以及全方位多角度技术等.其中,潘林超等[４]提出

了一种结构简单的环形样品池方法,对亚微米颗粒

具有测量下限低、测量精度和可靠性高等特点;他们

还研究了颗粒散射光分布的反常移动、艾里斑尺寸

的反常移动及其对粒度分析的影响[８Ｇ１０],这些反常

现象的研究完善了激光粒度仪的理论基础.仪器能
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够测量的最大颗粒的粒径称为测量上限,是粒度仪

的重要技术指标之一.Swithenbank等[１１]提出的

无因次准则给出了光电探测单元的角度位置与最佳

代表粒径取值之间的对应关系,同时暗含了测量上

限的数值(即最小角探测器对应的代表粒径),但与

当前各种商品化仪器标称的测量上限不符.对于

一台物理结构确定的激光粒度仪,关于其测量上

限及其计算方法的研究鲜有报道.本文对此展开

了理论分析和实验验证,最终给出了测量上限的解

析表达式.

２　光能矩阵及其奇异值分解

粒度分布通过求解方程组E＝TW 得到,其中

E＝[e１,􀆺,em]T为光能分布向量,m 为其维度,

ei(i＝１,􀆺,m)为其分量,T表示转置;W＝[w１,􀆺,

wn]T为粒度分布向量,n为其维度,wi(i＝１,􀆺,n)
为其分量;T为m×n 阶的散射光能系数矩阵(以下

简称“光能矩阵”),T中矩阵元ti,j表示单位质量的

直径为Dj的颗粒所产生的散射光落在多单元光电

探测器第i单元上的光能量.当πD/λ≫１(其中λ为

照明光在空气中的波长,D为颗粒直径)时,可用夫

琅禾费衍射理论近似计算散射光场[１２],考虑到利用

夫琅禾费衍射理论计算光强分布的高效性,基于夫

琅禾费衍射理论进行光能矩阵计算.为简洁起见,
将所涉及的粒径范围都设置在远大于照明光波长的

范围内,矩阵元ti,j
[１３]可表示为

ti,j ＝ϕi

Dj
[J２０(Xi,j,in)＋J２１(Xi,j,in)－

J２０(Xi,j,out)－J２１(Xi,j,out)], (１)
式中Xi,j,in＝πDjθi,in/λ,Xi,j,out＝πDjθi,out/λ,θi,in和

θi,out分别为环形光电探测器阵列第i环内径和外径

对应的散射角,ϕi为第i环的扇形张角,J０(X)、J１(X)
分别为零阶和一阶贝塞尔函数.

由于光能矩阵的病态[１４]和W的非负性,在获得

散射光能分布E后,不能直接采用解线性方程组的

方法求解粒度分布W.为此,研究者们提出了多

种求解粒度分布的反演算法[２,３,１５],每种算法各有

优缺点,因此在理论研究中,引用任何一种具体的

算法都不具有说服力.这里引入矩阵理论[１４]中的

奇异值分解方法分析光能矩阵的特性,以估算测

量上限.
光能矩阵T的奇异值分解可以表示为

T＝USVT＝USV－１, (２)

式中U和V为酉矩阵,S＝
Σ O
O O
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为斜对角矩阵,

Σ＝diag(σ１,σ２,􀆺,σr),σi(i＝１,２,􀆺,r)为矩阵全

部非零的奇异值,且σi从大到小排列.对(２)式两

边右乘V,有
TV＝US. (３)

　　将S、V、U表示成列向量的组合形式,即S＝
[s１,s２,􀆺,sn],V＝[v１,v２,􀆺,vn],U＝[u１,u２,􀆺,

um].(３)式两边的第i列可以表示为

Tvi＝Usi. (４)

　　每一个si中只含有唯一的一个奇异值σi,其余

元素为零,故(４)式可表示为

Tvi＝uiσi. (５)

　　将vi 表示为两个向量相减的形式,即vi＝
vi,p－vi,n,其中vi,p为vi中所有正元素组成的向量,

vi,n为vi 中 所有负元素取绝对值所组成的向量.
(５)式变为

T(vi,p－vi,n)＝uiσi. (６)
对(６)式两边取２Ｇ范数得到

Tvi,p－Tvi,n ２＝σi. (７)

　　若把vi,p和vi,n看作一对粒度分布(分别称为

“正分布”和“补分布”),则Tvi,p和Tvi,n表示对应的

光能分布.(７)式表明,粒度分布vi,p和vi,n对应的

光能分布的均方根误差等于σi.当σi很小,甚至接

近零(σi≈０)时,两个粒度分布对应的光能分布非常

接近甚至完全相同,此时通过测量散射光能分布来

区分这两个粒度分布是非常困难的.奇异值非常大

则表示这两个粒度分布所对应的光能分布的差异非

常大,此时仪器能够区分这两个粒度分布,故主要研

究较小奇异值对应的两个粒度分布的特性.

３　激光粒度仪的测量上限

３．１　激光粒度仪的参数

为了得到具体的光能矩阵,首先设定一组具体

且理想化的仪器物理参数.设仪器能够测量的角度

(弧度制)范围为３．４９×１０－４~８．２８６×１０－２rad
(０．０２°~５．７°),按照指数增长的规律将其分为３０个

探测单元,且各单元之间无缝衔接.各单元外径对

应的散射角θi,out与内径对应的散射θi,in之比为常数

A＝１．２,即

θi,in＝３．４９０７×１０－４×１．２i－１

θi,out＝３．４９０７×１０－４×１．２i{ . (８)

　　探测器各单元的接收面积正比于散射角,使不

同粒径颗粒的光能分布的主峰峰值大致相等,保证
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相同体积的不同粒径颗粒在参与反演计算过程中的

“权重”大致相当[１].为此,各单元的扇形角度按等

比规律递减,比例系数为１/A.设第一单元ϕ１＝π,
则各环探测单元的扇形角度满足ϕi＝π/１．２i－１,其
中i＝１,２,３,􀆺,３０.计算光能矩阵时还需确定代

表的粒径数值.为叙述方便,把研究过程中选取的

最小和最大代表粒径分别称为下边界和上边界粒

径,并分别用Ddown和Dup表示,而把仪器实际能够

测量的最大粒径称为测量上限,用 Dmax表示.选

Ddown＝４０μm(可确保夫琅禾费理论有足够的精

度),相邻代表粒径之比为１．２,共选取 N 个代表粒

径,第i个代表粒径的大小为Di＝４０×１．２i－１μm,
上边界粒径为Dup＝４０×１．２N－１μm.设颗粒悬浮

于空气中,入射光波长λ＝６５０nm.确定N 的数值

后,将上述参数代入(１)式计算,可得光能矩阵.

３．２　测量上限的估算

对一给定的Ddown,随着Dup的不断增大,光能

矩阵的最小奇异值对应的两个粒度分布有两种特

征,下面分别加以说明.
情形一,选取N＝２１,可得Dup＝１５３３．５μm,计

算得到的光能矩阵记为T１.其最小奇异值σ２１＝
１４．６５９４,将与之对应的酉矩阵V 的第２１列分解成

两个粒度分布向量v２１,p和v２１,n,它们对应的光能分

布为 T１v２１,p和 T１v２１,n,其归一化方差为０．００２１.
图１(a)所示为两个粒度分布的直方图,横坐标表示

代表粒径的序号i,纵坐标表示代表粒径上的颗粒

体积含量,可以看出,正分布和补分布相间存在.对

正分布和补分布进行平滑处理,从粒度检测的角度

看,它们对应着几乎相同的粒度分布,此时散射光能

分布的差异很小,这是合理的.
情形二,取N＝２４,可得Dup＝２６４９．９μm,计算

得到的光能矩阵为T２.其最小奇异值σ２４＝２．０３６１×
１０－３,将与之对应的酉矩阵V的第２４列分解成两

个粒度分布向量v２４,p和v２４,n,图１(b)所示为两个

粒度分布的直方图,可以看出,这两种粒度分布都

是连续的且差异极大,但是它们对应的光能分布

的归一化方差仅为１．０１９６×１０－５,表明这两个差

异极大的粒度分布对应着几乎完全相同的光能分

布,即通过测量光能分布是无法区分这两个粒度

分布的.
从这两种情形可以看出,同样在光能矩阵的奇

异值很小的条件下,与之对应的正分布和补分布呈

现情形一和情形二两种截然不同的结果.前者意味

着粒度分布差异小,对应光能分布的差异也小;后者

图１ 正分布和补分布的两种特性.(a)N＝２１;(b)N＝２４
Fig．１ Twokindsofcharacteristicsofpositiveandnegative

distributions敭 a N＝２１  b N＝２４

意味着两个完全不同的粒度分布对应同一个光能分

布.后者是由测量的上边界选取过大引起的,可
以认为此时粒径上边界的取值超过了仪器的测量

上限.
为了求得测量上限的数值,定义一个可以反映

粒度分布随光能变化的敏感程度的参数,称为灵敏

度参数S,表示为

S＝max
１≤i≤N

δ１０,i＋δ５０,i＋δ９０,i
σi

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (９)

式中δ１０,i＝
d１０,i,p－d１０,i,n

(d１０,i,p＋d１０,i,n)/２
为第i个奇异值σi对

应的两个粒度分布vi,p和vi,n的d１０值之间的相对误

差,其中d１０,i,p、d１０,i,n分别为vi,p和vi,n的d１０值,而
d１０的物理意义为粒径小于该值的颗粒的体积之和

占总体积的１０％,可通过对粒度分布插值得到.

δ５０,i和δ９０,i 的定义与δ１０,i 的定义类似,即δ５０,i＝
d５０,i,p－d５０,i,n

(d５０,i,p＋d５０,i,n)/２
,δ９０,i＝

d９０,i,p－d９０,i,n

(d９０,i,p＋d９０,i,n)/２
,其中

d５０,i,p、d５０,i,n(d９０,i,p、d９０,i,n)分别为vi,p、vi,n的d５０(d９０)
值,而d５０(d９０)的物理意义为粒径小于该值的颗粒

的体积之和占总体积的５０％(９０％).(９)式右边

的分子表示两个粒度分布的差异,分母表示对应

的光能分布的差异.S 值越大,粒度分布对光能的

变化越敏感.当S 非常大时,粒度的测量结果非常

０４２９００１Ｇ３
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不稳定.
取下边界Ddown＝４０μm,上边界粒径序号N从

１８逐个增加到２４,对应的Dup从８８７．４μm增加到

２６４９．９μm,由(９)式计算每个上边界粒径对应的S
数值,如图２所示.可以看出,随着Dup的增大,S值

先较小且基本保持不变,对应情形一.当Dup越过

临界点后,S 值急剧增大,对应情形二.把这个Dup

的临界点定义为测量上限Dmax,其数值为S０对应的

Dup值,如图２中虚线所示,其中S０＝１．５S
－,S－ 为突

变前S 值的平均值.在图２中,S－＝０．０２４９８,S０＝

１．５S－＝０．０３７４７,S０对应的横坐标为１６３４μm,即

Dmax＝１６３４μm.

图２ S 随Dup的变化曲线

Fig．２ VariationcurveofSwithDup

３．３　测量上限的物理解释及通用表达式

为了从物理上解释测量上限存在的原因,图３
给出了部分代表粒径颗粒的光能分布,横坐标为探

测器序号i′,纵坐标为相对光能值.可以看出,随着

粒径的增大,光能分布的第一个峰(以下简称“主
峰”)向横坐标的左侧移动.当D＝D１７＝７３９．５４μm
时,主峰顶端位于探测器第一单元;当颗粒直径继续

增大,光能分布的主峰顶端向左移出了第一单元,此
时能够被测量到的主峰信息越来越少,如图３中的

D２０、Dmax、D２３的光能分布.当D＝Dmax时,光能主

峰只有很小一部分处在探测器的第一单元;当粒

径再增大,如D＝D２３,主峰将完全移出探测器,此
时只能测到该类颗粒(多个)次峰的信息.而某一

大颗粒的次峰光能分布与多个较小颗粒的主峰光

能分布的线性组合可能非常相似甚至相同.当只

得到大颗粒次峰的光能分布,并将其用于反演计

算粒度分布时,可能会得到正确的大颗粒的结论,
也可能得出小颗粒组合的错误结论.这种情况在

光能矩阵中表现为:某些列之间出现近似的线性相

关,甚至线性相关.从矩阵理论来看,此时光能矩阵

的病态程度非常严重,线性方程的解(即粒度分布)
对扰动(测量误差)非常敏感,以致仪器的测量结果

非常不稳定.故如果颗粒直径太大,探测器能测到

的光能分布不包含主峰的光能(如图３中的D２３所

示)时,通过测量散射光能分布确定这类颗粒的大小

是不可能的.这就是激光粒度仪存在粒径测量上限

的原因.

图３ 部分代表粒径的光能分布

Fig．３ Lightenergydistributionsfromsome
representativeparticlesizes

下面将测量上限的结论推广到一般情况.(１)式
表明,探测器上的光能分布是宗量X的函数.仪器

能否获得足够多的光能分布主峰的信息,由仪器参

数所对应的X的取值范围决定.在小角度条件下,

X的表达式为

X ＝
πDsinθ

λ ≈
πDθ
λ
, (１０)

(１０)式表明,当仪器能够测量的最小散射角θmin确

定时,D的数值越小,X 的下限值也越小,仪器能获

得的光能分布的主峰信息就越多;反之 D 越大,X
的下限值也越大,主峰信息越少.当D取其最大值

Dmax时,X的下限也达到最大,即达到仪器能够测量

的粒径上限.记此时的X值为X０,即

X０＝
πDmaxθmin

λ
. (１１)

　　在３．１和３．２两节中已求出,当λ＝６５０nm,θ＝
３．４９×１０－４~８．２８６×１０－２时,Dmax＝１６３４μm.以

第一单元的平均散射角θ１作为θmin,即θ１＝θmin＝

θ１,inθ１,out＝３．８２３８×１０－４.将λ、Dmax和θ１的数值

代入(１１)式,可求得X０＝３．０２.将 X０代入(１１)式
并改写为

Dmax＝
３．０２λ
πθmin

. (１２)

　　在小角度条件下,可用探测器第一单元的几何

平均半径r１与仪器等效焦距f的比值来表示仪器能
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接收的最小散射角θmin,即

θmin≈
r１
f ＝

r１,inr１,out
f

, (１３)

式中r－＝ r１,inr１,out为第一单元的几何平均半径,

r１,in和r１,out分别为探测器第一单元的内半径和外半

径.将(１３)式代入(１２)式,得到测量上限的解析表

达式为
Dmax＝

３．０２λf
πr１

. (１４)

　　需要说明的是,以上讨论虽然假设了颗粒悬浮

在空气中,但是在散射角足够小的情况下,不论颗粒

悬浮于什么介质,以上结论都是适用的.

４　实验及结果分析

下面通过一组实验验证上述结论的正确性.实

验所用仪器的参数如下:系统焦距f＝３５０mm;入
射光在空气中的波长λ＝６５０nm;探测器第一单元

的几何平均半径r１＝１９９．９μm,相邻探测器的中心

角度之比约为１．２.代入(１４)式计算得到测量上限

Dmax＝１０９３．９μm.
实验样品为折射率为１．５５的玻璃珠,颗粒透明

无吸收.通过筛分法对玻璃珠进行分级,用直径为

７００~８００μm的玻璃珠作为样品.玻璃珠大致为球

形颗粒,从中随机选取４５５颗(约为一次测试用量),
每颗用游标卡尺测量３次,３次测量尽量包含玻璃

珠的最大和最小直径,取３次测量结果的平均值作

为最终直径.游标卡尺测量的粒度分布曲线如图４
所示,其中纵坐标为体积分数,该粒度分布的d１０＝
７１７．２μm,d５０＝７５９．５μm,d９０＝８０４．４μm.

图４ 游标卡尺测量的粒度分布曲线

Fig．４ Measuredparticlesizedistribution
curvebyverniercalipers

利用激光粒度仪测量上述样品并获得其散射

光能分布数据,代表粒径的下边界选为４０μm,选
取不同的上边界计算光能矩阵,并分别对测量数

据进行反演计算,获得粒度分布结果.实验过程

中使 用 的 反 演 算 法 为 经 典 的 Chahine算 法[１５].
图５所 示 为 上 边 界 Dup分 别 为１０９３．９,１３０７．３,

１４６４．２,１８３６．６μm时的反演粒度分布,其中纵坐标

为体积分数.

图５ 不同上边界条件下的测量结果

Fig．５ Measurementresultsfromdifferentupperboundaries
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　　当 Dup＝Dmax＝１０９３．９μm 时,反演结果如

图５(a)所 示,测 量 粒 度 分 布 的 d１０＝６５８．６μm,

d５０＝７３７．１μm,d９０＝８１９．２μm,与游标卡尺测量的

粒度分布相比,d１０偏小８．１７％,d５０偏小２．９４％,d９０

偏大１．８４％.仪器测量的粒度分布相对于游标卡尺

的测量结果有一定展宽,属于正常现象[１６],且d５０的

误差小于３％,测量结果可以接受.当 Dup＞Dmax

时,测量结果如图５(b)~(d)所示,在大于Dmax的区

域出现了实际上不存在的颗粒.特别是在图５(d)
所示的情况中,在大于 Dmax区域出现了完整的假

峰,即将一个单峰分布测量为一个双峰分布,与

３．２节的情形二[如图１(b)所示]相似.此时样品的

粒度分布刚好位于正分布所在的粒度区间[图１(b)
中的v２４,p),大于Dmax区域出现的假峰与补分布的

位置也相吻合[图１(b)中的v２４,n].结合光能矩阵

的奇异值分解,可以解释出现假峰的原因是:正分布

和补分布(或者说真实的颗粒分布与假的粒度分布)
对应的光能分布的差异被测量误差淹没,无法通过

测量光能分布将它们区分开,故在反演过程中,正分

布和补分布总是同时出现,图５(d)所示虚假的峰其

实是由真实峰的一部分“光能分布”替换而来的.

　　实验结果表明,当样品的实际粒径分布范围小

于但接近(１４)式所给出的测量上限Dmax,而数据反

演时选取的代表粒径上边界Dup大于Dmax时,在大

于Dmax的粒径区间会出现虚假的颗粒分布.而当

样品的实际粒度分布范围大于Dmax,数据反演时的

代表粒径上限也大于 Dmax时,反演结果中在小于

Dmax的区域出现了虚假的颗粒分布.可见实验结果

与理论分析的结论是一致的.

５　结　　论

利用矩阵论中的奇异值分解方法,对激光粒度

仪的光能矩阵进行了分解.将奇异值看作一对粒度

分布(正分布和补分布)所产生的散射光能分布的均

方根误差,并定义了灵敏度参数S,用以表达粒度分

布对光能分布变化的敏感程度.结果表明,当反演

计算选取的上边界数值超过某个临界值时,S 会随

着上边界的增大而急剧增大,这个临界值定义为仪

器的测量上限.分析了测量上限存在的物理机理,
并推导了测量上限与仪器物理参数之间的解析表达

式.最后通过实验验证了该表达式的正确性.
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