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基于光纤光栅传感器和卡尔曼滤波器的载荷识别算法
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摘要　载荷识别在结构健康监测中的地位十分重要,为了在结构健康监测的同时利用最优化算法对系统进行有效

控制,提出了一种基于光纤光栅(FBG)传感器和卡尔曼滤波器的载荷识别算法.该算法建立在卡尔曼滤波器的基

础上,以FBG传感器测得的应变值作为观测信号,通过卡尔曼滤波器产生的增益矩阵、新息序列和协方差矩阵,利
用最小二乘算法实时估计载荷的大小.此算法只需采集前一时刻的估计值和当前时刻的观测值即可估计出当前

时刻的载荷,无需存储和读取大量数据.同时,基于卡尔曼滤波器在进行结构健康监测的同时能够应用最优化算

法对系统进行控制.为了对识别算法进行验证,采用梁系统作为仿真和试验对象,通过FBG传感器测得的应变值

识别载荷.结果表明,所提动态载荷识别算法能够很好地抑制噪声,具有良好的稳定性和实时性.
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１　引　　言

在结构设计和健康监测中,载荷识别可以确保

结构的设计安全,实时监测结构的健康状态,为设备

提供可靠保障,因此载荷识别具有重要的工程意义.

动态载荷识别的方法分为直接测量法和间接识别法

两种.前者通过传感器直接测量载荷本身或与载荷

相关的参数,但在大多数实际工程应用中,动态载荷

无法通过直接测量获得,如火箭飞行状态中所受的

推力、爆炸冲击的载荷、飞机飞行状态中机翼所受的
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气动载荷等.此时必须采用间接方法对动态载荷进

行识别,即载荷识别技术.
在载荷识别领域中,国内外进行了很多具有成

效的研究[１Ｇ９].载荷识别技术主要分为时域法和频

域法,时域法具有实时性,适用处理非线性系统,是
目前研究的重点.在时域法的研究中,Ma等[１０Ｇ１１]

首先提出基于卡尔曼滤波和最小二乘法的载荷识别

算法,此算法只需根据前一时刻的估计值和当前时

刻的观测值即可估计出当前时刻的载荷,无需存储

和读取大量的数据.此算法基于卡尔曼滤波器,可
在结构健康监测的同时应用最优化算法对系统进行

控制,具有很高的工程应用价值.在 Ma工作的基

础上,Lin[１２Ｇ１３]针对非线性系统提出了用扩展卡尔曼

滤波器和最小二乘法识别载荷的思路,并研究了自

适应衰减因子对系统识别性能的影响.Ma的算法

以位移和转角作为观测值来识别载荷的大小和位

置,转角测量在工程应用中比较困难,且要求同时安

装较多数目的传感器,增加了测量难度.针对上述

不足,本文提出了基于光纤光栅(FBG)传感器的载

荷识别算法,此算法以FBG传感器测得的应变值作

为观测信号,通过卡尔曼滤波器产生的增益矩阵、新
息序列和协方差矩阵,利用最小二乘算法实时估计

载荷大小.FBG传感器具有分布式安装优势,很好

地解决了传感器安装的困难.
本文以梁作为对象,首先建立系统的振动状态

方程,之后将连续状态方程进行离散化,进而利用卡

尔曼滤波器对离散化系统进行滤波,之后基于最小

二乘法对滤波结果进行处理,进而得到载荷.为了

验证算法的有效性,通过不同噪声影响下的观测值,
分别识别了正弦载荷、方波载荷和锯齿波载荷.在

实验阶段,以FBG传感器测得的应变值作为观测

值,识别了正弦载荷.

２　载荷识别原理

２．１　FBG传感原理

FBG传感器的工作原理如图１所示:当宽带光

波在FBG中传输时,它能够对波长满足FBG反射

条件的特定入射光产生反射,而其他波长的光波都

会被传播.这种反射是一种窄带反射,其反射谱将

在光纤光栅中心波长处出现峰值,这个波长称为布

拉格波长.反射光的中心波长受温度和应变的影

响,当其感受到外界温度、应变变化时,其中心波长

将发生改变.假定试验室环境温度为恒定值,忽略

温度变量.此时FBG只受到轴向应变因素的影响.

图１ FBG传感器的工作原理图

Fig．１ SchematicofprincipleofFBGsensor

中心波长受应变和温度的影响[１４]:

ΔλB＝λB[(１－Pe)ε＋(a＋ξ)ΔT], (１)

其中

Pe＝
n２
eff

２
[P１２－υ(P１１＋P１２)], (２)

式中λB为中心波长;ΔλB为中心波长偏移量;ε为轴

向应变;a为光纤热膨胀系数;ξ为光纤热光系数;

ΔT为温度变化量;neff为光纤光栅的有效折射率;

υ为泊松比;Pe为有效光弹系数.对于纯石英芯和三

氧化二硼掺杂包层的光纤,P１１＝０．１２１,P１２＝０．２７,泊
松比υ＝０．１７.若neff＝１．４６,则Pe为常数０．２２.当中

心波长偏移量为ΔλB时,其轴向应变ε表示为

ε＝
１

１－Pe
ΔλB

λB
. (３)

２．２　BernoulliＧEuler梁状态方程建立及离散化

利用有限元对梁进行离散化,得到n个单元,在
每个单元内贴２个FBG传感器,并在整个传感器上

沿梁表面中心线等间距粘贴.得到FBG传感器应

变值与梁位移转角的关系为
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式中B(ξ)＝１/l２[－６＋１２ξ　l(－４＋６ξ)　６－１２ξ　
l(－２＋６ξ)]×h/２,l为单元长度,h为梁厚度,ξ由

FBG传感器粘贴位置决定;ε为FBG传感器测得的

应变值;w、θ为单元节点的位移和转角.梁模型的

有限元离散化方法见文献[１５],对于２n个自由度的

梁振动系统,矩阵形式的微分方程如下:
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MY
(t)＋CY

(t)＋KY(t)＝F(t), (５)
式中M 为２n×２n阶质量矩阵,C为２n×２n阶阻尼

矩阵,K为２n×２n阶刚度矩阵,F(t)为２n×１阶激

振力向量,Y(t)、Y
(t)、Y

(t)分别为位移、速度和加

速度.将上述矩阵形式的微分方程转换为状态空间

方程,其中X(t)＝[Y(t),Y
(t)].根据(５)式,状态

方程可以写成:

X
(t)＝AX(t)＋BF(t). (６)

以FBG传感器输出的应变值作为观测值,根据应

变值与节点位移和转角的关系,观测方程写成如下

形式:

Z(t)＝HX(t), (７)
其中,
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式中F(t)＝[F１ F２ F３  F２n]T;A为状态

矩阵,由材料的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵决

定;H为观测矩阵,由观测值和状态变量的关系决定;

Z(t)为观测序列,由FBG传感器输出的应变值组成.
将采样间隔设为ΔT,将(６)、(７)式离散后可得:

X(k＋１)＝ΦX(k)＋Γ[F(k)＋w(k)],(１１)

Z(k)＝HX(k)＋v(k), (１２)

Φ＝exp(AΔT), (１３)

Γ＝∫
kΔT

(k－１)ΔT
exp[A(kΔT－τ)]Bdτ, (１４)

式中X(k)为状态向量;k为采样时刻;Φ 为状态转

移矩阵;Γ为驱动矩阵;H为观测矩阵;F为激振力序

列;w(k)和v(k)为互不相关的高斯白噪声序列,将其

噪声特性描述为:E[w(k)]＝０(此处E 表示求均值),

E[w(k)wT(l)]＝Q(k)δkl,Q＝QwI２n×２n,E[v(k)]＝
０,E[v(k)vT(l)]＝R(k)δkl,R＝RvI２n×２n,Rv＝σ２,

Q和R是协方差矩阵,k＝l时δkl为１,k≠l时δkl为

０,I２n×２n为单位矩阵.在之后的噪声特性描述中,以
不同的Qw和σ值表示.

２．３　基于卡尔曼滤波器的载荷估计算法

载荷识别算法利用系统响应(FBG传感器的应

变值)来估计系统的激振力,它是基于卡尔曼滤波器

的估计算法,因此可以与最优化控制算法有效结合

起来,在满足结构健康监测的同时对结构进行有效

控制.估计算法包含两部分:卡尔曼滤波器和载荷

估计器.载荷估计器利用卡尔曼滤波器产生的增益

矩阵、新息序列和协方差矩阵实时估计载荷.其具

体推导公式见附录A,其结论步骤如下所示.
卡尔曼滤波器:

X(k/k－１)＝ΦX(k－１/k－１), (１５)

P(k/k－１)＝ΦP(k－１/k－１)ΦT＋ΓQΓT,
(１６)

S(k)＝HP(k/k－１)HT＋R, (１７)

Ka(k)＝P(k/k－１)HTS－１(k), (１８)

P(k/k)＝[I－Ka(k)H]P(k/k－１),(１９)

Z＝Z(k)－HX(k/k－１), (２０)

X(k/k)＝X(k/k－１)＋Ka(k)Z(k). (２１)

　　载荷估计器:

Bs(k)＝K[ΦMs(k－１)＋I]Γ, (２２)

Ms(k)＝[I－Ka(k)H][ΦMs(K－１)＋I],
(２３)

Kb(k)＝γ－１Pb(k－１)BT
s(k)×

[Bs(k)γ－１Pb(k－１)BT
s(k)＋S(k)]－１,　　(２４)

Pb(k)＝[I－Kb(k)Bs(k)]γ－１Pb(k－１),
(２５)

F̂(k)＝F̂(k－１)＋Kb(k)[Z(k)－Bs(k)F̂(k－１)].
(２６)

式中X为状态估计值;I为单位矩阵;P为协方差矩

阵;S(k)为新息协方差;Ka(k)为卡尔曼增益;Bs(k)
和Ms(k)为灵敏度矩阵;Z(k)为新息;Kb(k)是用

来估计力的增益矩阵;F̂(k)为k时刻激励力的估计

值;γ为衰减因子,用来调节自适应能力.

３　模拟仿真及实验验证

３．１　梁系统载荷识别的仿真

为了验证算法的有效性,以BernoulliＧEuler梁

作为模拟仿真对象,将梁离散化为３个单元,每个单

元粘贴２个FBG传感器,整体传感器沿梁表面中心

线等间距粘贴,从而将单元节点的位移和转角变量

转换为２个应变值.以贴于梁表面的６个FBG传

感器测得的应变值作为观测值,识别载荷的大小和

位置.模型参数如表１所示,单元质量矩阵和刚度

０３２８０１２Ｇ３
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表１ 模型参数

Table１ Modelparameters

BernoulliＧEulerbeam Value

Density/(kgm－３) ２６９０

Elasticmodulus/GPa ６８．９

Length/m ０．６４０

Width/m ０．０３０

Thick/m ０．００３

矩阵分别为

Me＝ρAl
３３６０

６２４ ４４l ２１６ －２６l
４４l ４l２ ２６l －３l２

２１６ ２６l ６２４ －４４l
－２６l －３l２ －４４l ４l２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

(２７)

Ke＝
４EI
l３

２４ ６l －２４ ６l
６l ２l２ －６l l２

－２４ －６l ２４ －６l
６l l２ －６l ２l２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,(２８)

式中ρ为密度,A为横截面积,l为梁单元长度,E为

材料(６０６１铝合金)的弹性模量,I为极惯性矩.将

阻尼设为比例阻尼,其表达方式为C＝α１M＋β１K,
在此比例阻尼系数设为:α１＝０．０１,β１＝０．０２.

　　为了验证算法的有效性,用平均误差和均方根

误差(RMSE)来衡量误差的大小,均方根误差定义

为:误差的平方和除以样本个数减１的平方根.其

数学表达式如下所示:

xRMSE＝
∑
n

i＝１

(Fi－F̂i)２

n－１
, (２９)

式中F̂i为识别载荷,Fi为实际载荷.
对模拟对象依次施加正弦、方波和锯齿波载

荷,通过龙格库塔法求得系统响应(应变值),将系

统响应依次加上不同大小的高斯白噪声作为观测

值识别 载 荷.在 此 过 程 中 模 拟 采 样 频 率 设 为

１０００Hz,系统初始参数设置为:x０＝zeros(１２,１),

Ms＝２００×eye(１２),Pb＝２００×eye(６),γ＝０．６９.
载荷识 别 效 果 如 图２、３所 示,载 荷 识 别 误 差 如

表２~３所示.

图２ Qw＝１×１０－８、σ＝１×１０－１６、１Hz条件下,正弦载荷、方波载荷和锯齿波载荷的识别结果.

(a)正弦载荷;(b)方波载荷;(c)锯齿波载荷

Fig．２ Identificationresultsofsinusoidalload squareload andtriangularloadundertheconditionsof

Qw＝１×１０－８ σ＝１×１０－１６ and１Hz

３．２　梁系统载荷识别的实验验证

将实验梁系统划分为３个梁单元,每个单元贴

２个FBG传感器,共６个FBG传感器,沿梁表面中

心线等间距粘贴传感器,使用 AB胶以１∶１的比例

混合粘贴.模型参数同上述模拟仿真参数.信号

发生器发出的信号经过功率放大器传入激振器,

在激振器上安装力传感器,依此作为实际载荷.
试验中,在梁的末端施加载荷.光信号进入FBG
传感器,经解调得到FBG的中心波长,进而换算为

应变值.利用FBG传感器测得的应变值作为观测

量,用提出的识别算法进行载荷识别.实验装置

如图４所示.
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图３ Qw＝１×１０－６、σ＝１×１０－１２、１Hz条件下正弦载荷、方波载荷、锯齿波载荷的识别结果.

(a)正弦载荷;(b)方波载荷;(c)锯齿波载荷

Fig．３ Identificationresultsofsinusoidalload rectangularload andtriangularloadundertheconditionsof

Qw＝１×１０－６ σ＝１×１０－１２ １Hz

表２ Qw＝１×１０－８、σ＝１×１０－１６条件下的载荷识别误差

Table２ Identificationerrorsofloadsundertheconditions
ofQw＝１×１０－８andσ＝１×１０－１６

Errors Sinusoidalload Rectangularload Triangularload

Mean/％ ０．１３９ ０．２７３ ０．０６５

RMSE ０．２８３ ０．７８１ １．３７４

表３ Qw＝１×１０－６、σ＝１×１０－１２条件下的载荷识别误差

Table３ Identificationerrorsofloadsundertheconditions
ofQw＝１×１０－６andσ＝１×１０－１２

Errors Sinusoidalload Rectangularload Triangularload

Mean/％ ０．１３９ ０．２７３ ０．０６５

RMSE ０．２８３ ０．７８１ １．３７４

图４ 实验装置图

Fig．４ Experimentalsetup

　　方波载荷和锯齿波载荷在施加上存在困难,所
以在此只识别正弦载荷,两种不同频率的正弦载荷

识别结果如图５所示.

图５ 不同频率正弦载荷的识别结果.(a)１Hz;(b)５Hz
Fig．５ Identificationresultsofthesinusoidalloadwith

differentfrequencies敭 a １Hz  b ５Hz
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３．３　讨　论

１)基于卡尔曼滤波器的载荷识别算法属于时

域范畴,只需知道前一时刻的估计值和当前时刻的

观测值,即可估计出当前时刻的载荷,因此降低了对

计算机存储的要求,无需存储和读取大量数据.此

算法基于卡尔曼滤波器,在进行结构健康监测的同

时能够应用最优化算法对系统进行控制.

２)针对大小不同的高斯白噪声,所提算法具有

较好的稳定性.对比正弦载荷、方波载荷及锯齿波

载荷的识别效果可以看出,正弦载荷的识别效果强

于锯齿载荷和方波载荷,即平缓载荷的识别效果优

于突变载荷的识别效果.这是因为在载荷突变的情

况下,对系统的稳健性要求更高而造成了误差.此

外,系统对不同频率的载荷都具有较好的识别效果.

３)从表２和表３的识别误差可以看出,基于卡

尔曼滤波器和光纤传感器载荷识别系统的识别误差

较小,具有良好的识别效果.实验结果表明:系统识

别正弦载荷时存在一定的幅值误差,此误差是由系

统模型误差和FBG传感器粘贴数目不足引起的.
在实际工程应用中,可以采用安装足够数目的FBG
传感器来减小该误差.在模型误差方面,可以采用

鲁棒卡尔曼滤波器代替普通卡尔曼滤波器进行优化.

４　结　　论

针对基于卡尔曼滤波器和FBG传感器的载荷

识别算法进行了理论分析,并对梁结构载荷识别进

行了模拟仿真和实验验证.结果表明,基于卡尔曼

滤波器的载荷识别算法能够较好地估计载荷的大

小,对噪声具有良好的抑制作用.FBG传感器具

有优良的性能,在航空航天领域具有广阔的应用

价值,因此之后的工作将针对航空航天结构进行

分析和验证.
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附录A
　　根据以下离散系统:

Xk ＝ΦXk－１＋ΓFk－１＋wk, (A１)

Zk ＝HXk ＋vk, (A２)
不考虑施加载荷的后验状态估计为

Xk ＝ΦXk－１＋Kk(Zk －HΦXk－１); (A３)
考虑施加载荷的后验状态估计为

X̂k ＝ΦX̂k－１＋ΓFk－１＋Kk(Zk －HΦX̂k－１－HΓFk－１),
(A４)

式中Kk为卡尔曼滤波器的增益矩阵.
定义上述两种后验状态估计差值为:

ΔXk ＝ X̂k －Xk ＝ (I－KkH)Φ(X̂k－１－Xk－１)＋
(I－KkH)ΓFk－１. (A５)

假设载荷激励从时刻tn 开始,则:

１)k＜n时,X̂k－１－Xk－１＝０,Fk－１＝０,ΔXk＝０;

２)k＝n时,X̂k－１－Xk－１＝０,Fk－１＝０,ΔXk＝０;

３)k＞n时,X̂k－１－Xk－１＝ΔXk－１;
其中,

ΔXk ＝ (I－KkH)Φ(X̂k－１－Xk－１)＋(I－KkH)ΓFk－１ ＝
(I－KkH)(ΦΔXk－１＋ΓFk－１). (A６)

　　上述３种情况可总结为

ΔXk ＝
０ k≤n

(I－KkH)(ΦΔXk－１＋ΓFk－１) k＞n{ . (A７)

　　在tn＋１时刻,方程(A７)为

ΔXn＋１ ＝ (I－Kn＋１H)(ΦΔXn ＋ΓFn). (A８)
因为ΔXn＝０,所以方程(A８)为

ΔXn＋１ ＝ (I－Kn＋１H)ΓFn. (A９)
定义 Mn＋１＝I－Kn＋１H,方程(A９)变为

ΔXn＋１ ＝ Mn＋１ΓFn. (A１０)
根据方程(A７)和(A１０),当k＞n,有:

ΔXk ＝ (I－KkH)(ΦΔXk－１＋ΓFk－１). (A１１)
忽略较小项ΦΔXk－１,方程(A１１)变为

ΔXk ＝ MkΓFk－１. (A１２)
由方程(A１２)、(A１１)可得:

MkΓFk－１ ＝ (I－KkH)(ΦΔXk－１＋ΓFk－１)＝
(I－KkH)ΦMk－１ΓFk－２＋(I－KkH)ΓFk－１.

假设Fk－１＝Fk－２,则

Mk ＝ (I－KkH)(ΦMk－１＋I). (A１３)

　　由方程(A１２)和(A１３)可得:

X̂k ＝Xk ＋MkΓFk－１, (A１４)
其中,

Mk ＝
０ k≤n

(I－KkH)(ΦMk－１＋I) k＞n{ .

　　考虑载荷项的残差序列为

Ẑk ＝Zk －H(ΦX̂k－１＋ΓFk－１); (A１５)
不考虑载荷项的残差序列为

Zk ＝Zk －HΦXk－１. (A１６)

　　对于不同时刻k,得到:

１)k＜n时,Fk－１＝０,Zk＝Ẑk;

２)k＝n时,Fk－１＝０,Zk＝Ẑk;

３)k＞n时,Fk－１≠０,Zk≠Ẑk;

其中,Zk－Ẑk＝HΦ(X̂k－１－Xk－１)＋HΓF＝H(ΦMk－１＋I)ΓF.
总结如下:

Zk ＝
Ẑk k≤n

Ẑk ＋BkF k＞n{ , (A１７)

式中Bk＝H(ΦMk－１＋I)Γ.
对于k＝n＋１,n＋２,,n＋l,可得:

Y ＝ψF＋ε, (A１８)
其中,

Y(N)＝

Zn＋１

Zn＋２

⋮

Zn＋l

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

,ε(N)＝

Ẑn＋１

Ẑn＋２

⋮

Ẑn＋l

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

ψ(N)＝

B(n＋１)

B(n＋２)
⋮

B(n＋l)

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝

HΓ
H(ΦMn＋１＋I)Γ

⋮

H(ΦMn＋l－１＋I)Γ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

,

Mn＋l ＝
０ l＝０

(I－Kn＋lH)(ΦMn＋l－１＋I)l＞０{ .

　　假定E[ẑ(k)ẑT(k)]＝s(k),s(k)可由卡尔曼滤波器得

到.ε(N)为扰动,其协方差为

Σ(N)＝

s(n＋１) ０  ０
０ s(n＋２)  ０
⋮ ⋮ ⋮

０ ０  s(n＋l)

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

.

(A１９)

　　由方程(A１８)可得到

F̂(N)＝ [ψT(N)Σ－１(N)ψ(N)]－１ψT(N)Σ－１(N)Y(N).
(A２０)

协方差矩阵为

Pb(N)＝E{[F－F̂(N)][F－F̂(N)]T}＝
[ψT(N)Σ－１(N)ψ(N)]－１. (A２１)

　　加入衰减因子γ,由方程(A１９)可得:

Σ－１(N)＝
s－１(n＋１)γl－１ ０  ０

０ s－１(n＋２)γl－２  ０
⋮ ⋮ ⋮

０ ０  s－１(n＋l)

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

.

(A２２)

　　对于k＝n＋１,由方程(A１７)、(A１８)、(A２２)得:

Z(N ＋１)＝B(N ＋１)F＋Ẑ(N ＋１), (A２３)
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Y(N＋１)＝ψ(N＋１)F(N＋１)＋ε(N＋１),(A２４)

Σ－１(N ＋１)＝
γΣ－１(N) ０
０ s－１(N ＋１)

é

ë
êê

ù

û
úú , (A２５)

其中,

Y(N ＋１)＝
Y(N)

Z(N ＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú ,ψ(N ＋１)＝

ψ(N)

B(N ＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú ,

ε(N ＋１)＝
ε(N)

Ẑ(N ＋１)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

　　由方程(A２０)和(A２１)可得:

F̂(N ＋１)＝ [ψT(N ＋１)Σ－１(N ＋１)×
ψ(N ＋１)]－１ψT(N ＋１)Σ－１(N ＋１)Y(N ＋１)＝
[γψT(N)Σ－１(N)ψ(N)＋
BT(N ＋１)s－１(N ＋１)B(N ＋１)]－１×
[γψT(N)Σ－１(N)Y(N)＋
BT(N ＋１)s－１(N ＋１)Z(N ＋１)], (A２６)

Pb(N＋１)＝ [ψT(N＋１)Σ－１(N＋１)ψ(N＋１)]－１ ＝
[γPb

－１(N)＋BT(N＋１)s－１(N＋１)B(N＋１)]－１.(A２７)

　　将方程(A２１)代入方程(A２７)可得:

Pb(N＋１)＝γ－１Pb(N)－γ－１Pb(N)BT(N＋１)×
[B(N ＋１)γ－１Pb(N)BT(N ＋１)＋
s(N ＋１)]－１B(N ＋１)γ－１Pb(N).

(A２８)
　　将方程(A２０)代入方程(A２６)可得:

F̂(N ＋１)＝F̂(N)＋γ－１Pb(N)BT(N ＋１)s－１(N ＋１)×
Z(N ＋１)－γ－１Pb(N)BT(N ＋１)×
{[B(N ＋１)γ－１Pb(N)BT(N ＋１)＋

s(N ＋１)]－１B(N ＋１)}×[F̂(N)＋
γ－１Pb(N)BT(N ＋１)s－１(N ＋１)Z(N ＋１)].

(A２９)

　　将以下项插入BT(N＋１)和s－１(N＋１)中间,即可得:

[B(N ＋１)γ－１Pb(N)BT(N ＋１)＋

s(N ＋１)]－１[F̂(N)＋γ－１Pb(N)×
BT(N ＋１)s－１(N ＋１)Z(N ＋１)]. (A３０)
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