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变量投影框架下基于 Wahba问题的多点透视问题
求解算法
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摘要　提出一种在变量投影框架下的多点透视问题求解算法.多点透视问题是确定相机旋转与平移参数的基础

问题,广泛应用于计算机视觉、摄影测量、机器人、空间交会以及虚拟现实等场合.相机的旋转与平移参数在变量

投影的框架下被分开估计.首先,将平移参数固定,根据 Wahba问题的解法求解出最优旋转矩阵;然后,应用奇异

值分解导数的计算公式计算当前最优旋转矩阵对平移参数的导数,并由此计算出代价函数对平移参数的导数;最
后,针对平移参数,采用LevenbergＧMarquardt算法迭代优化代价函数,直到精度满足要求.实验结果证明,本文算

法不仅误差较小,计算效率较高,而且具有较大的收敛域.
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１　引　　言

多点透视问题(PnP)是根据位置已知的点与对

应的像点来估计相机位姿的问题.PnP问题是确

定相机位姿的基础算法,广泛应用于计算机视觉、摄
影测量、机器人、空间交会以及虚拟现实等场合[１].

当点数n＝３时(P３P),这个问题为代数方程求

解问题[２].当n 为一般值时,PnP问题为优化问

题,此时有直接求解法与迭代求解法两大类解法.

Lepetit等[３]提出的算法(EPnP)是一种直接

求解法,其忽略旋转矩阵的正交约束,利用重心坐标

不变性构建待估参数的方程组.Li等[４]提出的算

法(EPnP)先选取空间中两点,再将剩下的点分别

与这两点组合,然后按照P３P问题构建待估参数的

方程 组.Schweighofer等[５]提 出 的 算 法(SDP)、

Hesch等[６]提出的算法(DLS)和Kneip等[７]提出的
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算法(UPnP)均使用代数几何方法求解物体空间误

差的极值点,直接最小化代价函数.Zheng等[８]提

出的 算 法 (AsPnP)与 Zheng 等[９]提 出 的 算 法

(OPnP)也使用代数几何方法,但使用二维距离误

差.直接求解法为了能够直接求解,采取简化或近

似策略,往往精度较低.
迭代 求 解 法 最 常 见 的 做 法 是 用 LevenbergＧ

Marquardt(LM)法最小化重投影误差[１０].Urban
等[１]提出的算法(MLPnP)使用高斯Ｇ牛顿(GN)法最

小化投影到球面切空间上的重投影误差.Lu等[１１]

的算法(LHM)与 Garro等[１２]的算法(PPnP)使用

交替最小二乘法最小化物体空间距离误差.李鑫

等[１３]将LHM 算法中重复计算的步骤提取后一次

性计算,极大地提高了 LHM 算法的效率.周润

等[１４]引入对位置测量噪声的加权,通过反复使用

LHM算法调整加权权重,从而优化重投影误差.
迭代算法一般精度较高.然而,迭代法需要初始值,
如果初始值没有落在收敛域中,算法将不收敛,这扩

大收敛域将变得有意义.
最近,Hong等[１５]将变量投影法应用于光束调

整法,扩大了光束调整法的收敛域[１６].遗憾的是,
该方法还不能够处理已标定相机.实际上,对于已

标定相机,LHM 与PPnP这两个更早期的算法已

经使用了变量投影的思想.但是,LHM 与PPnP
根据绝对定向问题计算旋转参数,误差较大.最小

化物体空间误差的绝对定向问题与最小化球面距离

误差的 Wahba问题[１７]关系密切.球面距离误差比

物体空间误差更接近理想的重投影误差.基于此,
本文在变量投影框架下,先根据 Wahba问题直接求

解最优的旋转参数,再应用LM 算法优化剩下的平

移参数.这样既可以扩大收敛域,又可以使用更理

想的误差模型,而且初始平移参数比初始旋转参数

更容易测量.

２　问题描述及解法

２．１　PnP问题

成像过程可以分解为坐标变换与投影成像两个

步骤.采用的坐标变换公式为

qi＝R(pi＋t), (１)
投影成像公式为
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式中:pi 是参考点i在世界坐标系下的坐标(i＝１,

􀆺,n);qi＝(qx,qy,qz)T 是参考点i在相机坐标系

下的坐标;ui 与vi 分别对应参考点i的水平与垂直

方向的归一化图像坐标;R＝(r１,r２,r３)T 是世界坐

标系到相机坐标系的旋转矩阵;t＝(tx,ty,tz)T 是

世界坐标系到相机坐标系的平移矢量.通过ui 与

vi 可以计算出从光心指向像点的方向矢量vi＝

(ui,vi,１)T/ u２i＋v２i.PnP问题就是根据pi 与vi
来计算R 与t的问题.

实际系统往往有测量噪声.假定单位方向矢量

的测量值vi~N[v－i,σ２(I３－v－iv－Ti)],式中v－i 为方

向矢量的真值,I 为单位矩阵.求解R 与t的问题

归结为最小化球面误差的最小二乘问题:

{R∗,t∗}＝argmin
R∈SO(３),t

J(R,t)􀰛argmin
R∈SO(３),t∑

n

i＝１

‖vi－R(pi＋t)/‖R(pi＋t)‖‖２, (３)
式中:‖􀅰‖为２Ｇ范数;det(􀅰)为行列式;SO(３)为
特殊正交群.

２．２　变量投影

变量投影是一种将非线性最小二乘问题的待估

参数分组优化的算法框架.变量投影法将待估参数

分成两组,根据最优条件先解出两组参数间的关系,
从原代价函数中消去一组参数形成新的代价函数,
最后优化新的代价函数,得到原问题的最优解.变

量投影减少了待估参数的数量,不仅使得算法更高

效,而且有很大概率使算法的收敛域[１５,１８].
变量投影最典型的应用是解决如下非线性最小

二乘问题[１９]:

min
u,v
‖G(u)v－z(u)‖２, (４)

式中u∈ℝp,v∈ℝq,G:ℝp→ℝs×q,z:ℝp→ℝs.
变量投影将(４)式对u,v 的优化转换为只对u

的优化.首先,注意到给定u 时v的最优值为

v∗(u)＝argmin
v

‖G(u)v－z(u)‖＝G(u)†z(u),

(５)
式中G† 表示G 的伪逆.代入(４)式得到简化的

问题:

min
u
‖ε∗(u)‖２＝min

u
‖ε∗[u,v∗(u)]‖２＝

min
u
‖[G(u)G(u)†－I]z(u)‖２. (６)

(６)式也可以视为一个子空间优化问题:

ε∗(u)＝[I－G(u)G(u)†][G(u)v－z(u)]＝
[I－Jv(u)Jv(u)†]ε(u,v). (７)

　　变量投影采用LM 优化算法,需要计算简化问

题的残差,即(７)式对u 的导数:
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dε∗(u)
du ＝

∂ε∗[u,v∗(u)]
∂v

dv∗(u)
du ＋

∂ε∗[u,v∗(u)]
∂u

,

(８)

式中∂ε
∗[u,v∗(u)]
∂v

与∂ε
∗[u,v∗(u)]
∂u

是原问题的

导数,dv
∗(u)
du ≈－Jv(u)†Ju[u,v∗(u)].

注意,前面的推导虽然针对的是非线性最小二

乘问题,但对于矩阵分解[２０]、光束平差[１６]等问题也

适用.后面给出将变量投影应用到PnP问题的具

体方法.

２．３　最优旋转矩阵

Wahba问题是根据两个观测坐标系下方向矢

量的对应观测值确定两个坐标系间最优旋转矩阵的

问题.用 Wahba问题求解(３)式中的R.
注意到旋转矩阵不改变长度,即‖R(pi＋t)‖

＝‖pi＋t‖,(３)式可以分解为内层对R 的优化:

{R∗(t)}＝argmin
R∈SO(３)∑

n

i＝１
‖vi－R(pi＋t)/‖pi＋t‖‖２,

(９)
与外层对t的优化:

{t∗}＝argmin
t
J[R∗(t),t]􀰛argmin

t ∑
n

i＝１
‖vi－

R∗(t)(pi＋t)/‖pi＋t‖‖２. (１０)

(９)式为标准的 Wahba问题,Markley[１７]给出了旋

转矩阵的最优解:

R∗ ＝Udiag[１　１　det(UVT)]VT

USVT＝SVD(A)

A 􀰛∑
n

i＝１
vi(pi＋t)T/‖pi＋t‖

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (１１)

式中SVD(􀅰)为奇异值分解,diag[􀅰]表示对角矩

阵.当需要强调R∗ 是t 的函数时,也将R∗ 记为

R∗(t).

２．４　最优平移参数

前面,根据 Wahba问题已经求解出最优旋转矩

阵R∗(t),将原问题变为估计最优平移参数t∗ 的

问题:

{t∗}＝argmin
t ∑

n

i＝１
‖ri‖２２

ri＝vi－R∗(t)(pi＋t)/‖pi＋t‖

ì

î

í

ï
ï

ïï

,(１２)

式中R∗(t)由(１１)式得出.

LM算法的关键在于计算
dri
dt
,这需要计算矩阵

对矩阵函数的导数.选择使用 Magnus等[２１]的定

义:∂Y
∂X＝

∂vec(Y)
∂vec(X)

,式中vec()表示矩阵按列拉直.

由链式法则得到:

dri
dt＝－R

∗Di－
dR∗

dA
é

ë
ê
ê∑
n
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(vj 􀱋I)Dj
ù
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, (１３)

式中􀱋是克罗内克积,A 与R∗均由(１１)式得出.
注意到(１１)式中的det(UVT)是一个用于符号

校正的常值系数,可以得到:

dR∗

dA ＝U
dVT

dA ＋
dU
dAV

T, (１４)

式中U 与V 是对作A 奇异值分解得到的两个正交

矩阵,均由(１１)式得出.Papadopoulo等[２２]给出了

dVT

dA
与dU
dA

的分量形式:

∂U
∂Amn

＝UΩmn
U

∂VT

∂Amn
＝－Ωmn

V
TV

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (１５)

式中Ωmn
U 与Ωmn

V 是线性方程的解:

smΩmn
Ukl＋skΩmn

Vkl＝UmkVnl

skΩmn
Ukl＋slΩmn

Vkl＝－UmlVnk
{ , (１６)

式中:s１,s２,s３ 为降序排列的矩阵A 的特征值;m,

n,k,l＝１,２,３.

将(１４)式代入(１３)式完成
dri
dt

计算.应用LM

算法计算出最优平移矢量t∗,即可得最优旋转矩阵

R∗(t∗).

３　实验结果与分析

将本文算法从精度、收敛域与计算时间等角度

与典型算法进行比较.用于对比的算法及选取理由

如下:１)LM,用LM 算法最小化重投影误差,是常

规但能够达到理论精度的算法[１０];２)RPnP,是通过

将点分组再按照P３P问题构建代数方程组的算法,
代价函数是代数方程的残差平方和;３)EPnP＋GN,
采用代数方法最小化代数误差,然后使用GN法最
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小化虚拟控制点的几何误差,运算效率较高[３];４)

DLS＋＋＋,采用代数几何方法最小化物体空间误

差,三个加号表示包含了DLS算法的作者使用３次

预旋转以避免原算法在某些退化角度情况下无法正

确求解的修正算法;５)OPnP,采用代数几何方法最

小化二维物体空间误差,是发表时间较晚、精度较高

的代数几何类算法[９];６)LHM[１１]与PPnP[１２],使用

物体空间距离误差的算法,计算旋转矩阵的方式与

本文算法非常类似;７)MLPnP,采用高斯Ｇ牛顿迭代

法优化投影到球面的重投影误差,是最近发表的具

有实时计算能力的迭代类算法[１].
除了LM 采用Zheng等[９]在 OPnP工具箱中

的算法实现外,其他算法全部采用原论文作者公开

的算法实现.除了数据输入输出格式上的适配之

外,原则上不对代码做实质改动.另外,为了只比较

元算法,消除初始化的影响,在比较计算误差与运行

时间时,迭代算法的初始值统一用直接线性变换

法[１０]计算.
仿真的相机焦距为１０００pixel,图像为８００pixel

×６００pixel,主点位于图像中心.参考点的xyz坐

标在相机坐标系中[－１,１]×[－１,１]×[１,４]m的

范围按照均匀分布随机产生,相机位置的xyz坐标

在世界坐标系中[－１０,１０]×[－１０,１０]×[－１０,

１０]m的范围内按照均匀分布随机产生,相机姿态

的三个Rodriguez角均在[－π,π]范围内按均匀分

布随机产生.图像噪声的均方差设置为５pixel.

３．１　计算误差

图１与图２分别为参考点数量从１０变到１００
时的旋转误差与平移误差.平移误差与角度误差分

别 为 ‖t－ttrue‖ 与 ‖Euler(R/Rtrue)‖,式 中

Euler(􀅰)为计算旋转矩阵的欧拉角.图中所示为

１００００次独立仿真的平均结果.
由图１与图２可以看出,无论是旋转误差还是

平移误差,整体上均随着参考点数量的增大而减小.

RPnP与EPnP＋GN算法的误差最大,这可能是由

于这两种直接计算方法使用的代价函数过于简化.

DLS＋＋＋、PPnP、OPnP与LHM 算法的误差非

常接近,这是因为它们均使用物体空间误差.误差

最小的是LM、MLPnP算法与本文算法.LM 算法

使用重投影误差,MLPnP算法使用投影到球面的

重投影误差,本文算法使用球面误差,其误差曲线

几乎完全重叠,说明球面误差与重投影误差非常接

图１ 不同参考点数目时的(a)平均旋转误差和(b)局部放大

Fig．１  a Meanofrotationerrorand b regionalmagnifiedviewversusnumberofpoints

图２ 不同参考点数目时的(a)平均平移误差和(b)局部放大

Fig．２  a Meanoftranslationerrorand b regionalmagnifiedviewversusnumberofpoints
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近.由图１与图２可以看出,无论参考点数量为１０
还是１００,DLS＋＋＋、PPnP、OPnP与LHM算法的

误差均比本文算法的误差高约２０％,这一现象与Lu
等[１１]认为物体空间误差是“有偏的”结论一致.

３．２　收敛域

算法的收敛域一般无法直接测量,因此,通过增

加初始值的噪声,比较噪声激励出误差大小的方式

比较收敛域的大小.噪声大小相同时,收敛域大的

算法的初始值不易落在收敛域外,收敛到正确解的

概率更大,平均误差较小;反之,收敛域小的算法平

均误差较大.

图３、图４分别为平移参数初始值的噪声标准差

由０．２m增大到２m时各迭代算法的平均旋转误差

与平均平移误差.注意,RPnP、OPnP与DLS＋＋＋
算法不存在收敛域,而LHM 算法不需要平移初始

值,因此这些算法并未纳入其中.从图３与图４中可

以看出,参考点数量较多时,各个算法均相对不易受

初始化噪声影响.当参考点数量相同时,使用全部参

数迭代的LM与MLPnP比使用变量投影的PPnP及

本文算法更易到初始化噪声的干扰.这与 Hong
等[１６]、Okatani等[２０]和O′Leary等[１９]在其他应用场景

中观察到的变量投影法可以扩大收敛域的结论一致.

图３ 不同初始平移误差时的平均旋转误差.(a)１０个参考点;(b)１００个参考点

Fig．３ Meanofrotationerrorversusinitialtranslationbias敭 a １０points  b １００points

图４ 不同初始平移误差时的平均平移误差.(a)１０个参考点;(b)１００个参考点

Fig．４ Meanoftranslationerrorversusinitialtranslationbias敭 a １０points  b １００points

３．３　运算效率

采用算法的执行时间来度量运算效率.图５所

示为参考点个数从１０增加到１００时各算法的执行

时间.运行环境为:Windows７,Inteli７４７２０HQ
２．６G,８GBRAM,MatlabR２０１８a.从图５中可以

看出,执行时间较长的是OPnP与DLS＋＋＋这两

种代数几何算法,执行时间较短的是EPnP＋GN与

RPnP这两种直接求解算法,因为它们的误差准则

非常简单.本文算法是执行时间最短的迭代类算

法,所用时间与 EPnP＋GN 非常接近.LHM 和

PPnP虽然与本文算法在求解旋转矩阵的方法上类

似,但是较本文算法慢.这可能是由于它们在优化

平移参数时采用交替最小二乘法,完全忽略了两组

参数间的联系,导致收敛性下降,执行时间变长.

LM与 MLPnP比本文算法慢可能是由于这两个算

法采用的联合参数优化方法的参数空间维度高,雅
可比矩阵的阶数也高,运算效率因此降低.
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图５ 不同参考点数目时的运行时间

Fig．５ Executiontimeversusnumberofpoints

３．４　真实图像

采用拍摄的真实图像验证算法的正确性.世界

坐标系被定义在如图６所示的棱上,保持相机位姿

不变,将一个已知边长的长方体沿短边平移一个边

长,再旋转９０°.用本文算法计算出左右两侧世界

坐标系间的变换关系.图６(a)中长方体顶点由计

算出的变换关系变换到图６(b)中后对应顶点完全

重合,显示了计算结果的正确性.为了更清晰地显

示结果,长方体的部分棱上贴有白色胶带,顶点构成

的框架则用蓝色线条显示.

图６ 真实图像检验算法正确性.(a)原始位置;(b)平移旋转后

Fig．６ Verificationofproposedalgorithmwithrealimages敭 a Originalposition  b aftertranslationandrotation

４　结　　论

多点透视问题是确定相机位姿的基础算法.本

文提出的多点透视投影问题求解算法有三个特点:

１)采用球面误差,结果显示旋转和平移误差均较小,
与理想 的 重 投 影 误 差 几 乎 没 有 差 别;２)通 过 与

Wahba问题相结合,获得了较高的计算效率;３)采
用变量投影框架,只需要初始化平移参数,结果显示

收敛域较大,不易受初始化误差影响.虽然通常情

况下平移参数比旋转参数更容易测量,但是只能用

平移参数初始化、不能用旋转参数初始化也是本文

算法的不足之处.
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