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射流抛光中生成高斯型去除函数的数学建模方法
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摘要　提出了一种高斯型去除(GTR)函数生成过程的数学建模方法.基于环路积分的思路,建立了一种旋转扫掠

生成GTR函数的数学模型,明确了喷嘴高度为决定GTR函数形貌的关键工艺参数,验证了模型的正确性.在该

模型的指导下,进一步研究了生成GTR函数的喷嘴高度范围和GTR函数的形貌变化规律,发现当回转中心与定

点斜入射去除函数最深点重合时,生成的去除函数最接近理想高斯型.这对实际加工中工艺参数的优化具有理论

指导意义.
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１　引　　言

现代光学系统越来越复杂,对光学镜面的加工

精度和表面质量的要求越发严格,利用超精密抛光

技术对工件表面进行后期修形已成为现代光学加工

必不可少的步骤[１].传统的抛光技术如沥青模抛光

等在球面或非球面光学表面的超精密加工中往往难

以保证加工质量或效率[２],因此各种新型的抛光技

术应运而生.其中,射流抛光(FJP)技术以柔性射

流作为载体、以小粒径磨料颗粒对工件的冲蚀剪切

作用为去除主导的独特加工方式,获得了极高的加

工质量及自由可调的去除函数,同时具有边缘效应

低、去除函数稳定可控、适用于高陡度内腔加工等优

点,成为超精密抛光领域的研究热点之一.射流抛

光技术已成为发展最快的超精密加工技术之一[３].
尽管射流抛光技术近年来取得了长足的发展,

但其在实际加工中仍存在许多尚未解决的难题.传

统的垂直入射型射流抛光技术,其生成的去除函数

为截面呈 W形的环形去除函数,这种双峰形态的去

除函数在面型加工中极易产生中高频误差[４].因

此,生成单峰形态的高斯型去除函数成为射流抛光

加工过程中的关键技术之一[５].国内外学者对此进

行了大量的研究,Booij等[６]提出了一种在圆柱型喷

嘴内部加入螺线结构的方法,使抛光液以螺旋方式
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运动冲击工件表面;Horiuchi等[７]提出了一种通过

在喷嘴的抛光扫描路径上设置多个固定间距的驻留

点进行复合抛光修形的方法;Fang等[８]提出了一种

垂直入射状态下多位置合成冲击加工的方法,通
过单个喷嘴在不同位置多次加工或多个喷嘴同时

加工,复合生成了中心去除量较大的类高斯型去

除函数;Yu等[９]提出了一种向射流束内部注入压

缩空气以生成一个空心射流束冲击工件的加工方

法;Shi等[１０]提出了一种浸没式射流抛光的方法,
将喷嘴及射流束和工件浸没在液体环境下进行去

除加工.上述各类方法最终都生成了基本对称的

单峰类高斯型去除函数,但始终没能摆脱复杂的

机械结构与走刀规划,过于依赖机床及供压系统

的稳定性,在环境复杂多变的实际加工中难以产

生理想且稳定可用的去除函数.
针对上述情况,Booij等[１１]提出了一种通过旋

转喷嘴扫掠入射生成高斯型去除函数的方法.该方

法所采用的喷嘴机械结构与走刀轨迹简单,对供压

系统稳定性的要求不高,能在实际加工中获得稳定

且较为理想的高斯型去除函数[１２].但在实际加工

中,旋转扫掠加工的回转轴心与射流束在工件表面

冲击点的位置关系会直接影响生成去除函数的形貌

特征,而关于该方法生成高斯型去除函数的物理过

程及其主要工艺参数的优化研究鲜有报道[１３].
本文通过建立数学模型,分析并解释了旋转扫

掠射流抛光中去除函数由定点斜入射的月牙形变化

为旋转后的中心对称形态的演化过程,分析了演化

过程中的主要影响参数,并对该数学模型进行了实

验验证.基于该模型,进一步探究了旋转扫掠生成

射流抛光高斯型去除函数的工艺参数条件及相应高

斯型去除函数的形貌变化规律,对实际加工中工艺

参数的优化具有理论指导意义.

２　理论模型

２．１　旋转扫掠加工的数学模型

在射流抛光加工中,通过旋转喷嘴进行扫掠加

工得到的去除函数呈等高线为同心圆环分布的中心

对称形态,该过程如图１所示.旋转扫掠加工的本

质是定点斜入射生成的去除函数围绕回转轴心进行

积分,每扫掠一圈相当于对以回转轴心为圆心的所

有圆上的点进行一次环路积分.
如图２所 示,对 于 加 工 平 面 上 的 任 意 一 点

m(x,y),旋转轴与加工平面垂直相交于回转轴心

(x０,y０),单位时间内定点斜入射加工生成的去除

图１ 射流抛光加工中旋转扫掠生成去除函数的示意图

Fig．１ Schematicofremovalfunctiongenerationbyrotating
sweepinfluidjetpolishing

函数为z(x,y),若旋转扫掠加工一圈所需时间为t′,
则在该时间内点m 生成的去除体积为

Vr＝zt′. (１)

图２ 数学模型示意图

Fig．２ Schematicofmathematicalmodel

　　由数学模型示意图可知,点m 在旋转扫掠加工

一圈后生成的去除轨迹是一个以回转轴心为圆心、

半径为r＝ (x－x０)２＋(y－y０)２的圆.根据射流

抛光加工中材料的去除量随时间分布近似线性递增

的关系[１４],可以得到点m 在时间为t的旋转扫掠后

生成的圆形轨迹的去除深度为

dr＝
zt
２πr

. (２)

　　对于半径为r 的圆上的所有点m１,m２,m３,

m４,,它们在旋转扫掠一圈后生成的圆形轨迹的

去除深度均可用(２)式表达.如图２所示,回转轴心

为(x０,y０)、半径为r 的圆上的总去除深度为该圆

上所有点产生的去除深度的叠加,因此,对圆上的所

有点沿环路进行积分求和,可得到进行时间为t的

旋转扫略加工后该圆上去除深度为

Dr＝∮zt
２πrds

, (３)

式中ds为环路积分的积分弦长.
以回转轴心(x０,y０)为原点建立坐标系(r,D),

其中r为圆上点距原点的距离,D 为圆上的去除深

度.在几何上,(r,D)坐标系即代表旋转扫掠加工

生成的中心对称形态的去除函数的单侧轮廓线.在

该坐标系下,经过时间为t的旋转扫掠加工后得到
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的去除函数可写为

Dr(r)＝∮zt
２πrds

. (４)

２．２　连续数学模型的离散化

使用白光轮廓仪对定点斜入射生成的去除函数

进行提取,所得到的测量数据为一个离散矩阵,因此

需对(４)式的连续数学模型进行离散化处理.对于

距回转中心点为r的圆环,将沿环路的积分离散为

圆环上有限个数据点m１,m２,m３,,mn(n 为该圆

环上分布的数据点个数)的和,(４)式离散为

Dr＝∑
n

i＝１

z(xi,yi)t
２πr

ΔS, (５)

式中xi、yi 为数据点mi 在加工平面上的坐标,ΔS
为数据点mi在圆环上的弧长.由于射流抛光加工

中去除函数面积较小且数据点的分布较为密集,因
此对其可进行近似:

ΔS≈
２πr
n
. (６)

　　在离散后的(r,D)坐标系中,经过时间为t的

旋转扫掠加工后的去除函数为

D(r)＝
１
n
∑

n

i＝１
z(xi,yi)t. (７)

２．３　模型中回转轴心位置在实际加工中的映射

在旋转扫掠加工的数学模型中,根据模型的分

析及建立过程可知,回转轴心位置对生成的去除函

数形貌具有决定性作用,是模型中的关键参数.在

实际加工中,决定回转轴心位置的加工参数是喷嘴

高度.
当喷嘴位置及其入射角度相对于机床的旋转主

轴固定时,喷嘴高度的改变会直接决定射流束与机

床旋转主轴的交点相对于工件表面的位置关系;在
定点斜入射加工中其余工艺参数保持不变的情况

下,射流束的冲击距离在一定范围内(１０d~１２d,

d 为喷嘴直径)生成的去除函数基本一致[１５].因

此,射流束与机床旋转主轴的交点相对于工件表面

的位置关系决定了旋转扫掠加工过程中回转轴心相

对于定点斜入射生成的去除函数的位置,喷嘴高度

决定了最终旋转扫掠生成的去除函数的形貌.
以４５°斜入射旋转扫掠加工为例,如图３(a)~

(d)所示,喷嘴高度h 逐渐增大,射流束与机床旋转

主轴的交点由位于工件表面下方逐渐抬升至工件表

面,最后交点位于工件表面上方.与此同时,旋转扫

掠生成的去除函数的回转轴心会沿着定点斜入射生

成的月牙形去除函数的对称轴自左向右逐渐移动经

过最深点,最后移出去除区域.

图３ 射流束与旋转主轴交点处于不同位置时,喷嘴高度

对去除函数的回转轴心的影响.(a)工件表面下

方;(b)工件表面;(c)工件表面上方;(d)远高于工

件表面

Fig．３Influenceofnozzleheightonrotationaxiswhen
intersection points ofjet beam and rotating
spindleareatdifferentpositions敭 a Beneath
workpiecesurface  b on workpiecesurface 

 c aboveworkpiecesurface  d wellabove
　　　　　　　workpiecesurface

综上分析可知,在旋转扫掠射流加工过程中,喷
嘴高度对生成的去除函数形貌有着决定性作用;在
对应该过程的数学模型中,改变喷嘴高度的本质就

是改变回转轴心在定点斜入射生成的月牙形去除函

数的对称轴上的位置.

３　理论模型的实验验证

为了验证所建立的旋转扫掠加工数学模型的准

确性,在图４所示的实验平台上对模型进行实验验

证.通过定点斜入射生成月牙形的去除函数,工艺

参数见表１.在月牙形去除函数的对称轴上随机取

得四个不同的点,如图５所示.通过调整喷嘴高度,
在保持其余工艺参数不变的情况下,将旋转扫掠加

工的回转轴心置于四个点分别进行旋转扫掠加工去

除实验,测量得到不同回转轴心下实际去除函数的

轮廓线.
利用(７)式所示的旋转扫掠加工数学模型,在所

得月牙形去除函数的基础上,计算得到同一工艺参

数下定点斜入射生成的去除函数绕不同回转轴心旋

转生成的去除函数,提取得到对应回转轴心下去除

函数的轮廓线.
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图４ 去除函数模型验证平台

Fig．４ Testplatformofremovalfunctionmodel

图５ 验证实验选取的回转轴心在去除函数对称轴上的分布示意图.
(a)去除函数的三维轮廓;(b)相应横截面

Fig．５ Distributionofrotationaxisselectedinverificationexperimentonsymmetricaxisofremovalfunction敭

 a ３Dprofileofremovalfunction  b correspondingcrosssection

表１ 去除函数模型验证实验的参数

Table１ Parametersforverificationexperimentof
removalfunctionmodel

Parametertype Content

Basefluid H２O

Abrasive CeO２

Massfractionofabrasive/％ １

Outputpressure/MPa ０．６

Impactangle/(°) ４５

Diameterofnozzle/mm １

Dwellingtime/s ２４０

Nozzleheight/mm ７

Rotatespeedofnozzle/(rmin－１) ５０

Sizeofworkpiece/(mm×mm×mm) ２０×２０×１０

　　对比实际去除函数与计算得到的去除函数,如
图６所示,求得计算结果与理论结果的平均偏差值

约为７．０８％.分析实验及计算结果可知,建立的旋

转扫掠加工数学模型的计算结果与实际的实验结果

在最大去除深度及整体去除函数形貌方面的拟合度

较高,说明该模型是准确可信的.

４　基于模型的高斯型去除函数获取及
验证

４．１　喷嘴高度对去除函数形貌的影响

进行定点斜入射加工,工艺参数见表２,通过白

光干涉仪提取出呈月牙形的去除函数及其对称轴轮

廓图.在对称轴轮廓上以产生材料去除为临界点截

取一 段 包 含 去 除 最 深 点 的 线 段,在 此 线 段 上 以

５０μm为间距选取点O１,O２,,O８为回转轴心,如
表２ 定点斜入射加工的实验参数

Table２ Parametersforfabricationwithfixedobliqueincidence

Parametertype Content

Basefluid H２O

Abrasive CeO２

Massfractionofabrasive/％ ２

Outputpressure/MPa ０．８

Impactangle/(°) ４５

Diameterofnozzle/mm １

Dwellingtime/s １２０

Nozzleheight/mm ７

Sizeofworkpiece/(mm×mm×mm) ２０×２０×１０
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图６ 建模计算与实际实验所得去除函数的形态对比.(a)回转轴心I;(b)回转轴心II;(c)回转轴心III;(d)回转轴心IV
Fig．６ Profilecomparisonofremovalfunctionsobtainedbymodelcalculationandpracticalexperiment敭 a RotationaxisI 

 b rotationaxisII  c rotationaxisIII  d rotationaxisIV

图７ 计算选取的回转轴心在去除函数对称轴上的分布示意图.(a)去除函数的三维轮廓;(b)相应横截面

Fig．７ Distributionofrotationaxisselectedincalculationonsymmetricaxisofremovalfunction敭 a ３Dprofileofremoval
function  b correspondingcrosssection

图７所示,其对应的喷嘴高度依次增大.利用旋转

扫掠加工数学模型计算出以上述８个点为回转轴

心所生成的去除函数形貌,结果如图８所示.

　　选取的轮廓线段中包含去除最深点,保证了

计算实验所对应的喷嘴高度范围内能够生成实际

加工中所需要的单峰高斯型去除函数.以无材料

去除点为所选线段两端的临界截止点,故所选轮

廓线段覆盖了去除函数由双峰变为单峰到再次变

为双峰所对应的完整的喷嘴高度范围,保证了计

算实验的完备性.

　　由图８(a)~(h)可知,初始旋转扫掠射流抛光

生成的环状去除函数呈 W 形;随着喷嘴高度的增

大,W形的两个去除峰的间距逐渐减小,随后重叠

生成单峰的高斯型去除函数,此时回转轴心位于去

除最深点附近;随着喷嘴高度的进一步增大,去除峰

又会分离生成呈 W 形的环状去除函数.生成实际

加工中所需的单峰高斯型去除函数对应的轮廓图如

图８(b)~(e)所示,旋转扫掠射流抛光生成高斯型

去除函数所对应的高度是一段范围而非固定的一

点,这说明了该种加工方式对机床的装配精度与供

压系统的稳定性有一定的宽容度.

４．２　理想高斯型去除函数的获取

在计算机控制光学表面成形加工(CCOS)过程

中,单峰形态的理想高斯型去除函数能有效地避免

面型加工中的中高频误差,在实际加工中能有效地

提高面型误差的修正能力[１６].理想高斯型去除函数

的主要判断依据在于去除函数的最大去除深度Dmax

及去除直径ψ,Dmax越大,ψ 越小,整体函数形貌越接

１０２２００２Ｇ５
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图８ 回转轴位于不同位置时,计算所得的旋转扫掠去除函数的截面轮廓图.(a)O１;(b)O２;(c)O３;

(d)O４;(e)O５;(f)O６;(g)O７;(h)O８

Fig．８ CrossＧsectionalprofilesofremovalfunctionsbyrotatingsweepobtainedaftercalculationswhenrotationaxesareat
differentpositions敭 a O１  b O２  c O３  d O４  e O５  f O６  g O７  h O８

图９ 去除函数的最大去除深度.(a)示意图;(b)不同回转轴心下

Fig．９ Maximumremovaldepthofremovalfunction敭 a Schematic  b underdifferentrotationaxes

近于单脉冲,该去除函数越接近于理想高斯型[１７].
取计算中可生成单峰高斯型去除函数的喷嘴高

度范围,以１０μm为间距选取计算实验的回转轴心

进行进一步的实验,得到图９所示的Dmax随回转轴

心变化的趋势图,其中x 轴零点对应轮廓上的去除

最深点,x 轴正方向对应喷嘴高度逐渐增大的方向.
由图９可知,在该高度范围内,旋转扫掠生成去除函

数的Dmax随着喷嘴高度的增大呈先增大后减小的
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趋势,并在回转轴心与去除函数最深点重合时取得

最大值.
对于进一步的小间距实验,选取计算实验所得

的去除函数的最大去除深度的１％处的宽度为去除

直径ψ,得到图１０所示的ψ 随回转轴心变化的趋势

图,其中x 轴零点对应轮廓上的去除最深点,x 轴

正方向对应喷嘴高度逐渐增大的方向.由图１０可

知,在该高度范围内,旋转扫掠生成去除函数的ψ
随着喷嘴高度的增大呈先减小后增大的趋势,并在

回转轴心与去除函数最深点重合时取得最小值.

图１０ 去除函数的去除直径.(a)示意图;(b)不同回转轴心下

Fig．１０ Removaldiameterofremovalfunction敭

 a Schematic  b underdifferentrotationaxes

４．３　高斯型去除函数应用效果的验证

为了验证所得到的高斯型去除函数在实际加工

中的应用效果,将其与传统的定点入射加工方法进

行了对比.基于前文所述的高斯型去除函数的获取

条件,得到了表２所示工艺参数下最接近理想高斯

型的旋转扫掠加工去除函数.保持其余工艺参数不

变,分别利用旋转扫掠生成的高斯型去除函数及定

点斜入射生成的月牙形去除函数,对材料为BK７光

学玻璃材料的工件进行 XＧY 光栅扫描方式的平面

修形加工.利用激光干涉仪测量得到两种不同去除

函数实际加工结果的二维平面图,如图１１所示,其
中λ＝６３２．８nm.

分别对所得的两个表面进行功率谱密度(PSD)
分析,结果如图１２所示.可以看出,高斯型去除函

数加工所得表面的PSD曲线在中高频段(频率高于

图１１ 不同方法加工所得平面.(a)传统方法;
(b)高斯型去除函数

Fig．１１ Surfacesprocessedbydifferentmethods敭

 a Traditionalmethod  b GaussianＧtyperemovalfunction

图１２ 不同去除函数下所得加工表面PSD曲线分析

Fig．１２ PSDanalysisofprocessedsurfacesunder
differentremovalfunctions

８．３mm－１)低于传统加工方法所得的.由此可知,
相较于传统的定点入射方法,基于旋转扫掠加工数

学模型所得到的高斯型去除函数能较为显著地改善

射流抛光加工中的中高频误差,对提高射流抛光加

工的面型误差修正能力具有积极作用.

５　结　　论

针对当前旋转扫掠射流抛光加工中难以获得理

想高斯型去除函数、缺少相应理论指导的现状,建立
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了一种旋转扫掠生成中心对称去除函数的数学模

型,分析发现加工过程中喷嘴高度是影响去除函数

形貌的决定性参数,计算得出了一系列喷嘴高度下

旋转扫掠生成的去除函数的形貌规律,得到了形成

最接近理想高斯型去除函数所对应的具体加工工艺

参数,主要结论如下.
随着喷嘴高度的增大,旋转扫掠去除函数呈现

从 W形变化为单峰的高斯型随后再次变化为 W 形

的变化规律,可生成高斯型去除函数的喷嘴高度是

一小段范围而非固定的一点.
在生成高斯型去除函数的条件下,随着喷嘴高

度的增大,高斯型去除函数的最大去除深度Dmax呈

先增大后减小的趋势,去除直径ψ 呈先减小后增大

的趋势.在该过程中,当喷嘴高度满足回转轴心与

定点斜入射去除函数的最深点重合时,高斯型去除

函数的Dmax取得最大值,ψ 取得最小值,最接近于

理想的高斯型去除函数,有利于提高实际加工中的

面型误差修正能力,提高加工精度.
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