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摘要　在面向精准医疗的分子影像领域,荧光分子断层成像(FMT)是当前的研究热点之一.由于FMT逆问题严

重的病态性,背景荧光噪声会对重建结果产生严重的负面影响.在深入研究基于有限元的FMT重建方法的基础

上,提出利用低秩矩阵填充技术克服背景荧光的方法.该方法将不同激发节点形成的外表面观测组成一个有元素

缺失的观测矩阵,利用低秩矩阵填充算法恢复该矩阵的缺失元素,同时抑制观测矩阵含有的背景荧光噪声.利用

去噪后的观测矩阵建立了新的FMT逆问题模型,并利用其对荧光目标进行重建.单荧光和双荧光目标重建实验

表明:基于去噪后FMT逆问题模型的重建结果获得了显著改善.

关键词　生物光学;背景荧光抑制;低秩矩阵填充;去噪;荧光分子断层成像

中图分类号　TP３９１　　　文献标识码　A　　 doi:１０．３７８８/AOS２０１８３８．１０１７００３

LowＧRankＧMatrixＧCompletionＧBasedMethodfor
SuppressingBackgroundFluorescence

WangXiaodong∗∗ GengGuohua∗ YiHuangjian HeXuelei HeXiaowei
SchoolofInformationandTechnology NorthwestUniversity Xi′an Shaanxi７１００２７ China

Abstract　Fluorescencemoleculartomography FMT isahotresearchtopicinmolecularimagingappliedto
precisionmedicine敭DuetotheseriouslyillposedFMTinverseproblem backgroundfluorescencenoiseoften
degradesFMTreconstructionresultsgreatly敭AfteranalyzingFMTreconstructionmethodsbasedonthefinite
elementmethod weproposeamethodforsuppressingbackgroundfluorescenceusinglowrankmatrixcompletion
technology敭Theproposedmethodbuildsanincompleteboundaryobservationmatrixwhichcolumnscorrespondto
differentexcitationsources敭Then alowrankmatrixcompletionalgorithmisemployedtocompletethematrixand
suppressthebackgroundfluorescence敭Atlast anewFMTinverseproblemisformedbythedenoisedboundary
observationmatrix withwhichthefluorescenttargetsarereconstructed敭ThenewFMTinverseproblemisapplied
toreconstructsingleanddoublefluorescenttargets numericalexperimentsillustratethatthereconstructionresults
areimprovedgreatly敭
Keywords　biotechnology backgroundfluorescencesuppress lowrankmatrixcompletion denoise fluorescence
moleculartomography
OCIScodes　１７０敭３０１０ １７０敭６９６０ １７０敭６２８０

　　收稿日期:２０１８Ｇ０１Ｇ０８;修回日期:２０１８Ｇ０４Ｇ２３;录用日期:２０１８Ｇ０４Ｇ２８
基金项目:国家自然科学基金(６１７３１０１５,６１６７３３１９,１１５７１０１２,６１６４０４１８)、陕西省国际合作项目(２０１３KW０４Ｇ０４)

　∗EＧmail:ghgeng＠nwu．edu．cn;∗∗EＧmail:Xiaodong_Wang_１８０１＠１６３．com

１　引　　言

荧光分子断层成像(FMT)在分子影像领域是

一个重要的研究分支.与其他分子断层成像技术相

比,FMT具有副作用小、成本低、精度高、稳定性强

等特点,在肿瘤的早期检测、新药物研发等领域具有

巨大的应用价值.FMT通过光源重建定位荧光分

子探针,从而达到检测早期肿瘤的目的.而背景荧

光(BF)是影响FMT光源重建效果的重要因素.这

些背景荧光通常有两个来源[１],第一个来源是那些

分布在非目标区域的荧光探针,第二个来源是生物

体自身产生的自体荧光.由于FMT逆问题的病态

性,这些背景荧光通常对光源重建精度影响很大.
因此,研究减小或消除这些背景荧光的方法就显得

非常有价值.
很多研究者致力于减小或消除这些背景荧光,

所使用的方法大致可以分为３类.
第一类方法是估计单幅视图的背景荧光能量,
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并 将 其 从 外 表 面 观 测 中 减 去[２Ｇ４].Gao 等[２]和

Soubret等[３]利用物理模型估计背景荧光的能量,

Ale等[４]使用Gao等[２]和Soubret等[３]给出的物理

模型,并为将要减去的背景荧光项增加一个比例因

子,这个因子是依据当前外表面观测结果按照一定

公式计算获得的.
第二类是采用谱解混的方法[５Ｇ６],这类方法主要

用于多光谱荧光图像的去噪,与FMT有紧密的关

系,其中的方法值得借鉴.Qin等[５]利用非负矩阵

分解的方法将观测到的多光谱荧光图像分解成不同

的端元谱矩阵和丰度分数矩阵的乘积,背景荧光可

以被认为是含在某一个端元谱中.Xu等[６]采用多

变量曲线的方法来寻找多光谱荧光图像中的不同谱

成分.当然,也有文献采用物理方法测量并形成端

元谱矩阵[７],该方法只需用最小二乘方法计算丰度

分数矩阵即可.尽管计算简单,但 Qin等[５]指出,

Plaza等[７]使用的矩阵分解方法效果并不理想.也

有些学者将成分分离的方法用于FMT光源重建后

的处理[８],如Pu等[８]采用独立成分分析的方法将

重建出的非目标区域的荧光能量去除.
第三类方法是利用重建算法的稳健性克服背景

荧光噪声[１].Zhang等[１]采用L２Ｇ范数正则方法构

建FMT逆问题,将前一次逆问题获得的重建结果

用３D离散余弦滤波,然后用L１Ｇ范数正则方法抑制

目标函数的能量,重复这一过程若干次后,算法停

止.Zhang等[１]采用的方法是专门为克服背景荧光

噪声而设计的算法,该算法的重建质量很高.此外,
一些基于稀疏正则项的FMT逆问题也具有一定的

抑制背景荧光噪声的作用,如基于L１Ｇ范数正则的

逆问题[９]、基于 LpＧ范数(０＜p＜１)正则的逆问

题[１０]等.
本文的目标是利用低秩矩阵填充方法抑制由分

布在非目标区域的荧光探针产生的背景荧光噪声.

FMT的光源重建是根据多激发光源点产生的多角

度观测协同完成的.每一个激发光源产生的外表面

荧光分布可以变形成一个列向量,不同激发光源产

生的列向量排在一起可以形成一个外表面观测矩

阵.由于采集设备的限制,只能观测到与激发光源

相反方向的外表面,可视区域的范围一般为１２０°或

１５０°.因此,外表面观测矩阵的大部分元素都是缺

失的.通过推导可以证明外表面观测矩阵具有低秩

属性,因此可以通过矩阵低秩填充的方法恢复,在恢

复这些缺失元素的同时,背景荧光噪声将被大幅降

低.利用去噪后的外表面观测重建的FMT光源质

量将会获得极大改善.
从上一段的描述可以看出,本文提出的方法是

利用矩阵这一数学工具,结合生物体外表面荧光分

布的先验信息,通过优化方法来达到去除或抑制背

景荧光噪声的目的.在本质上讲,本方法应该属于

前面提到的第二类去噪方法.当然,本方法与前面

提到的方法相比[１Ｇ１０],也有非常多的不同之处,概括

起来主要为:
首先,在去噪原理方面,本研究证明外表面观测

矩阵具有低秩属性,并依据这一属性进行背景荧光

去噪.本方法的去噪原理与基于物理模型和端元谱

的去除背景荧光方法不同.
其次,在去噪策略方面,本研究采用多视角外表

面观测联合背景荧光去噪策略.本方法的去噪测量

与单视角外表面观测图像去噪及稳健重建算法去噪

有所不同.
再次,在去噪工具方面,本研究创新性地将矩阵

低秩填充技术这一数学工具用于背景荧光去噪.本

方法去噪所用数学工具与非负矩阵分解、独立成分

分析、３D离散余弦滤波等技术不同.
本研究通过仿真实验对所提方法加以验证.实

验结果表明,对于不同的噪声强度和不同的光源数

量,光源的重建效果都获得了很大提高.

２　原理与方法

２．１　光辐射传输模型及其简化方程

在生物断层成像领域,通常使用扩散方程(DE)
来近似模拟光在生物组织中的传输过程[１１].而

FMT有激发和发射两个过程,因此能完整描述这两

个光传输过程的方程为

Ñ[Dx(r)ÑΦx(r)]－μax(r)Φx(r)＝－s(r),
(１)

Ñ[Dm(r)ÑΦm(r)]－μam(r)Φm(r)＝
－Φx(r)η(r)μaf(r), (２)

式中:r为３D位置向量;μa 为介质对光的吸收系数

(下角标x表示激发过程,m表示发射过程);D 为

介质对光的扩散系数;s(r)为激发光源的分布函数;

Φ 为光子流密度函数;η 为荧光产额的转换效率比

例;μaf为荧光团的吸收系数.(１)式和(２)式被统称

为耦合扩散方程(CDEs),其中D 的计算公式为

D＝
１

３[μa＋(１－g)μs]
, (３)

式中:μs 为介质对光的散射系数;g 为各向异性参

数.D、μa、μs 都是r的函数.

１０１７００３Ｇ２



光　　　学　　　学　　　报

直接求解 CDEs并不容易,因此常使用数值的

方法求CDEs的近似解.其中,有限元方法是最常

用的数值方法[１２Ｇ１３],该类方法用很小的四面体网

格将生物体划分成不同的单元,每一个单元中光

子流密 度 函 数 用 线 性 函 数 做 近 似 处 理,再 结 合

Robin边界条件[１４Ｇ１５]就可以将CDEs转换成两个线

性方程组:
Kxφx＝sx, (４)

Kmφm＝KFφxx⇔φm＝K－１
mKFdiag(φx)x,(５)

式中:K 为有限元系统矩阵;φ 为列向量,φ 中的每

个元素都是对应有限元节点的光子流密度;s 为列

向量,其反映激发光源在有限元节点上的分布;KF

为对φx 有限元进行离散获得的系统矩阵;diag(φx)
为以φx 的分量为对角线元素的对角矩阵;x 为一个

列向量,它指示荧光团的位置,若某个节点在荧光团

内部,则x 与之对应的分量值为ημaf,反之则x 与之

对应的分量值为０.在文献[１５]中,KFdiag(φx)用
矩阵F 表示.对于FMT逆问题,x 是待求解的未

知量.有限元方法将对微分方程求解的复杂问题转

化为对线性方程组的求解问题,大大降低了构建

FMT逆问题的难度.

FMT逆问题的构建将在下面两小节详细介绍.

２．２　外表面观测矩阵的低秩属性

(４)式和(５)式分别是模拟单个激发光源sx 产

生的激发光和发射光在生物体内的传输过程.在真

实实验中,通常需要多个激发光源产生的外表面观

测来共同定位生物体中的荧光团.设多个激发光源

分别是sx,１,,sx,l,,sx,L,其中l＝１,２,,L,它
们对应的光传输近似方程分别为

Kxφx,l ＝sx,l
φm,l ＝K－１

mKFdiag(φx,l)x{ , (６)

(６)式中的Kx、Km、KF、x 都已知,且是与激发光源

sx,l无关的量;φx,l可以通过公式φx,l＝K－１
xsx,l计算

获得.FMT 光源重建就是已知 φm,l,然后 利 用

(６)式的第二个方程计算荧光团分布向量x.然而,

φm,l是无法被全部观测到的,只有位于外表面的节

点对应的φm,l的分量才有可能被观测到.设这些外

表面的节点对应的指标集为I０,令φ－m,l＝(φm,l)I０,

B＝(K－１
m KF)I０:,其中(φm,l)I０表示由指标集I０ 对

应的φm,l的分量形成的子向量,(K－１
m KF)I０:表示由

指标集I０ 对应的矩阵K－１
m KF 的行组成的子矩阵.

于是,可以得到对FMT光源重建有意义的方程组:

φ－m,l ＝Bdiag(φx,l)x,l＝１,２,,L. (７)
将(７)式中的φ－m,l按l的顺序排成一个矩阵,则有:

Ψ ＝[φ－m,１　　φ－m,l　　φ－m,L]＝
B[diag(φx,１)x　　diag(φx,l)x　　diag(φx,L)x].

(８)

　　下面证明外表面观测矩阵Ψ 具有低秩属性.
首先给出两个假设,这两个假设在后面的证明

中将被用到.假设１:真实发射光光源(荧光团)近
似于点光源,激发光在每个真实光源上的分布近似

为常数.假设２:在真实发射光光源处的转换效率η
远大于在伪发射光光源处的转换效率.

假设２显然是合理的,因为在目标区域(如肿瘤

部位)荧光分子探针的密度会非常大,因此更多的激

发光被转换为发射光.而在非目标区域,尽管可能

存在荧光分子探针,但是其密度一定是非常低的,因
此转换效率也必然很低.对于假设１,现实中可能

有部分荧光团体积较大而不能近似成为点光源,但
是可以通过拆分的形式将其等效为几个点光源,这
不会影响后面的推导结果.

为了更直观地展示,这里使用一个２D仿真模

型(图１)辅助该证明,其结论很容易被推广到一般

的３D模型或真实老鼠数据.该模型含有２个真实

荧光目标(图１红色方框含有的节点)和５个等效激

发点(图１绿色小圆圈对应的节点),同时该仿体还

设置了４个伪光源(图１蓝色椭圆含有的节点)作为

背景荧光的来源.为了叙述方便,仿体中的真实荧

光目标分别被编号为１号发射光源和２号发射光

源,伪光源分别被编号为３~６号,激发点分别被编

号为７~１１号.

图１ ２D仿真模型

Fig．１ ２Dsimulationmodel

　　设１号光源节点对应的x 的子向量为x１＝
(x１　x２　　xn１

)T,２号光源节点对应的x 的子

向量为x２＝(xn１＋１　xn１＋２　　xn２
)T,３~６号伪

光 源 节 点 对 应 的 x 的 子 向 量 分 别 为 x３ ＝
(xn２＋１　xn２＋２　　xn３

)T,,x６＝(xn５＋１　xn５＋２　　xn６
)T,

其他 非 光 源 节 点 对 应 的 x 的 子 向 量 为 x７＝
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(xn６＋１　xn６＋２　　xn)T＝０,这里０表示元素均

为 ０ 的 列 向 量.不 失 一 般 性,可 以 令 x ＝
[(x１)T　(x２)T　　(x７)T]T.对x 进行一个平

凡的 拆 分,令 x~１＝[(x１)T　０T　　０T]T,x~２＝

[０T　(x２)T　　０T]T,,x~７＝[０T　　０T　(x７)T]T.
显然有:

x＝x~１＋x~２＋＋x~７. (９)

　　对于第l个激发光源,利用(７)式可得:

φ－m,l ＝φ~１l ＋φ~２l ＋＋φ~７l ＝B[diag(φx,l)x~１＋diag(φx,l)x~２＋＋diag(φx,l)x~７], (１０)
式中:φ~il＝Bdiag(φx,l)x~i,i＝１,２,,７.根据假设１可知,对角矩阵diag(φx,l)与x~i(i＝１,２)非零位置对应

的对角线元素为常数,设这个常数为pi
l,于是有:

φ~i
l ＝pi

lBx~i,i＝１,２,l＝１,２,,L. (１１)

　　对于所有L 个激发点,将(１０)式代入(８)式,就可以得到外表面观测矩阵:

Ψ ＝[φ－m,１  φ－m,l  φ－m,L]＝[φ~１１＋φ~２１＋＋φ~７１φ~１l ＋φ~２l ＋＋φ~７lφ~１L ＋φ~２L ＋＋φ~７L]＝
[φ~１１  φ~１l  φ~１L]＋[φ~２１  φ~２l  φ~２L]＋＋[φ~７１  φ~７l  φ~７L]＝
[φ~１１  φ~１l  φ~１L]＋[φ~２１  φ~２l  φ~２L]＋E, (１２)

式中:E＝[φ~３１　　φ~３l　　φ~３L]＋＋[φ~７１　

φ~７l　　φ~７L].由假设２可知,在伪光源位置x~i 的

值非常小,因此φ~il＝Bdiag(φx,l)x~i(i＝３,４,５,６,

l＝１,２,,L)的每个分量也非常小.再考虑到

φ~７l＝Bdiag(φx,l)x~７＝Bdiag(φx,l)０＝０,因此背景荧

光引起的噪声矩阵E 对于Ψ 的秩不会产生很大影

响.最后将(１１)式代公(１２)式,可得:

Ψ ＝[p１
１Bx~１　　p１

lBx~１　　p１
LBx~１]＋

[p２
１Bx~２　　p２

lBx~２　　p２
LBx~２]＋E＝

[Bx~１　Bx~２]
p１１　　p１l　　p１L
p２１　　p２l　　p２L

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋E.(１３)

　　从以上推导可以看出,对于图１所示的仿体,如
果忽略噪声矩阵E 对外表面观测矩阵Ψ 的影响,Ψ
的秩为２.该证明方法很容易被推广到荧光团具有

较大体积的情况.如果一个荧光团的体积较大而不

能等效成点光源,则可以将其拆分,获得可以等效成

点光源的几个小荧光团,这样利用本节类似的证明

方法,可以证明Ψ 仍然是低秩的.这里需要说明的

一点是,由于FMT的一个很重要的应用是疾病(如
肿瘤)的早期检测,因此患病部位的荧光团通常应该

是很小的.

２．３　提出方法

由于硬件的限制,外表面观测矩阵Ψ 中的很多

元素在医疗实践中是无法获得的.图２为一个数字

鼠的截面图,该截面与xy 平面平行.在图２中,黑
色点是等效激发节点,红色的圆圈(O 点)是该截面

数字鼠中心,蓝色曲线为数字鼠的外表面.如果当

前激发节点是绿色圆圈中的黑色点,与之反方向一

定角度(对于图２是１２０°)内的外表面的观测是可靠

的,如阴影部分区域对应的外表面,这部分区域被称

为可视域(FOV),其他部分的外表面观测被认为是

未知的.

图２ 可视域示意图

Fig．２ SketchofFOV

　　上述分析说明,Ψ 的每一个列向量φ－m,l(l＝１,

２,,L)都有很多元素缺失,通常应对这一状况的

方法是,将缺失元素对应的方程去掉.原始方程组

由(７)式表示,删掉缺失观测对应的方程组后为

φ̂m,l ＝Alx,l＝１,２,,L, (１４)

式中:φ̂m,l＝(φ－m,l)Il;Al＝[Bdiag(φx,l)]Il:.Il 是

第l个激发节点的可视域中的外表面节点对应的指

标集,(φ－m,l)Il是指标集Il 对应的φ－m,l的分量形成

的子向量,[Bdiag(φx,l)]Il:是指标集Il 对应的矩阵

Bdiag(φx,l)的行组成的子矩阵.由于(１４)式中的

每一个方程组都有相同的解x,这L 个方程组可以

合并成一个方程组:

φ＝Ax, (１５)
式 中:φ ＝ [(φ̂m,１)T　(φ̂m,２)T　　(φ̂m,L)T]T;

A＝[(A１)T　(A２)T　　(AL)T]T.FMT逆问题

就是利用方程组(１５)式求x.
从２．２节的讨论中可以看到,背景荧光将会导
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致噪声矩阵E.尽管E 中元素的值可能很接近于

０,但是由于FMT逆问题的病态性,它可能导致比

较大的重建误差,可以考虑采用矩阵低秩分解的办

法抑制或去除(１３)式中的噪声矩阵E.
在人工智能和图像处理等很多领域,矩阵的低

秩填充技术一直是研究的热点,如缺损图像的修

复[１６]、电影用户的偏好分析与电影推荐[１７]等.一

个相对简单的矩阵低秩填充算法OR１MP[１８]常被用

于恢复外表面观测矩阵Ψ 中缺失的数据,并抑制噪

声矩阵 E.由 于 本 课 题 组 使 用 的 符 号 与 Wang
等[１８]的论文表述有所差异,为了方便阅读,本课题

组给出基于新符号的OR１MP算法流程.
为了叙述简洁,首先给出一些记号.ΨNO为含

有背景荧光噪声的外表面观测矩阵.Ω 为掩模矩

阵,Ω 与ΨNO是同型矩阵.如果ΨNO中i行j 列的

元素缺失,则Ω 的i行j列元素为０;如果ΨNO中i
行j列的元素没有缺失,则Ω 的i行j列元素为１.

ΨNO中缺失元素用０替代.vec()为一个函数,它
将一个矩阵按照一定顺序拉成一个列向量.如:

ΨNO＝[φ－m,１　　φ－m,l　　φ－m,L],则vec(ΨNO)＝
[(φ－m,１)T　　(φ－m,l)T　　(φ－m,L)T]T.IΩ 是一

个指标集,它记录vec(Ω)非０元素的位置.令a 是

一个列向量,(a)IΩ
表示由a 对应指标集IΩ 的元素

组成的子向量.令ΨLR是利用矩阵低秩填充方法去

噪后 获 得 的 外 表 面 观 测 矩 阵,它 与 ΨNO 是 同 型

矩阵.

OR１MP算法[１８]的步骤如下:
步骤１:输入 ΨNO、Ω 及最大迭代次数K.令

Ψ０
LR＝０是与ΨNO同型的零矩阵.置k＝０.

步骤２:对矩阵Rk＝ΨNO－Ψk
LR进行奇异值分

解,并令最大奇异值对应的左右奇异向量分别为uk

和vk,Mk＝uk (vk)T.
步骤３:计算Mk＝[(vec(M１))IΩ　(vec(M

１))IΩ

　(vec(Mk))IΩ
].

步骤４:计算权向量θk＝[(Mk)TMk]－１(Mk)T×
[vec(ΨNO)]IΩ

.

步骤５:计算Ψk＋１
LR ＝∑

k

i＝１
θk

iMi,其中θk
i 是θk 的第

i个分量.
步骤６:如果迭代次数未达到最大迭代次数K,

则k＝k＋１,转步骤２;否则,算法停止,输出去噪填

充后的矩阵ΨLR＝Ψk＋１
LR .

为了便于理解 OR１MP算法,图３给出了该算

法的流程图.

图３ 算法１的流程图

Fig．３ Flowchartofalgorithm１

对于含背景荧光噪声且有元素缺失的外表面观

测矩阵ΨNO,可以采用(１５)式构建FMT逆问题.类

似于(１５)式,此时的逆问题记为

φNO＝Ax. (１６)

　　对于去噪后的外表面观测矩阵ΨLR,也可以使

用相同的方法,构建的FMT逆问题记为

φLR＝Ax. (１７)

　　所提算法并没用采用填充后的完整外表面观测

矩阵构建FMT逆问题,原因有两个.第一,由完整

外表面观测矩阵构建的FMT逆问题规模比逆问题

[(１７)式]大很多,求解速度会很慢.第二,在仿真实

验中,真实的外表面观测是可以获得的,不妨设可视

域内的真实观测为φTR,利用(１７)式作为逆问题,可
以对比去噪前后的两个相对误差,即:

eNO＝ φNO－φTR ２/φTR ２, (１８)

eLR＝ φLR－φTR ２/φTR ２. (１９)

　　如果采用填充后的完整外表面观测矩阵构建

FMT逆问题,则将没有办法获得相对应的含噪外表

面的相对误差,因为可视域外的含噪观测是缺失的,
是不能参与FMT光源重建的.

３　仿真实验

３．１　实验设计

采用两组非匀质数字鼠仿真实验验证所提方法

的有效性.一组实验对单目标光源进行重建,另一

组对双目标光源进行重建.实验采用的数字鼠模型
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由南加利福尼亚大学生物医学影像组提供[１９].为

了计算方便,实验中依据惯例[２０]对数字鼠模型进行

了简化,沿z轴截取数字鼠躯干中部约３４mm作为

实验对象,仅保留肌肉、心脏、胃、肝、肾、肺等器官,

其余器官全部合并成肌肉.各器官的光学参数见

表１,其中激发光的波长为６７０nm,发射光波长为

７１０nm,μ′sx＝(１－g)μsx和μ′sm＝(１－g)μsm分别为

激发阶段和发射阶段数字鼠器官的约化散射系数.
表１ 数字鼠器官光学参数

Table１ Opticalparametersoftheorgansofdigitalmouse

Organ μax/mm－１ μ′sx/mm－１ μam/mm－１ μ′sm/mm－１ g

Muscle ０．０７５ ０．４１２ ０．０４３ ０．３５０ ０．９０

Heart ０．０５１ ０．９４４ ０．０３０ ０．８７０ ０．８５

Stomach ０．０１０ １．４１７ ０．００７ １．３４０ ０．９２

Liver ０．３０４ ０．６６８ ０．１７６ ０．６２９ ０．９０

Kidneys ０．０５８ ２．２０４ ０．０３４ ２．０２１ ０．８６

Lungs ０．１７０ ２．１５７ ０．０９７ ２．０９３ ０．９０

　　实验采用的激发平面对应的z 轴坐标为z＝
１７mm,位于截取躯干部位的正中间.１８个等效激

发节点等角度地散布在激发平面上,等效激发节点

以及反方向的１２０°可视域如图２所示.逆问题采用

２．３节所述方法构建.所提方法对应的逆问题(即
利用OR１MP算法获得去背景荧光噪声后的可视域

外表面观测所形成的逆问题)如(１７)式所示.对比

方法的逆问题则由含背景荧光噪声的可视域外表面

观测形成,即(１６)式.直接求解逆问题方程组(１６)、
(１７)式的重建效果是不理想的,因为分子影像的逆

问题都有非常严重的病态性.通常采用正则化方法

对逆问题进行求解,求解的正则化数学模型有很多,
如基于 L２Ｇ范数[２１]、L１Ｇ范数[２２]、L０Ｇ范数[２３]、LpＧ范
数(０＜p＜１)[２４]、TVＧ范数[２５]、(L１ＧL２)Ｇ范数[２６]等

的正则化模型.目前,公认的在效率、精度和稳定性

上都非常出色的优化模型是基于L１Ｇ范数的数学模

型,因此本节采用该模型对逆问题(１６)、(１７)式进行

求解.对应于逆问题(１６)、(１７)式的L１Ｇ范数优化

模型分别为

min
x

１
２ Ax－φNO

２
２＋τ x １, (２０)

min
x

１
２ Ax－φLR

２
２＋τ x １. (２１)

式中:τ 为 正 则 参 数.实 验 采 用IVTCG(也 称

ITCG)算法[２７Ｇ２８]对优化问题(２０)、(２１)式进行求解,
这是一个在分子影像领域被广泛使用[２９Ｇ３１]且程序公

开的算法.为了叙述方便,将用于求解优化问题

(２０)式的IVTCG方法(即对比方法)记为IVTCGＧ
NO,将用于求解优化问题(２１)式的IVTCG方法

(即所提方法)记为IVTCGＧLR.
使用两个客观指标来评价上述两种方法的优

劣.第一个指标是定位误差(LE),即重建目标的中

心与真实目标中心的距离(单位为mm).第二个指

标是对比噪声比(CNR)RCN
[３２],其计算公式为

RCN＝ μnoi－μnob

(wnoiσ２noi＋wnobσ２nob)１/２
, (２２)

式中:μnoi和μnob分别为感兴趣区域和背景区域节点

对应能量值的均值;σ２noi和σ２nob分别为感兴趣区域和

背景区域节点对应能量值的方差;wnoi和wnob分别

为感兴趣区域和背景区域中节点数占总结点数的比

例.计算CNR需要将截取的数字鼠躯干部分划分

成两部分,第一部分为真实光源所在区域,称为感兴

趣区域,第二部分为剩余的区域,称为背景区域.光

源重建后,每一个有限元节点都会对应一个能量值.
如果重建结果比较理想,即大部分能量大于０的节

点位于感兴趣区域,且能量值分布比较均匀,只有少

部分能量大于０的节点分布在背景区域,此时μnoi

很大,μnob较小,而由于感兴趣区域的节点能量值分

布均匀,背景区域节点能量值大部分为０,故方差

σ２noi和σ２nob都会比较小,因此获得的 CNR会很大.
反之,如果重建效果不理想,大部分能量大于０的节

点位于背景区域,此时μnoi很小,μnob较大,相应的方

差σ２nob比较大,所以获得的CNR就会很小,甚至为

负值.从上面的分析可以看到,指标CNR越大越

好,LE越小越好.

IVTCG算法有两个参数,一个是正则参数τ,
另一个是终止阈值ε,它们的取值范围分别为τ∈
{１０－１０,１０－１１,,１０－１７},ε∈ {１０－９,１０－１０,,
１０－１５},参数组(τ,ε)共有５６种可能的取值组合.
在光源重建中,IVTCGＧNO和IVTCGＧLR分别在

５６个参数组合条件下运行,最优的LE对应的实验

结果将采用表格的方式加以展示.对于矩阵低秩填

１０１７００３Ｇ６



光　　　学　　　学　　　报

充算法OR１MP来说,它也有一个参数,就是最大迭

代次数K,实验均选择对应最优的相对误差值,见
(１９)式,对应的K 为OR１MP算法的参数.

在实验中,真实目标都是圆柱体,其底面半径为

１mm,高为２mm.真实目标位置的荧光产额设置

为０．０６.实验假设荧光探针在肝和肾部位富集,且
分布均匀,由它们产生背景噪声,这两个器官处的背

景荧光产额被设置为０．０６/５０、０．０６/６０、０．０６/７０、

０．０６/８０、０．０６/９０、０．０６/１００共６个级别的不同噪

声.不同噪声级别、不同光源个数下的重建结果将

在后文分别说明.
这一研究的所有实验都在惠普Z４２０工作站上

进行,该工作站的中央处理器(CPU)为至强 E５Ｇ
１６８０v２,其主频为３．０GHz,内存为３２G.使用的程

序在 Windows７环境下由MATLAB２０１３b软件编

写并运行.

３．２　单光源实验结果

下面通过重建单荧光目标检验所提方法的效

果.在仿真实验中,需要使用两个有限元网格离散

截取的数字鼠躯干部分.一个网格较细,用于模拟

激发光在数字鼠体内的传播、激发光在真实光源和

背景光源处转化形成发射光以及发射光在数字鼠体

内传播的过程,目的是获得外表面观测数据.这个

网格被称为前向网格.另一个网格相对较粗,被称

为逆向网格,利用这个网格和前面获得的外表面观

测数据,可以通过FMT逆问题重建光源.本实验

将单光源设置在肝脏处,真实中心坐标为(１７,１４．３,

１５),前向网格含有２５２７１个节点和１４１１２６个四面

体,逆向网格含有２９８１个节点和１５５５３个四面体.
重建结果如表２所示,其中第１列是使用方法的名

称,第２列是噪声级别(NL),第３列是两种方法各

自最优的LE对应的参数组合,第４、第５和第６列

分别为最优参数组合条件下的平均LE(±标准差)、
平均CNR(±标准差)和平均算法运行时间(±标准

差),每一列最优的重建结果用黑体表示.正常条件

下OR１MP和IVTCG都是确定算法,不具有随机

性,但 是 由 于 在 程 序 中 使 用 了 MATLAB 的

svds．mat函数,该函数有一定的随机性,即对于相同

的矩阵,其奇异值分解(SVD)结果会不同,这会导致

同一噪声条件下多次运行IVTCGＧLR得到的重建

结果有所差异,因此表２中的数据都是５次随机实

验平均后的结果,用于测试IVTCGＧLR的稳健性.
从表２中的数据可以看到,IVTCGＧLR 在 LE和

CNR两个指标上都有非常大的优势,两种方法的运

行时间相差不多.值得注意的是,在两个最小的背

景荧光噪声级别０．００６/９０和０．００６/１００下,IVTCGＧ
LR的CNR突然变小了.考虑到FMT逆问题的病

态性,这种数据上较大幅度的退化是正常的,即便退

化比较严重,与比较方法相比,IVTCGＧLR仍然是

具有优势的.从稳健性测试结果也可以看出,由

svds．mat函数导致的随机误差对IVTCGＧLR基本

没有影响.
表２ 不同噪声级别下两种方法的重建结果

Table２ Reconstructionusingtwomethodsatdifferentnoiselevels

Method NL (τ,ε) LE/mm CNR Time/s

IVTCGＧLR ０．０６/５０ (１０－１２,１０－１２) ０．４６７９±９．２×１０－３ ２０．５４５５±１．８ ７１．０２３０±４．４

IVTCGＧNO ０．０６/５０ (１０－１４,１０－１２) ０．７５２８±０ １３．７４３２±０ ７４．３６０８±３．２

IVTCGＧLR ０．０６/６０ (１０－１２,１０－１２) ０．４４０９±８．７×１０－３ ２５．２０６８±２．０ ６２．６３１２±４．３

IVTCGＧNO ０．０６/６０ (１０－１４,１０－１２) ０．７４２０±０ １４．２６８８±０ ６９．７１３６±１．３

IVTCGＧLR ０．０６/７０ (１０－１２,１０－１２) ０．４１５４±１．１×１０－２ ２７．９８３２±３．３×１０－１ ６１．４３９２±７．０

IVTCGＧNO ０．０６/７０ (１０－１４,１０－１２) ０．７３１３±０ １４．８３１５±０ ６８．２４６８±０．６

IVTCGＧLR ０．０６/８０ (１０－１２,１０－１２) ０．３９２８±３．９×１０－３ ２８．８３２２±４．０×１０－１ ５２．３１５２±３．５

IVTCGＧNO ０．０６/８０ (１０－１４,１０－１２) ０．７１３４±０ １６．１１３４±０ ６８．２６２８±１．９

IVTCGＧLR ０．０６/９０ (１０－１２,１０－１３) ０．３８１０±４．４×１０－４ １７．４２８５±１．２×１０－２ ５１．３３６２±４．８

IVTCGＧNO ０．０６/９０ (１０－１４,１０－１２) ０．７０３１±０ １６．１７２３±０ ６７．９０３０±１．５

IVTCGＧLR ０．０６/１００ (１０－１２,１０－１３) ０．３５９１±３．９×１０－４ １８．３５１１±５．９×１０－３ ４５．３０４８±１．９

IVTCGＧNO ０．０６/１００ (１０－１４,１０－１２) ０．６９１５±０ １６．４２７８±０ ６６．２２４２±０．５

　　下面在视觉上展示两种方法的重建结果.受篇

幅所限,本组实验只给出０．０６/５０噪声级别下,５次

实验的第１次实验的对比结果.图４给出了该次实

验中两种方法的２D和３D重建结果.图中的第一

行是２D重建结果图,该展示平面垂直于z 轴,对应

的z轴坐标为z＝１５mm,与真实光源中心的z轴
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图４ 单光源实验中,０．０６/５０噪声级别下两种方法的２D
和３D重建结果.(a)IVTCGＧNO方法的２D重建

结 果;(b)IVTCGＧLR 方 法 的 ２D 重 建 结 果;
(c)IVTCGＧNO方法的３D重建结果;(d)IVTCGＧ
　　　　　　LR方法的３D重建结果

Fig．４Reconstructionusingtwomethodsatnoiselevel
of０敭０６ ５０insinglelightsourceexperiment敭

 a ２DreconstructionusingIVTCGＧNOmethod 

 b ２DreconstructionusingIVTCGＧLRmethod 

 c ３DreconstructionusingIVTCGＧNOmethod 

 d ３DreconstructionusingIVTCGＧLRmethod

坐标相同.图中红色的圆圈为真实光源位置,不同

的颜色对应不同的荧光产额密度.图４(c)、(d)为

３D重建结果图,其中灰色区域对应肌肉,蓝色区域

对应心脏,青色区域对应肺,绿色区域对应胃,褐色

区域对应肾,黄色区域对应肝.图中的红色圆柱体

是真实光源,它位于肝脏内,粉色区域是重建的荧光

目标.

　　从图４的展示结果可以看出,两种方法的重建

光源都可以很好地定位真实目标,但IVTCGＧNO
方法的重建目标区域体积非常大,在背景区域上的

分布非常广,因此相应的CNR必然会相对较小,这
与表２中的数据指标是一致的.

最后给出去噪前和去噪后外表面观测的平均相

对误差和OR１MP算法的平均运行时间,两个误差

分别利用(１８)式和(１９)式进行计算,结果如表３所

示.可以看到,在利用 OR１MP算法去除背景荧光

噪声后,外表面观测的相对误差e出现了大幅降低.
由于需要填充的矩阵较小,涉及到的外表面观测矩

阵只有数百行１８列,因此OR１MP算法的运行速度

非常快,运行时间可以忽略不计.

表３ OR１MP算法的运行时间和去噪前后外表面观测的相对误差

Table３ RunningtimeofOR１MPalgorithmandrelativeerrorsoftheboundaryobservation
vectorsbeforeandafterdenoisingoperation

NL ０．０６/５０ ０．０６/６０ ０．０６/７０ ０．０６/８０ ０．０６/９０ ０．０６/１００

Time/s ０．００５２ ０．００５２ ０．００５８ ０．００６２ ０．００５６ ０．００５４
eLR １．０１７２ ０．８８５８ ０．７９６５ ０．７３３１ ０．６８６３ ０．６５０８
eNO １．４９４４ １．２４５３ １．０６７４ ０．９３４０ ０．８３０２ ０．７４７２

３．３　双光源实验结果

下面通过重建双荧光目标检验IVTCGＧLR的

效果.该实验将两个光源均设置在肝脏处,真实光

源的中心坐标分别为(１９,１０．５,１５)和(１５,１３．５,

１５),两个圆柱体光源的边缘相距３mm.前向网格

包含２６２４６个节点和１４６７３５个四面体,逆向网格

包含２９８１个节点和１５５５３个四面体.对于每个

实验,两种方法均运行５次,重建结果如表４和表５
所示.

　　表４中每一列最优的重建结果用黑体表示.从

表４的数据可以看到,IVTCGＧLR 方法在 LE和

CNR两个指标上都有非常大的优势.对于不同的

噪声级别,两种方法的重建结果变化都不大,且重建

结果都有随着噪声减小而变差的趋势.考虑到数据

的变化确实非常小,本课题组认为这是正常的数据

波动造成的.在运行时间方面,IVTCGＧLR方法的

运行时间约为IVTCGＧNO方法的３倍,但其LE只

为IVTCGＧNO 方 法 的 １/３,在 精 度 上 远 远 优 于

IVTCGＧNO方法.本课题组认为牺牲一定的运行

时间来换取３倍的精度是完全值得的.
表５列出了IVTCGＧLR和IVTCGＧNO方法获

得对应 于 第１和 第２个 重 建 光 源 的 LE(LE１,

LE２),最优的重建结果用黑体表示.从表５的数据

中可以看出,对于每一个噪声级别,对于两个光源中

的(任意的)单独一个光源,IVTCGＧLR方法的定位

精度优于IVTCGＧNO方法.

　　下面在视觉上展示两种方法的重建结果.与

３．２节的做法类似,本组实验也只给出０．０６/５０噪声

级别下,５次实验中第１次实验的对比结果.图５
给出了该次实验中两种方法的２D和３D重建结果.
从２D展示图可以看出,IVTCGＧLR方法的定位更

加准确;从３D展示图可以看到,IVTCGＧNO方法重

建的光源在背景区域上分布得更加广泛,因此CNR
相对较低,这与表４和表５的数值结果是一致的.
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表４ 不同噪声级别条件下两种方法的重建结果

Table４ Reconstructionusingtwomethodsatdifferentnoiselevels

Method NL (τ,ε) LE/mm CNR Time/s

IVTCGＧLR ０．０６/５０ (１０－１４,１０－１３) ０．８２３４±１．９×１０－３ １８．８５９０±６．１×１０－２ １４８．０２１２±４．４

IVTCGＧNO ０．０６/５０ (１０－１６,１０－１２) ２．７０７６±０ １３．５２３０±０ ４３．６６０８±１．４

IVTCGＧLR ０．０６/６０ (１０－１４,１０－１３) ０．８４４３±８．６×１０－４ １８．６２８１±４．６×１０－２ １４６．４５１４±３．２

IVTCGＧNO ０．０６/６０ (１０－１５,１０－１２) ２．７２２７±０ １３．２９８０±０ ４８．４６７６±２．２

IVTCGＧLR ０．０６/７０ (１０－１４,１０－１３) ０．８６５０±２．４×１０－３ １８．２８５２±６．９×１０－２ １４６．５２６８±２．１

IVTCGＧNO ０．０６/７０ (１０－１５,１０－１２) ２．７３６８±０ １３．２４８５±０ ４７．４７１４±１．１

IVTCGＧLR ０．０６/８０ (１０－１４,１０－１３) ０．８８３７±１．８×１０－３ １８．１８２９±９．２×１０－２ １５１．７２７４±１．３

IVTCGＧNO ０．０６/８０ (１０－１６,１０－１２) ２．７２５９±０ １３．３５８８±０ ５１．４５３２±１．３

IVTCGＧLR ０．０６/９０ (１０－１４,１０－１３) ０．９００３±３．１×１０－３ １７．８４５５±１．９×１０－１ １４７．２０３４±３．８

IVTCGＧNO ０．０６/９０ (１０－１６,１０－１２) ２．７１５０±０ １３．５９７１±０ ５０．９５２０±０．３

IVTCGＧLR ０．０６/１００ (１０－１５,１０－１２) ０．９１１０±２．８×１０－３ １８．６６２７±１．６×１０－１ ７０．１８９６±１１

IVTCGＧNO ０．０６/１００ (１０－１７,１０－１２) ２．７３４３±０ １３．１１１０±０ ４８．５２２２±７．２

表５ 光源１和光源２的LE
Table５ LEoflightsource１andlightsource２ mm

NL ０．０６/５０ ０．０６/６０ ０．０６/７０ ０．０６/８０ ０．０６/９０ ０．０６/１００

IVTCGＧLR(LE１)０．４８６２±１．０×１０－３ ０．５０５７±８．１×１０－４ ０．５２４７±１．０×１０－３ ０．５４２３±９．４×１０－４ ０．５５７９±２．４×１０－３ ０．５７８７±３．１×１０－３

IVTCGＧLR(LE２)０．３３７２±１．５×１０－３ ０．３３８６±８．４×１０－４ ０．３４０３±１．５×１０－３ ０．３４１４±９．２×１０－４ ０．３４２４±９．９×１０－４ ０．３２２４±２．１×１０－３

IVTCGＧNO(LE１) １．８７７９±０ １．８９５７±０ １．９１０９±０ １．８９８８±０ １．８７６７±０ １．９０８８±０

IVTCGＧNO(LE２) ０．８２９７±０ ０．８２７０±０ ０．８２５９±０ ０．８２７１±０ ０．８３８３±０ ０．８２５５±０

图５ 双光源实验中,０．０６/５０噪声级别下两种方法的重

建结果.(a)IVTCGＧNO 方 法 的２D 重 建 结 果;
(b)IVTCGＧLR方法的２D重建结果;(c)IVTCGＧ
NO方法的２D重建结果;(d)IVTCGＧLR方法的

　　　　　　　　３D重建结果

Fig．５Reconstructionusingtwomethodsatnoiselevel
of０敭０６ ５０in doublelightsources敭 a ２D
reconstructionusingIVTCGＧNOmethod  b ２D
reconstructionusingIVTCGＧLRmethod  c ３D
reconstructionusingIVTCGＧNOmethod  d ３D
　　reconstructionusingIVTCGＧLRmethod

　　最后给出双荧光目标条件下,去噪前和去噪后

外表面观测的平均相对误差和OR１MP算法的平均

运行时间,两个误差分别利用(１８)、(１９)式计算.
表６给出了相关结果.类似于３．２节的结论,在利

用OR１MP算法去除背景荧光噪声之后,外表面观

测的相对误差有了大幅降低,OR１MP算法的运行

时间可以忽略不计.

４　结　　论

提出了一种基于低秩矩阵填充技术的背景荧光

噪声去除方法,该方法在较高背景荧光噪声条件下

能很好地重建FMT荧光目标.本课题组深入研究

了利用有限元方法重建FMT荧光目标的基础理

论,通过一系列推导,得出了外表面观测矩阵是一个

具有缺失元素的低秩矩阵这一结论,这使得利用低

秩矩阵填充方法抑制或去除外表面背景荧光噪声的

方法有了充分的理论基础.与以往的去除背景荧光

的方法相比,这是一个解决该类问题的全新视角.
数值实验表明,利用低秩矩阵填充方法去噪后,外表

面观测矩阵包含的背景荧光噪声有了较大幅度降

低,重建的荧光目标精度有了显著提高.
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表６ OR１MP算法的运行时间和去噪前后外表面观测的相对误差

Table６ RunningtimeofOR１MPalgorithmandrelativeerrorsoftheboundaryobservation
vectorsbeforeandafterdenoisingoperation

NL ０．０６/５０ ０．０６/６０ ０．０６/７０ ０．０６/８０ ０．０６/９０ ０．０６/１００

Time/s ０．００４６ ０．００５６ ０．００５０ ０．００４６ ０．００５４ ０．００５６

eLR １．３５０４ １．１５９５ １．０２８０ ０．９３３２ ０．８６２５ ０．８０８２

eNO ２．０４６５ １．７０５４ １．４６１８ １．２７９０ １．１３６９ １．０２３２

　　本课题组使用一个通用的低秩矩阵填充方法来

重建外表面观测矩阵.从表３和表６的数据可以看

出,尽管去噪后背景荧光噪声有了很大降低,但噪声

仍然很大.因此,结合FMT问题的特点设计新的

低秩矩阵填充算法,进一步降低背景荧光噪声,提高

重建精度,是本课题组未来的研究工作.
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