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非傍轴LG００模与LG１０模高斯光束的远场分布特性
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摘要　基于扁椭球面坐标系下非傍轴高斯光束的电场分布表达式,给出非傍轴LG１０模高斯光束的远场电场振幅分

布表达式;分析了非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布特性;计算了非傍轴与傍轴高斯光束远场

电场振幅分布的匹配效率和二阶矩参量的相对计算误差.分析表明,当扁椭球坐标系的半焦距远大于波长时,非
傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布趋近于傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布.
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Abstract　BasedontheexpressionsofelectricfielddistributionsofnonＧparaxialGaussianbeamsintheoblate
ellipsoidcoordinatesystem anexpressionoffarＧfieldelectricfieldamplitudedistributionofthenonＧparaxialLG１０
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１　引　　言
经典的拉盖尔Ｇ高斯(LG)光束的电场分布表达式为亥姆霍兹方程在振幅缓变近似情况下的特解[１Ｇ３],利

用该表达式可以得到束腰光斑半径远大于波长的傍轴高斯光束的电场分布[４Ｇ５].对于束腰光斑半径为波长

数量级的非傍轴高斯光束的电场分布,如由强聚焦所获得的高斯光束,通常需采用基于柱面坐标系下的亥姆

霍兹方程在振幅缓变近似情况下的特解并结合角谱法[４Ｇ７]、微扰级数法[８Ｇ９]和基于扁椭球面坐标系下的亥姆
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霍兹方程精确解的虚设点源法[１０Ｇ１５]得到.

Agrawal等[４Ｇ５]根据角谱法给出非傍轴高斯光束电场分布的积分表达式.Jia等[６]根据矢量角谱法给出

非傍轴径向偏振LG光束束腰角谱的表达式.Lax等[８]根据微扰级数法给出对傍轴高斯光束电场表达式修

正后的非傍轴高斯光束电场分布的级数表达式.Takenaka等[９]根据微扰级数法给出了复宗量LG光束非

傍轴电场分布的级数表达式.段开椋等[１６]研究了非傍轴高斯光束级数表达式的有效性,并对非傍轴高斯光

束级数表达式和积分表达式进行了比较分析.

Landesman等[１０Ｇ１３]根据分离变量法和虚设点源法,给出了由第一类汉克尔函数、勒让德函数和角向函

数所组成的扁椭球面坐标系下非傍轴高斯光束的电场表达式,提出了在扁椭球面坐标下非傍轴基模高斯光

束双曲面传输和椭球波面的几何模型.Kraus[１４]将扁椭球面坐标下的非傍轴基模高斯光束的电场表达式转

换为柱面坐标系下的非傍轴基模高斯光束的电场表达式,将其与傍轴基模(LG００模)光束的电场表达式进行

比较,并指出非傍轴与傍轴基模高斯光束电场表达式在形式上基本相同.Gustavo等[１５]对非傍轴和傍轴基

模高斯光束轴上的光强进行了比较,发现当扁椭球面坐标系的半焦距大于一定值时,非傍轴基模高斯光束轴

上的光强趋于傍轴情况.
由文献[１４]可知,扁椭球面坐标系下非傍轴高斯光束的电场表达式经柱面坐标转换后可得到与傍轴

LG光束相对应的电场表达式.本文将基于扁椭球面坐标系下亥姆霍兹方程精确解的虚设点源法得到的非

傍轴高斯光束表示为非傍轴LGmn(m、n 分别为角向和径向阶数)模高斯光束.为了阐明非傍轴LG００模和

LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布特性,本文采用文献[１０]提出的非傍轴LG００模高斯光束电场表达式时利

用的分离变量法和虚设点源法,给出了非傍轴LG１０模高斯光束的电场表达式和非傍轴LG００模及LG１０模高斯光

束的远场电场振幅分布表达式,分析了非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束远场电场振幅分布特性,并计算了低

阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率和电场强度分布二阶矩参量的相对计算误差.

２　非傍轴LG００模与LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布
非傍轴高斯光束的电场表达式可以由扁椭球面坐标系下标量亥姆霍兹方程的精确解表示[１０Ｇ１３].扁椭球

面坐标系[１７Ｇ１８]由关于z 轴旋转对称的一簇扁椭球面和一簇单叶双曲面构成,这些扁椭球面与单叶双曲面具

有共同的焦线,在包含z轴的平面上表现为共同的焦点F 和F′,且半焦距为d,如图１所示.在扁椭球面坐

标系中,P 点坐标可表示为P(η,ξ,φ),其中η为双曲面常数,ξ为扁椭球面常数,φ 为角向坐标.图中θ为

倾斜角,R 为球面半径,在柱面坐标系中,P 点坐标可表示为P(r,z,φ),r为径向坐标,θ０ 为等效远场发散

半角,ψ００(θ)为非傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅分布,

图１ 扁椭球面坐标系

Fig敭１ Oblateellipsoidcoordinatesystem

在扁椭球面坐标系下,非傍轴高斯光束在P 点的电场E(η,ξ,φ)满足的标量亥姆霍兹方程可表示为[１０,１３]
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式中k＝２π/λ为光波波数,λ为真空中的光波波长.

Landesman等[１０]利用分离变量法与虚设点源法求解(１)式的特解,给出了含有连带勒让德函数中

Pm
n (η,ξ)因数项的非傍轴LGmn模高斯光束的电场表达式.当m＞n 时,Pm

n (η,ξ)＝０,因此该表达式适用于

m≤n 时的非傍轴LGmn模高斯光束的电场表达式.可以证明,Pm
０ (η,ξ)＝{(１－η)(１－iξ)/[(１＋η)(１＋

iξ)]}m/２为文献[１０]中(B１１)式在n＝０时的特解,使用该特解替代文献[１０]中的Pm
n (η,ξ)因数项,即可得到与傍

轴LG００模和LG１０模高斯光束的电场表达式相对应的非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的电场表达式,即

Em０(η,ξ,φ)＝Cm０
１

kd(η＋iξ)
(１－η)(１－iξ)
(１＋η)(１＋iξ)

é

ë
êê

ù

û
úú

m/２

exp[－kd(１－η－iξ)＋i(m＋１)π/２]exp(imφ),

(２)
式中Cm０为常数.当m＝０时,(２)式为非傍轴LG００模高斯光束的电场表达式[１０];当m＝１时,(２)式为非傍

轴LG１０模高斯光束的电场表达式.
根据(２)式,当角向阶数m＝０,１时,所对应的非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的电场振幅分布可表

示为

ψm０(η,ξ)＝Cm０
１

kd (η２＋ξ２)１
/２
１－η
１＋η
æ

è
ç

ö

ø
÷

m/２

exp[－kd(１－η)]. (３)

　　在以坐标原点O 为球心、R 为半径的球面上,球面半径R 可由柱面坐标(r,z,φ)表示为R＝(r２＋
z２)１/２,如图１所示.根据柱面坐标(r,z,φ)与扁椭球面坐标(η,ξ,φ)的坐标关系式r＝d(１－η２)１

/２(１＋

ξ２)１
/２和z＝dηξ ,并根据远场处(z≫d)的双曲面常数η＝cosθ(其中θ 为双曲面的渐近线与z 轴的夹

角)[１０Ｇ１３],得到远场处的扁椭球面常数ξ＝[(R/d)２－sin２θ]１/２,参量η２＋ξ２＝(R/d)２＋cos(２θ),再根据远场

处球面半径R≫d,得到参量(η２＋ξ２)１
/２≈R/d.由(３)式可知,与角向阶数m＝０,１时所对应的非傍轴LG００

模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布ψm０(θ,R)可近似表示为

ψm０(θ,R)＝Cm０
tanm(θ/２)

kR exp[－２kdsin２(θ/２)]. (４)

　　根据高斯光束等效远场发散半角的定义[１Ｇ３],当非傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅下降至倾斜角

θ＝０处电场振幅的１/e,即ψ００(θ,R)/ψ００(０,R)＝１/e时,倾斜角θ可记为等效远场发散半角θ０.当kd＜１
时,由(４)式可知,非傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅均大于倾斜角θ＝０处电场振幅的１/e,因此不能

将非傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅下降至倾斜角θ＝０处电场振幅的１/e时的倾斜角定义为等效远

场发散半角θ０.当半焦距d 满足d≥１/k时,等效远场发散半角θ０ 可表示为

θ０＝２arcsin(１/ ２kd). (５)

　　(４)式可改写为

ψm０(θ,R)＝Cm０
tanm(θ/２)

kR exp －
sin２(θ/２)
sin２(θ０/２)

é

ë
êê

ù

û
úú . (６)

　　当m＝０时,(６)式为非傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅分布表达式;当m＝１时,(６)式为非傍轴

LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布表达式.
根据文献[１９Ｇ２２]给出的傍轴高斯光束无受限衍射远场的电场分量表达式,傍轴LG００模和LG１０模高斯

光束的远场电场振幅分布可表示为

ψ′m０(θ,R)＝C′m０
cosθ
kR

sinθ
sinθ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

exp－
sin２θ
sin２θ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (７)

式中C′m０为常数.
在非傍轴条件下,比较(６)、(７)式可得,由(６)式所表达的非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场

振幅分布与由(７)式所表达的傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布存在一定的偏差.
在傍轴条件下,参量cosθ≈１,tan(θ/２)≈sinθ/２,sin(θ/２)≈sinθ/２,等效远场发散半角θ０≪１,

sin(θ０/２)≈sinθ０/２,则由(５)式可知,半焦距d≫λ.当常数C′m０与Cm０满足C′m０＝Cm０２－msinmθ０ 时,由(６)
式所表示的非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布趋近于由(７)式所表示的傍轴LG００模和

０５２６００２Ｇ３



光　　　学　　　学　　　报

LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布.

３　非傍轴LG００模与LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布特性
在非傍轴条件下,根据(６)、(７)式并以半焦距d＝λ为例进行分析.对于角向阶数m＝０,当C００＝C′００＝

kR 时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场振幅的最大值为１,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场

振幅的分布特性曲线分别如图２中实线和虚线所示.对于角向阶数 m＝１,当C１０＝８．０９５８kR、C′１０＝
２．５０７６kR时,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场振幅的最大值为１,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远

场电场振幅的分布曲线分别如图２中点实线和点虚线所示.
由图２可知,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅分布在倾斜角θ∈ ０,０．５π[ ] 区间内均为单

调递减,但存在一定的偏差;非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布分别在倾斜角θ＝０．１３０６π
和θ＝０．１１５３π处出现极大值,在达到极大值前单调递增,在达到极大值后单调递减,且非傍轴与傍轴LG１０
模高斯光束的远场电场振幅分布也存在一定的偏差.

在傍轴条件下,根据(６)、(７)式,以半焦距d＝１０λ 为例作图.对于角向阶数m＝０,当C００＝C′００＝kR
时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅最大值为１,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束的远场电场

振幅分布曲线分别如图３中实线和虚线所示.对于角向阶数m＝１,当C１０＝２６．０８５５kR 和C′１０＝２．３５０１kR
时,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场振幅最大值为１,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场振幅

分布特性曲线分别如图３中点实线和点虚线所示.

图２ d＝λ时远场电场振幅分布曲线

Fig敭２ CurvesoffarＧfieldelectricfieldamplitude
distributionwhend＝λ

图３ d＝１０λ时远场电场振幅分布曲线

Fig敭３ CurvesoffarＧfieldelectricfieldamplitude
distributionwhend＝１０λ

由图３可知,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅分布在倾斜角θ∈ ０,０．５π[ ] 区间内均单调

递减且基本重合;非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布曲线分别在倾斜角θ＝０．０４０２π和θ＝
０．０３９８π处出现极大值,在达到极大值前单调递增,在达到极大值后单调递减,且非傍轴与傍轴LG１０模高斯

光束的远场电场振幅分布在θ∈ ０,０．５π[ ] 区间内也基本重合.
为了进一步分析低阶非傍轴与傍轴高斯光束的远场电场振幅分布的相关程度,计算当角向阶数m＝

０,１时低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率η００(θ,R)和η１０(θ,R),其计算公式可由

ψm０(θ,R)与ψ′m０(θ,R)的重叠积分统一表示为[２３Ｇ２６]

ηm０(θ,R)＝
∫
π/２

０
ψm０(θ,R)ψ′m０(θ,R)sinθcosθdθ

２

∫
π/２

０
ψ２

m０(θ,R)sinθcosθdθ∫
π/２

０
ψ′２m０(θ,R)sinθcosθdθ

. (８)

　　将(６)、(７)式代入(８)式,得到d≥１/k时的非傍轴与傍轴LG００模高斯光束的远场电场振幅分布的匹配

效率η００(θ,R)随半焦距d 变化的特性曲线如图４中实线部分所示,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束的远场

电场振幅分布的匹配效率η１０(θ,R)随半焦距d 变化的特性曲线如图４中虚线部分所示.
由图４可知,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率ηm０(θ,R)在d≥０．４４９５λ范
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图４ 匹配效率ηm０(θ,R)随半焦距d 的变化线

Fig敭４ Variationinmatchingefficiencyηm０ θ R withhalfoffocallengthd

围内大于９８％且单调递增;非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率η１０(θ,R)在d≥
０．７８５３λ范围内大于９８％且单调递增;当d＝λ时,非傍轴与傍轴LG００模和LG１０模高斯光束远场电场振幅分

布的匹配效率分别为η００(θ,R)＝９９．６５０８％和η１０(θ,R)＝９８．９１７４％;当d＝１０λ时,非傍轴与傍轴LG００模和

LG１０模高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率分别为η００(θ,R)＝９９．９９６８％和η１０(θ,R)＝９９．９９１９％;当
d≫１０λ时,低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率η将趋于１００％.

４　低阶非傍轴与傍轴高斯光束电场强度分布的二阶矩参量
借鉴Petermann基于二阶矩算法定义的模场半径概念[２７],高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量

(远场发散半角的正弦值)(sinθ０)m０,SM的计算公式可写为[１９,２８Ｇ３０]

(sinθ０)m０,SM ＝

２∫
π/２

０
ψ２

m０(θ,R)sin３θcosθdθ

∫
π/２

０
ψ２

m０(θ,R)sinθcosθdθ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

１/２

. (９)

　　将(６)、(７)式分别代入(９)式,计算得到低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量分

别为(sinθ０)m０,SM和(sinθ０)′m０,SM.当d≥１/k时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场强度分布的二阶矩

参量随半焦距d 的变化分别如图５中实线和虚线部分所示;非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场强度分

布的二阶矩参量随半焦距d 的变化分别如图５中点实线和点虚线部分所示.

图５ 二阶矩参量(sinθ０)m０,SM随半焦距d 的变化

Fig敭５ VariationinsecondＧordermomentparameter sinθ０ m０ SM withhalfoffocallengthd

由图５可知,低阶非傍轴与傍轴高斯光束的远场电场强度分布的二阶矩参量在半焦距d≥１/k 范围内

单调递减;当半焦距d 为波长数量级时,低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量存在

一定的偏差;当半焦距d≫λ时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量均趋近于

sin[２arcsin(１/ ２kd)],非傍轴 与 傍 轴 LG１０模 高 斯 光 束 远 场 电 场 强 度 分 布 的 二 阶 矩 参 量 均 趋 近 于

２sin[２arcsin(１/ ２kd)].
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为了进一步分析低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量的异同,将傍轴高斯光束

远场电场强度分布的二阶矩参量作为标准,得到低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参

量的相对计算误差为

δm０＝
(sinθ０)m０,SM －(sinθ０)′m０,SM

(sinθ０)′m０,SM
, (１０)

式中(sinθ０)′m０,SM为傍轴LG００模和LG１０模高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量.
由(１０)式可得,当d≥１/k时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量的相对计

算误差δ００随半焦距d 的变化如图６中实线部分所示,非傍轴与傍轴LG１０模高斯光束远场电场强度分布的

二阶矩参量的相对计算误差δ１０随半焦距d 的变化如图６中虚线部分所示.

图６ 相对计算误差δm０随半焦距d 的变化

Fig敭６ Variationinrelativecalculationerrorδm０withhalfoffocallengthd

由图６可知,低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量的相对计算误差δ００在半焦距

d≥１/k范围内单调递减;当半焦距d＝λ时,非傍轴与傍轴LG００模和LG１０模高斯光束远场电场强度分布的

二阶矩参量的相对计算误差分别为δ００＝５．３４９６％和δ１０＝６．６３４６％;当d＝１０λ时,非傍轴与傍轴LG００模和

LG１０模高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量的相对计算误差分别为δ００＝０．４０９９％和δ１０＝０．４１８４６％;
当半焦距d≫１０λ时,低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场强度分布的二阶矩参量的相对计算误差δ将趋于０.

５　结　　论
根据扁椭球面坐标系下非傍轴高斯光束的电场表达式,给出非傍轴LG１０模高斯光束远场的电场振幅分

布表达式,分析了非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布特性,并计算了低阶非傍轴与傍轴

高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率和电场强度分布二阶矩参量的相对计算误差.结果表明,当半焦距

d 为波长数量级时,低阶非傍轴与傍轴高斯光束远场电场振幅分布特性曲线存在一定的偏差;当半焦距d＝
１０λ时,非傍轴与傍轴LG００模高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率η００(θ,R)高达９９．９９６８％,非傍轴与傍

轴LG１０模高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率η１０(θ,R)高达９９．９９１９％;当半焦距d≫１０λ时,低阶非傍

轴与傍轴高斯光束远场电场振幅分布的匹配效率趋于１００％,非傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场

振幅分布趋近于傍轴LG００模和LG１０模高斯光束的远场电场振幅分布.
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