
第３７卷　第３期 光　学　学　报 Vol．３７,No．３
２０１７年３月 ACTAOPTICASINICA March,２０１７

均匀椭球形液滴三阶和四阶彩虹条纹特征
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摘要　基于矢量光线追踪(VRT)模型,研究了均匀椭球形液滴三阶和四阶彩虹区域的光学焦散结构,详细探究了

光学焦散结构的演化过程,得到了三阶彩虹条纹的模拟结果、条纹曲率以及三阶彩虹和双曲脐条纹尖点焦散位置

与椭球度的关系.
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１　引　　言
颗粒参数的测量在很多领域中是非常重要的[１Ｇ３].在众多的颗粒参数测量技术中,彩虹技术的研究已经

取得了比较大的进展.迄今为止已实现了对液滴的折射率、粒径、椭球度和温度等参数的测量,针对液滴彩

虹特性的研究是彩虹技术的基础.
早期的彩虹技术研究主要针对球形均匀液滴.Roth等[４]提出了彩虹技术,通过球形液滴一阶彩虹散射

测量液滴的粒径和折射率.由于折射率是温度的函数,因此又可以通过折射率获取液滴的温度信息,从而实

现液滴粒径和温度的同时测量.vanBeeck等[５]提出了全场彩虹测温方法(GRT),将彩虹技术应用于雾化

场中液滴粒径分布、折射率和平均温度的同时测量.文献[５]给出了３５~２８０μm粒径范围内的液滴测量结

果.GRT假定被测液滴均为球形,忽略了雾化场中非球形液滴的影响.在椭球形液滴的研究方面,Marston
等[６]首次探测到椭球形液滴的广义彩虹图样.随后,彩虹散射中其他典型物理现象也得到了深入研究,如双

曲脐、尖点张角率和光学焦散等[７Ｇ９].Xu等[１０Ｇ１１]采用德拜级数展开理论对椭球液滴的散射和彩虹效应进行

了研究.基于矢量光线追踪(VRT)模型,Yu等[１２Ｇ１３]研究了椭球形液滴的一阶和二阶彩虹散射中光学焦散

结构的演化过程.通过分析超声驻波场中较大的椭球形液滴的远场光散射条纹,Onofri等[１４]给出了矢量复

射线方法的实验验证.此外,一些研究者分别给出了液滴三阶、四阶、五阶和七阶彩虹的散射图样[１５Ｇ１８].
国内也有相关课题组从事彩虹技术的研究.韩香娥等[１９]研究了非均匀球的一阶彩虹角随折射率变化
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的情况.潘琦等[２０]在一阶彩虹区域对彩虹测粒技术进行了研究,并提出了一种用于彩虹测粒技术的反演算

法.宋飞虎等[２１]针对一阶彩虹区域提出了一种基于米氏散射理论和德拜级数展开方法的液柱参数彩虹反

演优化算法,并进行了实验验证.吴迎春等[２２Ｇ２３]在一阶彩虹区域利用全场彩虹技术测量了喷雾液滴的浓度

和粒径分布,并针对一维彩虹技术提出了一个新的光学构型.在高阶彩虹区域,姜会芬等[２４]在理论和实验

两方面研究了不同温度下球形液滴的二阶和五阶彩虹强度分布及其在粒度测量中的应用.
本文基于VRT模型研究了均匀椭球形液滴三阶和四阶彩虹区域的光学焦散结构(即彩虹条纹和双曲

脐条纹),并将三阶彩虹的模拟结果和实验观察结果作了对比.为了将光学焦散结构应用于液滴的测量,详
细讨论了光学焦散结构随液滴形状变化的演化过程.通过模拟发现,三阶和四阶光学焦散结构对液滴的形

状变化敏感.通过VRT模型得出了三阶彩虹条纹的曲率与椭球度的依赖关系.此外,还研究了三阶彩虹

区域的尖点焦散位置,并与Langley等[２５]给出的计算结果进行了比较,两者结果一致.

２　VRT模型
假定一束平行光入射到椭球形液滴上,如图１所示,旋转椭球表面可以用(x２＋y２)/a２＋z２/c２＝１来表

示,其中a 和c分别为椭球液滴的长半轴和短半轴长度,r＝a/c为长轴与短轴之比,也称作椭球度.设入射

光沿y 轴传播,则入射光线传播方向的矢量表达形式为L０＝(０,１,０),根据折射定律,入射点A(x０,y０,z０)
处的折射光线为[１２]
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式中m 为液滴相对周围介质的折射率,nA为椭球液滴表面A 点的法线.B、C、D、E 和F 点的反射光线、以
及E 和F 点的折射光线分别表达为
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式中nB、nC、nD、nE和nF分别为B、C、D、E 和F 点的法线.

图１ 椭球形液滴中矢量光线追踪示意图

Fig．１ Schematicofvectorraytracinginanoblatedroplet

　　通过(１)、(２)式可以计算椭球形液滴的三阶(p＝４)和四阶(p＝５)散射光线.如图２所示,若三阶和四

阶散射光线表示为L＝(ax,ay,az),其中ax、ay、az 分别为L 在x、y、z坐标轴上的投影,则其散射角θ和

方位角ϕ 分别为

θ＝arccos[ay/(a２
x ＋a２

y)１/２]

ϕ＝arccos[(a２
x ＋a２

y)１/２/(a２
x ＋a２

y ＋a２
z)１/２]{ 　　　. (３)
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图２ 散射角θ和方位角ϕ 的示意图

Fig．２ Schematicdiagramofscatteringangleθandazimuthangleϕ

３　彩虹光学焦散结构
入射到液滴表面的光线经历三次内反射、两次折射形成三阶彩虹条纹和双曲脐条纹,经历四次内反射、

两次折射形成四阶彩虹条纹和双曲脐条纹.需要特别指出,彩虹条纹和双曲脐条纹是指液滴光散射中的光

学焦散线,而不是指出射光线的干涉条纹.由于光学焦散结构对液滴形状变化敏感,因此有时液滴椭球度r
的值需精确到小数点后第五到六位.图３、４给出了椭球液滴彩虹条纹和双曲脐条纹的演化过程.模拟计算

以水滴为例,相对折射率m＝１．３３３,赤道(ϕ＝０°)平面半径,即液滴椭球长半轴a＝１００μm,为了清楚展现彩

虹条纹和双曲脐条纹随液滴椭球度的变化,方位角f 显示范围为－１０°≤f≤１０°.需要指出,光线在球形液

滴内部不存在全反射现象,但在椭球形液滴内部可出现全反射现象.例如,当椭球液滴的椭球度为１．５６时,
在三阶彩虹区域会有２９．３９％的光线发生全反射.

３．１　三阶彩虹光学焦散结构

图３(a)给出了椭球度为１．０(即球形液滴)的彩虹条纹,此时彩虹条纹曲率很小,开口方向沿散射角度θ
减小的方向,即前向散射.当液滴椭球度r＝１．０００００６时,尖点焦散首次在θ＝０°处出现,如图３(b)中最左

端黑点所示.随着液滴椭球度的进一步增加,尖点焦散扩展为双曲脐条纹,并且尖点焦散的位置向散射角增

大的方向移动,如图３(c)、(d)所示,这与实验观察结果相符[２５].在尖点焦散不断移动的同时,彩虹条纹的曲

率也在不断增加.如图３(e)所示,当液滴的椭球度达到１．１０５４时,尖点焦散和彩虹焦散在赤道面上完全重

合,这与文献[２５]的实验观察结果以及计算结果都是一致的.随着椭球度的继续增大,彩虹条纹和双曲脐条

纹互相转换,如图３(e)、(f)所示.同时,图３(f)的彩虹条纹弯曲方向相较于图３(a)的发生了反转,如
图３(f)、(g)所示,此时彩虹条纹的弯曲方向沿散射角增大的方向.在液滴椭球度从１．１０５４增大到１．１９８９８２
的过程中,如图３(g)~(i)所示,尖点焦散的位置不断向散射角减小的方向移动,直至消失在θ＝０°处,此时椭

球度为１．１９８９８２.

　　在液滴椭球度从１．１９８９８２增大到１．３８的过程中,彩虹条纹的曲率渐渐减小.需要注意的是,在r＝１．３８时,
处于f＝－１．６°和f＝１．６°之间的条纹几乎为一条直线,如图３(j)所示.当液滴椭球度为１．４０５时,如图３(k)所
示,尖点焦散再一次出现在θ＝３０．１１°处,且－４．７°＜f＜４．７°区间的彩虹条纹再一次发生弯曲方向反转,而

－１０°＜f＜－４．７°和４．７°＜f＜１０°区间的条纹弯曲方向却并没有改变,这与文献[２５]中的实验结果一致.
当液滴椭球度从１．４０５增大到１．４６５时,双曲脐条纹的尖点焦散位置不断向散射角增大的方向移动,而在赤

道面附近彩虹条纹的曲率也在不断增大,如图３(l)~(n)所示.特别是在r＝１．４６５时,尖点焦散和彩虹焦散

在赤道面上再一次重合于三阶彩虹角θ＝４１．７３°处,这与参考文献[２５]中的实验观察结果一致.当椭球度为

１．５时,仅在－２．１°＜f＜２．１°范围内存在彩虹条纹,如图３(o)所示.VRT模型的模拟结果显示,相对于一阶

和二阶彩虹条纹,三阶彩虹条纹特别是双曲脐条纹(尖点焦散首次出现时的椭球度为１．０００００６)对于椭球度

的敏感度更高.这是因为一阶彩虹的尖点焦散首次出现时液滴椭球度为１．０７[１２],而二阶彩虹的尖点焦散首

次出现时液滴椭球度为１．３１１４５０[１３].这也是在某些地方液滴椭球度需要精确到小数点后第五到六位的原因.
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图３ 不同r下椭球形液滴三阶彩虹条纹和双曲脐条纹的演化过程

Fig．３ EvolutionprocessofthirdＧorderrainbowfringeandhyperbolicumbilicfringeofellipsoiddropletsunderdifferentr

３．２　四阶彩虹的光学焦散结构

图４给出了四阶彩虹条纹和双曲脐条纹随液滴椭球度增大的演化过程.图４(a)给出椭球度为１．０(即
球形液滴)的彩虹条纹,此时彩虹条纹曲率很小,开口方向沿散射角减小的方向,与三阶彩虹的情况相似.当

椭球度r＝１．０００００６时,尖点焦散首次出现在θ＝１８０°处,如图４(b)中最右端黑点所示.同三阶彩虹条纹的

结果类似,相对于一阶和二阶彩虹条纹,四阶彩虹条纹对于椭球度的敏感度也非常高,特别是双曲脐条纹.
随着椭球度的增加,尖点焦散扩展成双曲脐条纹且尖点焦散位置向散射角减小的方向移动,如图４(c)、(d)
所示.在尖点焦散移动的同时,彩虹条纹的曲率逐渐减小.值得注意的是,图４(d)中的彩虹条纹并不是一

条直线,如图４(d)插图所示,彩虹条纹放大后在赤道面附近发生明显弯曲,其弯曲方向与图４(a)比较已发生

了反转,沿散射角增大的方向.当椭球度达到１．２４９６８时,尖点焦散和彩虹焦散在赤道面上完全重合,如
图４(e)所示.随着椭球度的进一步增大,图４(e)中彩虹条纹和双曲脐条纹发生互换,如图４(f)、(g)所示,同
时图４(f)中彩虹条纹的弯曲方向相对于图４(e)的彩虹条纹弯曲方向再一次发生了反转.此时,彩虹条纹的
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弯曲方向沿散射角减小的方向.在椭球度从１．２４９６８增大到１．４０６５的过程中,尖点焦散的位置不断向散射

角增大的方向移动,如图４(h)~(j)所示,直至椭球度为１．４０６５时消失在θ＝１７３．６７°处.

　　在椭球度从１．４０６５增大到１．４３４３的过程中,彩虹条纹的曲率渐渐减小,如图４(j)、(k)所示.需要注意

的是,当r＝１．４３４３时,在－２°＜f＜２°范围内条纹近似为直线.当椭球度为１．４４时,如图４(l)所示,尖点焦

散再一次出现在θ＝５３．４４°处,且在赤道面附近彩虹条纹的弯曲方向又一次反转.在椭球度从１．４４增大到

１．４８１５的过程中,双曲脐条纹的尖点焦散位置不断向散射角减小的方向移动,而在赤道面附近彩虹条纹的

曲率也不断增大,如图４(m)、(n)所示.尤其是当r＝１．４８１５时,尖点焦散和彩虹焦散在赤道面上再一次重

合于四阶彩虹角θ＝４３．７０３°处.当椭球度为１．５０时,仅在－１．２９°＜f＜１．２９°范围内存在彩虹条纹,如
图４(o)所示.双曲脐条纹的尖点焦散继续向散射角增大的方向移动.在实际雾化场中,液滴椭球度一般小

于１．５０,因此本文未给出椭球度大于１．５０的模拟结果.

图４ 不同r下椭球形液滴的四阶彩虹条纹和双曲脐条纹的演化过程

Fig．４ EvolutionprocessoffourthＧorderrainbowfringeandhyperbolicumbilicfringeofellipsoiddropletsunderdifferentr
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４　三阶彩虹条纹曲率和尖点焦散位置
４．１　三阶彩虹条纹曲率

图５给出了三阶彩虹条纹的曲率与液滴椭球度的变化关系.为便于比较,只计算彩虹条纹顶点位置

的曲率.彩虹条纹开口方向沿散射角减小的方向时,曲率的值取正,反之则取负值.从图５(a)可以看出,
当椭球度为１．０~１．０８时,条纹的曲率随椭球度的增大而缓慢增大;当椭球度为１．０８~１．１０５４时,条纹曲

率随椭球度的增大迅速增大.当椭球度大于１．１０５４时,三阶彩虹条纹的开口方向发生了反转,条纹曲率

变为负值,如图５(b)所示,这与图３(e)~(g)相吻合.当椭球度为１．１０５４~１．１３时,条纹的曲率随椭球度

的增大 而 迅 速 减 小,而 当 椭 球 度 为１．１５~１．３８ 时,椭 球 度 的 增 大 对 条 纹 曲 率 没 有 明 显 影 响.从

图３(h)~(l)可以看出,条纹的开口方向再一次发生了反转,曲率值又一次变成正值,之后随着椭球度的增

大条纹曲率进一步增大.

图５ 基于VRT模型的液滴三阶彩虹条纹曲率随椭球度的变化关系

Fig．５ CurvatureofthirdＧorderrainbowfringeofdropletsversusaspectratiobasedonVRTmodel

４．２　三阶双曲脐条纹尖点焦散位置

图６给 出 了 三 阶 彩 虹 区 域 的 尖 点 焦 散 位 置 与 液 滴 椭 球 度 的 对 应 关 系 曲 线.当 椭 球 度 在

１．０００００６~１．１９８９８２之间变化时,尖点焦散位置的演变过程如图６(a)所示.当椭球度为１．０００００６时,尖点

焦散首先出现在θ＝０°处,随着椭球度的逐步增大,尖点焦散位置向散射角增大的方向移动.当椭球度为

１．１０５４时,尖点焦散位置达到最高,位于三阶彩虹角θ＝４１．７３°处.随着椭球度的继续增大,尖点焦散向着散

射角减小的方向移动.当椭球度为１．１９８９８２时,尖点焦散回到θ＝０°处.当液滴椭球度为１．１９８９８２~１．４０５
时,不存在尖点焦散现象.图６(b)给出了椭球度在１．４０５~１．４６５之间变化时尖点焦散位置的演变过程.当

液滴椭球度为１．４０５时,尖点焦散位置出现在θ＝３０．１１°处.随着椭球度的增大,尖点焦散位置向散射角增

大的方向移动.当液滴的椭球度为１．４６５时,尖点焦散再一次位于三阶彩虹角θ＝４１．７３°处.这与文献[２５]
的结果相吻合.尖点焦散位置包含了液滴椭球度信息,为液滴椭球度的测量提供了依据.

图６ 基于VRT模型的液滴尖点焦散位置随椭球度的变化关系

Fig．６ CusplocationofdropletsversusaspectratiobasedonVRTmodel
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５　结　　论
通过VRT模型研究了液滴三阶和四阶区域的彩虹光学焦散结构(即彩虹条纹和双曲脐条纹),详细讨

论了光学焦散结构随液滴形状变化的演化过程,三阶彩虹的模拟结果与文献[２５]的实验观测结果相吻合.
通过VRT模型计算出了三阶彩虹条纹的曲率随椭球度的变化关系,这一关系可应用于液滴的椭球度测量.
此外,还计算了三阶彩虹区域的尖点焦散位置,模拟结果与文献[２５]的结果吻合良好.
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