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辐射传输计算中散射相函数截断近似方法对比分析
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摘要　基于成熟的相函数近似方法DeltaＧM和DeltaＧfit,解释了结合相函数矩不变要求和特定角度范围误差最小

化要求这一组合方案DeltaＧcombine的物理含义,并分析了不同要求衔接点位置对散射强度的影响.在此基础上,

以Cloud和 Haze散射相函数为例,对DeltaＧM、DeltaＧfit和DeltaＧcombine近似方法计算辐射强度和辐照度的效果

进行对比,进而统计分析了三种相函数近似方法在不同光学厚度情况下的适用性.结果表明,随着组合衔接点的

后移,DeltaＧcombine方法强度绝对误差均方根(RMS)减小,相对误差 RMS先减小后增大;DeltaＧM、DeltaＧfit和

DeltaＧcombine,三种方案均能够保证能量平衡;对不同光学厚度,DeltaＧM和DeltaＧcombine方法计算的强度绝对误

差RMS比DeltaＧfit小;对于相对误差,当光学厚度较小时,DeltaＧfit效果较好,随着光学厚度增大,DeltaＧcombine
方法最优.
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Abstract　OnthebasisofthesophisticatedphaseＧfunctionapproximationmethodsDeltaＧMandDeltaＧfit thephysical
meaningofacombinationapproximationmethodDeltaＧcombineisexplained combiningtherequirementofmoment
preservingofphasefunctionandminimizingapproximationerrorswithinaspecificscatteringanglerange敭Andthe
influenceoftheconnectingpointpositionfordifferentrequirementsonthescatteringintensityisanalyzed敭Onthis
basis takingCloudandHazescatteringphasefunctionsforexamples theradiationintensityandirradiancecalculated
byDeltaＧM DeltaＧfit andDeltaＧcombineapproximationmethodsarecompared敭Theapplicabilityofthethreephase
functionapproximationmethodsisstatisticallyanalyzedbythesemethodologiesunderdifferentopticalthicknesses敭
Theresultsshowthat astheconnectingpointmovesbackward therootmeansquare RMS ofabsoluteerrorofthe
intensityobtainedbytheDeltaＧcombinemethoddecreases andtheRMSofrelativeerroroftheintensitydecreases
firstandthenincreases敭Thethreeapproximationmethodsareallabletoguaranteetheenergybalance敭TheRMSsof
absoluteerrorproducedbyDeltaＧMandDeltaＧcombinearesmallerthanthatofDeltaＧfitunderdifferentoptical
thicknesses敭Fromtheaspectofrelativeerror DeltaＧfitdoeswellwhentheopticalthicknessissmall andtheDeltaＧ
combineisbestwhentheopticalthicknessincreases敭
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１　引　　言
散射相函数是大气辐射传输计算中的一个基本物理量,决定了分子、气溶胶、云滴、雾滴、雨滴、冰粒、雪

花等大气颗粒物散射的方向性特征.散射相函数随散射角的变化较复杂,在大气多次散射计算中,为了能够
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求解散射光强方程,例如离散坐标辐射传输模型(DISORT)方法[１],或者为了减少散射光强求解的计算量,
例如６S方法[２],常常利用勒让德多项式和狄拉克δ函数对散射相函数作适当的近似处理.

在辐射传输计算时,对尖锐相函数的处理方法主要有DeltaＧM [３]和DeltaＧfit[４].DeltaＧM 对散射通量

计算非常有效,已被嵌入标准辐射传输模型DISORT [５]软件中进行散射相函数计算.DeltaＧM 通过要求多

项式矩不变求取勒让德展开系数,利用有限的展开项就可以得到较高的精度.２０００年,Hu等[４]提出DeltaＧ
fit方法,与DeltaＧM方法不同的是,DeltaＧfit要求近似相函数和实际相函数相对误差最小,从而利用最小二

乘拟合法得到多项式系数.在对这两种方法的评估中,陈秀红等[６]认为 DeltaＧfit方法可以减少相函数展开

项数,大大提高计算的精度和速度.Luo等[７]曾以HＧG(HenyeyＧGreenstein)相函数为例,对不同大气光学

厚度情况下DeltaＧM和DeltaＧfit方法的适用性进行探讨,而本文将以前向峰更加尖锐的Cloud和Haze相函

数为例展开相函数截断近似方案的对比分析.

Hu等[４]提到,若有需要,在DeltaＧfit方法拟合求系数时也可以保持多项式任意低阶矩不变,从而使

DeltaＧfit方法有更多自由参数供选择.在此基础上,Yin等[８]将相函数矩不变要求和特定角度范围误差最

小化要求进行综合应用,建立了相函数近似的统一描述方案GＧdeltaＧL.本文着重讨论既保持前任意阶矩不

变,又采用最小二乘拟合法求系数这一组合方案DeltaＧcombine的可行性,并与DeltaＧM和DeltaＧfit方法进

行对比,分析三种相函数近似处理方法在计算辐射强度和辐照度中的应用效果.

２　相函数截断近似方案的物理含义
设散射相函数为P(cosθ),其中θ为散射角,将P(cosθ)展开为勒让德多项式,可表示为

P(cosθ)＝∑
¥

l＝０

(２l＋１)clPl(cosθ), (１)

式中Pl 是第l阶勒让德函数,P０(x)＝１,P１(x)＝x,P２(x)＝
１
２
(３x２－１),以此类推.cl 是第l阶展开项

的系数,可利用真实相函数与勒让德函数乘积的积分求得

cl ＝
１
２∫

１

－１

Pl(cosθ)P(cosθ)d(cosθ). (２)

　　由(１)式可知,需要无穷阶勒让德多项式展开才能精确表达原相函数,但在实际计算过程中,通常只用有

限项展开来近似表达原相函数.由于只在前向周围很窄的区域内存在显著的前向峰,为便于计算,原相函数

可近似表达为前向部分和截断相函数之和[９],即

P(cosθ)≈２fδ(１－cosθ)＋(１－f)P∗(cosθ), (３)

P∗(cosθ)＝∑
M－１

l＝０

(２l＋１)c∗
lPl(cosθ), (４)

式中f 为截断因子,代表前向散射能量所占比例,M 是近似的阶数,c∗
l 是第l阶近似展开项的系数.

对于DeltaＧM方法,要求保持(１)和(４)式中０~M－１阶矩不变,即cl 和c∗
l 的关系为

c∗
l ＝

cl －f
１－f

,l＝０,１,,M －１, f＝cM. (５)

　　对于DeltaＧfit方法,c∗
l 根据最小二乘法求得,假设截断相函数P∗(cosθ)和原相函数P(cosθ)的相对

误差平方和是ε,那么

ε＝∑
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式中wi 是第i个角度的求和权重,规定前向附近一个小角度范围内 (例如０°~３°)权重为０.若要使相对

误差达到最小,则等价于要求∂ε/∂ck＝０(k＝０,１,,M－１),即

∑
i

P∗
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　　在DeltaＧfit中,可以保留前m (m＜M－１)阶矩不变,这些项的多项式系数c∗
l (l＝０,１,,m－１)根据
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(５)式求得,剩余项的系数c∗
l (l＝m,m＋１,,M－１)依然根据(７)式求得.这样,在要求相函数近似保持

０~m－１阶矩不变的基础上,可以应用特定角度范围相函数相对误差最小化要求,改善相函数近似效果,本
文称这种组合方法为DeltaＧcombine.表１总结了三种近似方法的基本特征.

表１　各种散射相函数截断近似方法基本特征

Table１　Essentialfeaturesofvarioustruncationapproximationmethodsforscatteringphasefunction

Method Truncationfactor Momentconservation Reference
DeltaＧM cM ０ＧM－１ Ref．[３]

DeltaＧfit １－c０ ０ Ref．[４]

DeltaＧcombine cM ０Ｇm (m＜M－１) Proposed

３　球形粒子散射特性
Cloud和Haze可近似看作球形粒子,单个粒子的散射和吸收性质可由 Mie理论[１０]给出,在粒子谱分布

已知的情况下就可以算出Cloud和Haze的积分光学性质.粒子分布函数有多种,比如伽马函数、修正的伽

马函数、对数正态分布等.其中修正的伽马函数常被用于研究球形粒子的辐射特性,表示为[１１]

nr( ) ＝arαexp－brγ( ) , (８)
式中a,α,γ,b为尺度分布函数系数,都为正值,其中α是整数.本文所用的Cloud和Haze的尺度分布参数

如表２所示,勒让德展开系数cl 由Haan和Karp计算所得,其中Cloud有２９９项系数,Haze有８２项系数.
图１(a)是０．７μm可见光波长照射Cloud时的散射相函数,该粒子尺度参数为２,折射指数为１．３３.可以看

出,０°~１８０°散射角的相函数最大值和最小值之间跨度５个数量级;在前向小角度３°~５°内,散射相函数迅速

增加,具有强前向衍射特征[１２];Cloud相函数在约１００°散射角处有极小值,在１４０°散射角附近有峰值(虹),
另一个最大值位于１８０°(宝光环).图１(b)是Haze的散射相函数,同样表现出有一前向的衍射极大,但不如

Cloud明显,同时在１５０°~１７０°散射角区间内存在峰值.本文将基于这两种不同粒子的相函数进行辐射强

度的计算和分析.
表２　Cloud和 Haze尺度分布模型

Table２　SizedistributionmodelforCloudandHaze

Particletype N/cm－３ a α γ b rc/μm
CumulusCloud,C．１ １００ ２．３７３ ６ １ １．５ ４

HazeL １００ ４．９８×１０４ ２ ０．５ １５．１２ ０．０７

图１ ０．７μm波长照射 (a)Cloud和 (b)Haze时的散射相函数

Fig敭１ Scatteringphasefunctionsat０敭７μmwavelengthfor a Cloudand b Haze

４　相函数截断近似效果对比
４．１　DeltaＧcombine方法衔接点位置

前面提到,DeltaＧcombine方法的勒让德系数分两步进行计算,０~m－１项多项式展开系数根据DeltaＧ
M方法获得,m~M－１项多项式系数根据DeltaＧfit方法求得.需要了解相函数矩不变要求和特定角度范
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围相对误差最小化要求的衔接点m 的取值对强度计算的影响.
本文基于DISORT辐射传输模型,通过修改其中的相函数勒让德展开式系数的求取方法,重新计算散

射辐射强度.假设太阳光垂直入射,入射辐射通量为π,观测方向与太阳的方位角之差为０°,通过光学厚度

为３．０的单层大气,并且假定该层的单次散射反照率为１．０,下垫面是反射率为０的朗伯体,从而在０°~１８０°
出射方向上获得不同强度的反射或透射辐射.计算流数取１６流,对Cloud和 Haze相函数分别采用DeltaＧ
combine方法近似展开处理,将近似方法的强度与标准强度进行对比,统计得到３°~１８０°强度的绝对误差均

方根(RMS)和相对误差均方根.这里的标准强度是采用DISORT软件(流数取大值)计算所得.图２是出

射辐射强度的绝对误差均方根和相对误差均方根随衔接点m 的变化,采用双y 轴坐标,左纵轴对应蓝色＋
点,表示绝对误差,右纵轴对应绿色Δ点,表示相对误差.衔接点m 的取值范围是０~１５.图２(a)显示,

Cloud绝对误差均方根随衔接点的后移而逐渐减小,相对误差均方根随衔接点后移而有所振荡,在m＜１０
之前基本也呈减小趋势,当m＝１１,１３时,相对误差又有所回升.图２(b)是 Haze的计算结果,其强度的绝

对误差均方根随m 增大而逐渐减小,并趋于平缓,相对误差在衔接点等于１０之前都是随绝对误差一起下

降.从两幅图中均可以发现,当衔接点m＝１２,即３/４倍流数时,强度的相对误差均方根取到极小值.

图２ 强度绝对误差RMS和相对误差RMS随衔接点位置的变化.(a)Cloud;(b)Haze
Fig敭２ RMSofabsoluteerrorandrelativeerrorofintensityversusthepositionofconnectingpoint敭

 a Cloud  b Haze

４．２　不同近似方案的强度计算效果

取流数为１６流,假设单位强度辐射垂直入射,经过光学厚度为３．０的整层大气,对比分析DeltaＧM、

DeltaＧfit和DeltaＧcombine三种相函数处理方法在强度计算时的应用效果(图３).DeltaＧcombine方案的衔

接点以１２(３/４倍流数)为例进行分析,即０~１１项的多项式系数根据DeltaＧM 矩不变要求获得,１２~１５项

的多项式系数采用DeltaＧfit最小二乘拟合的方法求得.图３纵轴采用对数坐标,其中,图３(a)、(b)是Cloud
采用三种相函数近似方案后计算得到的辐射值与标准值的比较,内插图为０°~２０°散射角的放大.图３(c)、
(d)是Haze的结果.散射角为０°~９０°是向下出射,即底部透射[图３(a)、(c)],９０°~１８０°是向上出射,即顶

部反射[图３(b)、(d)].
由图３(a)、(c)可知,三种方案计算的底部透射辐射与标准值的较大差异位于０°~２０°范围内,特别是对

Cloud,其前向小角度的强度值很大,而三种方案近似的效果与标准值具有量级差,这是相函数的前向峰区

域,近似展开时除非项数很多,否则总会有较大误差.相比较而言,DeltaＧM和DeltaＧcombine在小角度处比

DeltaＧfit方法略接近于标准值.图３(b)、(d)是大气顶部反射辐射,三种相函数近似方法计算得到的强度均

较为平滑,仅Cloud粒子在大散射角度处有所差异.
为了更清楚地看出DeltaＧM、DeltaＧfit和DeltaＧcombine相函数近似方案的强度计算效果,统计了三种

方案在３°~１８０°的强度绝对误差均方根和相对误差均方根,如表３所示,不论是Cloud还是 Haze,DeltaＧM
和DeltaＧcombine绝对误差均方根都比DeltaＧfit小,这与图３吻合.从相对误差均方根角度而言,DeltaＧ
combine最小,DeltaＧM次之.

对于卫星观测而言,更关注大气顶部反射辐射,因此进一步比较三种方法计算大气顶部反射辐射的精

度.对９０°~１８０°散射辐射求取误差均方根,统计结果如表４所示.由于没有前向部分的影响,因此统计的

０２２９００２Ｇ４
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图３ 不同相函数近似处理方法比较.(a)Cloud大气底部透射辐射;(b)Cloud大气顶部反射辐射;
(c)Haze大气底部反射辐射;(d)Haze大气顶部反射辐射

Fig敭３ Comparisonofdifferentphasefunctionapproximationmethods敭 a TransmittedradianceforCloud 

 b reflectedradianceforCloud  c transmittedradianceforHaze  d reflectedradianceforHaze

误差均方根比３°~１８０°时(表３)小很多.对于Cloud,不论是绝对误差还是相对误差,DeltaＧcombine方案计

算的误差均最小,说明该方案近似效果最好.对于Haze,DeltaＧfit和DeltaＧcombine这两种方案与标准值的

绝对误差均方根只相差１０－４量级,相对误差均方根相差１０－３量级,计算结果十分接近标准值.
表３　不同相函数近似方案计算得到的辐射强度误差均方根统计

Table３　RMSofradiationintensitycalculatedbyvariousphaseＧfunctionapproximationmethods

Method
RMSofabsoluteerror(３°Ｇ１８０°) RMSofrelativeerror(３°Ｇ１８０°)

Cloud Haze Cloud Haze
DeltaＧM ０．８２１３ ０．０１８４ ０．０９５５ ０．０１１０
DeltaＧfit ０．８７７５ ０．０２７７ ０．１０４４ ０．０１３４

DeltaＧcombine ０．８２３５ ０．０１８７ ０．０９３１ ０．００９８

表４　不同相函数近似方案计算得到的反射辐射强度误差均方根统计

Table４　RMSofreflectedradiationintensitycalculatedbyvariousphaseＧfunctionapproximationmethods

Method
RMSofabsoluteerror(９０°Ｇ１８０°) RMSofrelativeerror(９０°Ｇ１８０°)

Cloud Haze Cloud Haze
DeltaＧM ０．００８８ ０．００１１０ ０．０４４９ ０．００７２
DeltaＧfit ０．００９９ ０．０００６５ ０．０４９２ ０．００４４

DeltaＧcombine ０．００７４ ０．０００７３ ０．０３７６ ０．００４９

４．３　不同近似方案的辐照度计算效果

DeltaＧM方案对辐射通量计算十分有效,可以保证能量平衡,本文在计算辐射强度的同时,也得到了相

同假定条件下的辐照度,以此说明DeltaＧfit和DeltaＧcombine方案计算辐照度时的效果.Cloud和 Haze散

射相函数的辐照度计算结果分别如表５和表６所示.当入射辐射通量为π时,三种方案的向下直接辐射均

为０．１５６４１１W/m２,向下漫射和向上漫射辐射通量略有区别,其中DeltaＧM 和DeltaＧcombine相差很小,在
１０－５W/m２ 量级.总体而言,三种方案的出射辐射通量均为３．１４１５~３．１４１６W/m２,与入射辐射通量π基本
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一致.不仅验证了DeltaＧM方案的能量守恒,而且说明DeltaＧcombine和DeltaＧfit方案也能保证能量平衡.
表５　入射辐射通量为π时,不同方案计算的Cloud的辐照度

Table５　IrradianceofCloudcalculatedbydifferentmethodswhentheincidentfluxisπ W/m２

Method Downwarddirectradiation Downwarddiffuse Upwarddiffuse Total
DeltaＧM ０．１５６４１１ ２．５２４７４ ０．４６０４１７ ３．１４１６
DeltaＧfit ０．１５６４１１ ２．５３６３３ ０．４４８７７７ ３．１４１５

DeltaＧcombine ０．１５６４１１ ２．５２４７９ ０．４６０３７９ ３．１４１６

表６　入射辐射通量为π时,不同方案计算的 Haze的辐照度

Table６　IrradianceofHazecalculatedbydifferentmethodswhentheincidentfluxisπ W/m２

Method Downwarddirectradiation Downwarddiffuse Upwarddiffuse Total
DeltaＧM ０．１５６４１１ ２．４０４８２ ０．５８０３７４ ３．１４１６
DeltaＧfit ０．１５６４１１ ２．４０４５９ ０．５８０６０５ ３．１４１６

DeltaＧcombine ０．１５６４１１ ２．４０４８３ ０．５８０３５１ ３．１４１６

４．４　不同光学厚度情况下三种方案对比

图４ 近似强度的误差均方根随光学厚度的变化.(a)Cloud３°~１８０°绝对误差RMS;
(b)Cloud３°~１８０°相对误差RMS;(c)Haze３°~１８０°绝对误差RMS;(d)Haze３°~１８０°相对误差RMS

Fig敭４ RMSerrorofapproximateintensityversusopticalthickness敭 a RMSofabsoluteerrorofradiancein３°Ｇ１８０°for
Cloud  b RMSofrelativeerrorofradiancein３°Ｇ１８０°forCloud  c RMSofabsoluteerrorofradiance

in３°Ｇ１８０°forHaze  d RMSofrelativeerrorofradiancein３°Ｇ１８０°forHaze

当大气的光学厚度发生改变时,对三种方案的计算效果进行对比.本文选取０．１,０．２５,０．５,０．７５,１．０,

１．２５,１．５,１．７５,２．０,２．２５,２．５,２．７５,３．０,４．０,５．０,６．０,８．０,１０．０从薄到厚１８种光学厚度大气层进行各出射角

的强度计算,进而统计各光学厚度层出射辐射强度的３°~１８０°强度绝对误差均方根和相对误差均方根,如图

４所示.取流数为１６流,假设单位强度辐射垂直入射.从绝对误差角度而言,Cloud和 Haze的误差均方根

随着光学厚度的增加呈先增加后减小的趋势,Cloud的峰值出现在１．５光学厚度左右,Haze的峰值出现在

１．０光学厚度处;DeltaＧM和DeltaＧcombine在各个光学厚度层的绝对误差均方根始终比DeltaＧfit小,特别是

在误差较大的光学厚度时差异更明显;从相对误差角度,随着光学厚度增加,Cloud和Haze的误差均方根逐
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渐减小,且在不同光学厚度三种方案中的优劣呈现出不一样的特征.当光学厚度较小时(Cloud小于０．５,

Haze小于０．２５),DeltaＧfit方案的相对误差均方根在三种方案中是最小的,当光学厚度增大后,DeltaＧ
combine方案最好.

５　结　　论
基于DeltaＧM和DeltaＧfit相函数近似处理方法,从物理上解释了结合矩不变要求和相对误差最小要求

的DeltaＧcombine方法.以球形粒子Cloud和 Haze为例,分析了DeltaＧcombine方法两种不同要求衔接点

位置对散射强度计算的影响,进而以较大流数时DISORT计算结果为标准值,对比了DeltaＧM、DeltaＧfit和

DeltaＧcombine三种相函数近似方法在相同入射辐射通量时的辐射强度和辐照度计算效果.并在此基础上,
统计分析了三种方法在不同大气光学厚度情况下的误差均方根.结果表明:

１)DeltaＧcombine方案具有明确的物理意义,和DeltaＧM、DeltaＧfit一样可用于相函数截断近似处理,三
种方案均能够保证能量平衡.

２)DeltaＧcombine要求矩不变和相对误差最小的衔接点位置对散射强度有较大影响,随着衔接点的后

移,Cloud和Haze散射强度绝对误差均方根均减小,相对误差均方根先减小后增加,误差最小值出现在衔接

点为３/４流数处.

３)对于前向峰明显的球形粒子相函数,在０°~２０°的散射角内三种方案的强度计算与标准值存在量级

差,相比较而言,前向小角度附近DeltaＧM和DeltaＧcombine方案近似计算效果较好.

４)随着光学厚度增加,强度的绝对误差均方根先增加后减小,相对误差均方根逐渐减小;在不同大气光

学厚度情况下,DeltaＧM和DeltaＧcombine与标准值的绝对误差均方根比DeltaＧfit小;从相对误差角度来看,
在较小光学厚度下,DeltaＧfit方案强度计算效果较好,当光学厚度增大时,DeltaＧcombine方案最优.
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