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基于空间变化点扩展函数的图像直接复原方法
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摘要　采用点插值法、循环矩阵模型、拉普拉斯正则化方法和共轭梯度迭代法,解决了空间变化图像复原过程中空

间变化点扩展函数的获取、反卷积的计算模型、反问题的病态性以及复原算法等问题.在此基础上,建立了空间变

化图像复原方法,并分析了图像复原的基本模型.最后,通过仿真对比了提出的空间变化图像复原算法和空间不

变图像复原算法,结果表明,空间变化算法的图像复原结果好于空间不变算法.
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１　引　　言
光学系统的装调、光学系统像差、平台振动等因素引起了图像的退化,并且导致了空间各点图像退化不

一致.为了修补损失的图像信息,逐步开展了图像复原方法.为了简化问题,研究人员一般将成像过程视为

一个空间不变(SIV)系统即空间各处退化相同的线性退化过程,以处理图像复原问题.然而,由于光学系统

像差,成像介质的非均匀性,大气的抖动,成像平台不规则运动等因素影响,成像过程一般是一个线性空间变

化(SV)系统即空间各处图像退化不同.
对于点扩展函数(PSF)空间变化图像,若仍采用空间不变图像复原方法显然是不够准确的.早在１９６５年,

Lohmann等[１]就对各个视场退化函数的差异进行了讨论.目前,国外对空间变化图像复原方法已有较为系统

的研究.在直接空间变化图像复原中,需要对多个甚至海量的PSF进行提取、存储和运算[２],因此需要一种获

取各个视场点PSF的方法.上海理工大学的徐伯庆等在使用仪器测量出一幅图像１８０个PSF后,使用相应的

１８０个逆滤波器完成图像复原,该方法测量了１８０个点的PSF,测量数据量较大[３],且国内在这方面的研究较少.
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本文基于图像复原模型提出了一种基于拉普拉斯正则化的空间变化图像复原方法,首先分析了空间变

化图像复原模型和空间变化图像复原的４个问题:PSF获取,PSF数据存储,反问题病态性和复原算法的求

解;然后采用点插值法、循环矩阵模型、拉普拉斯正则化方法和共轭梯度迭代法分别对４个问题进行处理;最
后通过仿真实验证实了空间变化图像复原方法的有效性.

２　空间变化图像复原模型
根据傅里叶光学理论,光学系统的成像过程可以视为一个线性叠加过程,即系统所成像在像面坐标(二

维坐标)处的灰度值,等于系统所有视场的PSF被相应视场位置处物f 的灰度值调制后在该坐标处的灰度

值的线性加和,再加上此像面坐标处的成像噪声:

g(p′)＝∑
p∈D

f(p)h(p;p′)＋η(p′), (１)

式中h(p;p′)为p 视场对应的PSF,p 为物面坐标,D 为图像域,f(p)为物在坐标p 处的灰度值,ŋ(p′)为
成像过程中的噪声,一般为高斯白噪声.当光学系统的h(p;p′)在系统视场内处处相等时,为线性空间不

变系统;当光学系统的h(p;p′)在系统视场内处处不相等时,为线性空间变化系统.当系统为线性空间不

变系统时,(１)式可以简化为卷积形式:

g＝f∗h＋η, (２)
当系统为线性空间变化系统时,原始式不能简化为一个卷积,此时需要采用原始式进行图像复原.

根据(１)式可以看出空变图像复原首先需要处理４个问题:

１)空间变化PSF的获取;

２)反卷积的计算模型;

３)反问题的病态性和噪声抑制;

４)复原算法求解.
针对这４个问题提出了解决方案,如图１所示,由４部分组成:

１)测量出少数视场的PSF,然后进行插值处理,以获取空间变化PSF;

２)反卷积的循环矩阵计算模型;

３)采用拉普拉斯正则化图像复原以抑制噪声及解决问题的病态性;

４)采用共轭梯度迭代法求解复原问题.

图１ 空间变化图像复原

Fig．１ Restorationofspatialvariantimage

３　PSF插值分析
３．１　已知视场PSF测量

空间变化图像复原需要知道所有视场点的PSF值,由于难以测量得到所有视场处的PSF,一般需要部

分已知视场的PSF,通过插值求取未知视场的PSF.采用脉冲测量不同视场处的部分PSF.制作如图２所

示的靶标,采用点脉冲法即可获取不同位置处的PSF.
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图２ 已知PSF位置图

Fig．２ LocationmapofknownPSF

３．２　基于主元分析的未知视场PSF插值获取方法

这种获取PSF模型的基本思想是寻找一组基函数,使得成像系统的PSF能够在由这组基函数所组成的

函数空间内找到一个很好的近似[４－６].主成分分析(PCA)模型基于已知数据构造正交基函数,因此选用主

元分析法构建基函数.基于主元分析的PSF获取方法包括４个步骤:

１)已知点PSF的表征:选取PCA模型表征PSF,拟合获取已知点的PSF主元分析模型参数;

２)未知点的PSF参数插值计算:选取点插值法,获取未知点的PSF的模型参数;

３)未知点PSF的回归:将插值获取的参数带入PSF表征模型中拟合获取未知点的PSF;

４)PSF插值误差分析:分析插值获取的PSF与真实PSF之间的差距.

３．２．１　PSF的PCA模型

PCA法是１９３３年提出来的,其思想是把众多指标转换成几个综合指标,综合指标保留了原变量提供的

主要信息,且彼此间又互不相关,便于抓住主要特征使复杂问题简单化.PCA的步骤如下:

１)对原始数据进行标准化处理;

２)计算样本相关系数矩阵;

３)求解相关系数矩阵的特征值和相应特征向量;

４)选择重要主成分,并计算主成分表达式;

５)计算主成分得分.
基于PCA的PSF基函数构建方法的步骤为

１)对获取的PSF归一化处理:

fpsi＝
fpsi

sum(fpsi)
,i＝１,２,３,,N, (３)

式中sum表示对fpsi所有元素求和.
２)将已知PSF改写为一维向量形式,然后标准化处理:

f∗
psi＝fpsi－mean(fps),i＝１,２,３,,N, (４)

式中mean表示对所有PSF求均值.

３)求取PSF一维向量之间的协方差矩阵:
Cij ＝cov(f∗

psi,f∗
psj),１≤i,j≤N, (５)

式中cov表示对f∗
psi与f∗

psj求协方差.
４)求解协方差矩阵的特征值{λ１,λ２,λ３,,λN}和相应特征向量{Xeig１,Xeig２,Xeig３,,XeigN}.
５)利用协方差矩阵的特征向量,构造基函数{r１,r２,r３,,rN}:
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式中{r１,r２,r３,,rN}即为基函数.

６)计算主成分得分,选取基函数个数:

ρi＝
λi

∑
n

j＝１
λj

,i＝１,２,３,,N, (７)

式中ρ为主元累积贡献率;一般来说,选择使累积贡献率ρ超过８５％的k个主元贡献率即可.

７)数据回归,即利用基函数回归为归一化的PSF:

f∗
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＋mean(fps),i＝１,,N, (８)

式中{Xeig１,Xeig２,Xeig３,,XeigN}为基函数{r１,r２,r３,,rN}的系数矩阵.

３．２．２　未知点PSF的插值获取

目前的插值方法有网格插值和无网格插值,相比于网格插值法,无网格插值法具有实现简单、计算速度

快等优点.在无网格插值法中,点插值法(PIM)是目前较为常用的方法.PSF点插值的基本思想是将每个

插值点上PSF用一定的基函数表示,然后根据已知点的基函数系数,通过插值获取未知点的基函数系数,从
而构建出未知点的PSF:

fps＝ a１ a２ a３  ak( )

r１
r２
r３
⋮

rk
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＋mean(fpsi),i＝１,,N, (９)

式中{a１,a２,a３,,aN}为插值获取的系数.
选取多项式拟合法对各个未知视场点PSF进行插值计算,其插值方法可以表示为

a(x０,y０)＝∑
L

i＝１
λiϕ(xi,yi), (１０)

式中(x０,y０)为PSF未知点,即插值点坐标;(xi,yi)为PSF已知点坐标;Φ(xi,yi)＝xrys为插值多项式

函数;L 为已知点的个数;λi为权系数,取为１;a 为插值获取的PSF系数.

３．２．３　PSF回归与PSF误差分析

在插值获取未知点的PSF各个基向量系数后,将其代入高斯函数中,以获取未知点的PSF.为评价各

个插值点PSF的精度,定义各个PSF均方误差(MSE)为

RMSE＝{∑
m

i＝１
∑
n

j＝１

[fpsreal(i,j)－fpsin(i,j)]
２

}, (１１)

式中m、n 表示PSF采样尺寸,fpsreal表示真实的点扩展函数,作为对比值.fpsin表示插值获取的PSF值.

MSE越小则说明插值获取的PSF和真实PSF越接近.为评价视场内所有PSF的插值精度,定义平均MSE
为

RMSEaverage＝
∑
M

i＝１
∑
N

j＝１
RMSE(i,j)[ ]

MN
, (１２)

式中M、N 表示PSF在像面上的行数与列数,即是像面尺寸.

４　反卷积计算模型
目前反卷积的计算模型主要循环矩阵计算模型和非周期反卷积模型.非周期反卷积模型由于需要观察
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序列长度大于未知序列,因此选取了循环矩阵模型[７－１０].循环矩阵计算模型的思想是利用循环矩阵的对角

化技术把反卷积问题变成频域滤波问题.空间不变成像系统的PSF矩阵可以近似为一个循环矩阵,则PSF
矩阵的卷积矩阵形式可以表示为

y＝Bcx, (１３)
式中Bc 表示循环矩阵.根据循环矩阵的性质可知,可以将循环矩阵Bc 近似表示为

Bc ＝WΛW－１, (１４)
式中W 为循环矩阵特征向量构成的矩,Λ 为对角阵,将卷积核h 补零使尺寸扩展到二维像面的尺寸M×N,
做离散傅里叶变换,得到矩阵H,则Λ 为一个对角阵,对角元由矩阵H 的M×N 个元从第一行开始,逐个逐

行地填入对角矩阵中 [１０].设p 是尺寸为M×N 的二维数组的辞书式堆积向量,矩阵W 还具有如下性质:
Wp⇔MN∗IDFT[p], (１５)

Wp⇔
１

MN∗DFT
[p], (１６)

即W 矩阵直接作用于向量,相当于对向量做离散傅里叶逆变换(IDFT),若W 的逆矩阵作用于向量,则相当

于对向量做离散傅里叶变换(DFT).当PSF矩阵K 作用于由二维图像构成的辞书式堆积向量f 时,即空

间不变卷积成像过程,可以理解为f 的傅里叶变换与空间不变PSF的傅里叶变换的乘积的傅里叶逆变换.
可见,空间不变图像复原算法能够通过快速傅里叶变换算法加快运算速度.类似的,PSF矩阵K 的转置与

f 相作用也可以通过快速傅里叶变换来计算.而对于空间变化图像复原算法而言,由于系统像面不同视场

的PSF不同,因此,PSF矩阵K 不能近似为循环矩阵,从而导致了空间变化图像复原算法计算上的困难,因
此将PSF分解为正交基的组合再进行以上操作.

空间变化卷积计算模型根据空间变化PSF插值间为

fps(x,y)＝∑
PCAnum

k＝１
ak(x,y)rk(x,y)＋mean(fpsi),i＝１,,N, (１７)

可推导出;

y＝Bcx＝∑
MN

i＝１
xi∗fpsi＝∑

MN

i＝１
xi∗ [ ∑

PCAnum

k＝１
ak(x,y)rk(x,y)＋mean(fps)] ＝

∑
MN

i＝１
xi∗∑

PCAnum

k＝１
ak(x,y)rk(x,y)＋∑

MN

i＝１
xi∗mean(fps)＝∑

PCAnum

k＝１
rk∗(Akf)＋f∗mean(fps), (１８)

根据循环矩阵模型可知:

∑
PCAnum

k＝１

(Akf∗rk)＋f∗mean(fps)＝∑
PCAnum

k＝１

(Akf∗WΛkW－１)＋f∗WΛmeanW－１, (１９)

则空间变化图像复原的循环矩阵为

Bc ＝∑
PCAnum

k＝１

(AkWΛkW－１)＋WΛmeanW－１. (２０)

５　空间变化图像约束最小二乘复原
图像降质方程为[１１]

y＝Bcx＋η, (２１)
规定解满足:

η ２＝ Bcx－y ２, (２２)
使用Phillips的正则化方法,该方法保证解的二阶倒数的范数平方 x″ ２ 最小.图像的二阶差分可以通过卷

积x(m,n)∗c(m,n)计算,其中二阶差分算子即拉普拉斯算子,表示为

c(m,n)＝
１
８

０ １ ０
１ －４ １
０ １ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

, (２３)
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用循环矩阵模型表示卷积,则规整化要求具体化为最小化问题 minCx ２ 其中C 为c(m,n)生成的循环矩

阵,则可以问题归结为

F(f̂)＝λ(g－Bcf̂ ２－ n ２)＋ Cf̂ ２, (２４)
式中λ为一个常数,称为拉格朗日因数.求解(２４)式方程可以得到:

(BT
cBc ＋αCTC)x＝BT

cy, (２５)
式中α＝１/λ.

将空间变化Bc 矩阵代入(２５)式可得:

[ ∑
PCAnum

k＝１

(AkWΛkW－１)＋WΛmeanW－１ ]
T

[ ∑
PCAnum

k＝１

(AkWΛkW－１)＋WΛmeanW－１ ]f＋αCTCf＝

[ ∑
PCAnum

k＝１

(AkWΛkW－１)＋WΛmeanW－１ ]
T

g. (２６)

６　空域迭代求解图像复原方程
为求解(２６)式采用共轭梯度法求解,其步骤如下[１２]:

１)设初值f０ 为初始向量;

２)P０＝r(０)＝b－Ax(０);

３)对于k＝１,２,３,,N(N 为迭代次数).

αk ＝
[r(k),pk]
(pk,Apk)

x(k＋１)＝x(k)＋αkpk

r(k＋１)＝r(k)－αkApk

βk ＝－
[r(k＋１),Apk]
(pk,Apk)

p(k＋１)＝r(k＋１)＋βkpk

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

, (２７)

以上步骤即为共轭梯度法求解步骤,将采用此方法求解线性方程.

７　仿真实验验证
为了对比空间变化和空间不变恢复算法的恢复能力,进行了仿真对比实验.基于Zemax软件计算光学

系统不同视场的PSF,从而仿真空间变化图像.实验采用Zemax中的UnobscuredGergorian系统,将其主

镜绕X 轴旋转倾斜０．０５°.其９个视场的PSF比较如图３所示,图中可以看出该系统的空变特性非常明显.

图３ ９个视场PSF对比图

Fig．３ ComparedPSFdiagramofninefieldsofview
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　　根据获取的PSF仿真图像,图４(a)~(c)分别为噪声２０dB、３０dB和５０dB时的空间变化图像.

图４ 空间变化图像.(a)噪声为２０dB;(b)噪声为３０dB;(c)噪声为５０dB

Fig．４ Spatialvariantimages敭 a ２０dBnoise  b ３０dBnoise  c ５０dBnoise

　　在插值获取未知点PSF的各个基向量系数后,将其代入基函数中,以获取未知点的PSF.各个PSF均

方误差如图５所示,RMSEaverage＝２．５８８×１０－６.

图５ 点插值精度图

Fig．５ Accuracymapofpointinterpolation

　　采用空间变化约束最小二乘复原,恢复图像如图６(a)~(c)所示,其峰值信噪比(ISNR)分别为

６．１３４dB、６．３６３dB和６．３７４dB.图７(a)~(c)为空间不变图像复原,其ISNR分别为５．６７２dB、５．９４０dB
和５．９５０dB.

图６ 空变复原图像.(a)噪声为２０dB;(b)噪声为３０dB;(c)噪声为５０dB

Fig．６ Restoredspatialvariantimages敭 a ２０dBnoise  b ３０dBnoise  c ５０dBnoise

　　通过比较ISNR,如表１所示,可以看出空间变化图像复原效果均好于空间不变图像复原.
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图７ 空不变复原图像.(a)噪声为２０dB;(b)噪声为３０dB;(c)噪声为５０dB

Fig．７ Restoredspatialinvariantimages敭 a ２０dBnoise  b ３０dBnoise  c ５０dBnoise

表１ 复原结果

Table１ Restoredresults

Noise/dB ISNRofSVsystem ISNRofSIVsystem

２０ ６．１３４ ５．６７２
３０ ６．３６３ ５．９４０
５０ ６．３７４ ５．９５０

８　结　　论
分析了图像复原的基本模型,确定了空间变化图像复原需要处理的４个问题:空间变化PSF的获取,

反卷积的计算模型,反问题的病态性,消除和抑制噪声及复原算法的求解.然后采用点插值法,循环矩阵

模型,拉普拉斯正则化方法和共轭梯度迭代法分别对４个问题进行处理.最终建立了空间变化图像复原

方法.通过仿真实验证明空间变化约束最小二乘法图像复原效果要好于空间不变约束最小二乘法图像

复原法.
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