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摘要　研究了一种基于强度传输方程(TIE)和角谱迭代传播算法的混合迭代算法.通过仿真和实验,对比了TIE
算法与混合迭代算法在不同离焦距离下的相位恢复效果.结果表明,与TIE算法相比,混合迭代算法提升了大离

焦距离下的相位恢复精度,同时提高了相位恢复的空间分辨率.该算法为高精度相位恢复提供了解决方案.
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１　引　　言
相位是光学测量领域中的重要信息之一,其与物体表面的深度、形状以及折射率等密切相关.相位恢复

技术广泛应用于遥感[１]、电子显微镜[２]、表面面型[３]、水印技术[４]、波前探测[５]、全息技术[６]等领域.由于光

的频率太高,目前的图像采集器件(如CCD摄像机等)只能记录光波的强度即振幅[７],无法直接记录相位,所
以需要利用强度进行相位恢复.

为了得到物体的相位,研究者们提出了多种方法,如强度传输方程等.强度传输方程是一种常见的利用
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强度恢复相位的方法,即利用若干幅离焦图像,通过简单计算得到相位图像[８].１９８３年,Teague提出了基

于傅里叶法的强度传输方程(TIE).此后,为了提高求解的精度,研究者们在此基础上又提出了格林函数

法[９]、泽尼克多项式法[１０]和多重网格法[１１].TIE及其改进算法通常选用较小的离焦距离,以避免强度传输

时的非线性误差.但是过小的离焦距离会增大图像定位难度,同时增加系统成本.因此,需要找到一个适当

的离焦距离.为了增大TIE的离焦距离,可采用多幅图像的方法,但是这种方法需要对多幅图像进行采样,
同时还要拟合出图像强度加权系数以解决强度传输时的非线性修正问题,因此系统较为复杂.在相位恢复

算法中,迭代算法具有计算精度高和适应能力强的特点,但是其收敛速度较慢.为了克服上述缺点,本文将

TIE和角谱迭代传播算法相结合(简称混合迭代算法),实现了较大离焦距离图像的相位恢复.从仿真和实

验两方面对混合迭代算法进行了分析,通过与TIE算法进行对比,证明了混合迭代算法的相位恢复效果较

好,提高了相位恢复的空间分辨率.

２　算法原理
２．１　TIE算法

当波长为定值时,TIE方程为

∂I(x,y)
∂z ＝－

λ
２π

Ñ⊥[I(x,y)Ñ⊥φ(x,y)], (１)

式中I(x,y)为焦面上的光强,z为传播距离,λ为光波波长,Ñ⊥为梯度算子[８],φ(x,y)为焦面上的振幅.
当I(x,y)为定值即纯相位图像时,可以将其从(１)式右侧梯度算子中提出,得到

－
２π
λI
􀅰∂I

(x,y)
∂z ＝Ñ２⊥φ(x,y), (２)

对(２)式两边进行傅里叶变换可得

Φ(u,v)＝
F(u,v)

－４π２(u２＋v２)
, (３)

式中Φ(u,v)＝F[φ(x,y)],F(u,v)＝F －
２π
λI
􀅰∂I
(x,y)
∂z

é

ë
êê

ù

û
úú,F(􀅰)为傅里叶变换,u、v 是空间频率变量.

当光强I(x,y)不是常数时,可以用有限差分法对(１)式等号左边部分进行处理,得到

∂I(x,y)
∂z ≈

I(x,y,Δz)－I(x,y,０)
Δz

, (４)

式中Δz为离焦距离.
图１所示为图像传播示意图,沿光轴(z轴)方向依次为待恢复相位的物体、负离焦面衍射光强图(简称

负离焦面图像)、焦面图像、正离焦面衍射光强图(简称正离焦面图像).图像两两间隔均为Δz,焦面到物面

距离为z.运用有限差分法和TIE公式整理得到

－
２π
λ

I(x,y,z＋Δz)－I(x,y,z－Δz)
２Δz ＝Ñ⊥[I(x,y,z)Ñ⊥φ(x,y,z)]. (５)

图１ 图像传播示意图

Fig．１ Schematicdiagramofimagepropagation
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２．２　角谱迭代传播算法

角谱迭代传播算法[１２Ｇ１４]示意图如图２所示.该算法利用物、像平面之间的关系,通过角谱传递公式,在
物平面和像平面上进行正向和逆向的反复迭代来恢复待测面的相位信息.

图２ 角谱迭代传播算法示意图

Fig．２ Schematicdiagramofiterativeangularspectrumpropagationalgorithm

　　角谱传递函数为

H ＝exp{ikΔz[１－λ２(f２
x ＋f２

y)]１/２}, (６)

式中波数k＝
２π
λ
,空间频率fx＝

m
Lx
、fy＝

n
Ly
,m、n 为采样个数,Lx、Ly分别为x、y 方向上的采样长度[１５].

２．３　混合迭代算法

虽然角谱迭代传播算法对高频和较大离焦距离的相位恢复求解有良好的效果,但当采用随机相位作

为初始值时,迭代时间长,收敛速度慢.另外,虽然TIE算法对于大离焦距离相位恢复效果不佳,但也能

得到一个近似解[１６Ｇ１７].为了提高相位恢复的速度和精度,将TIE算法与角谱迭代传播算法相结合,称为

混合迭代算法.用TIE算法恢复出的相位作为角谱迭代传播算法的初始相位,可以减少迭代次数,提高

计算效率.
混合迭代算法的流程图如图３所示,Uz、Uz＋Δz、Uz－Δz分别为焦面和正、负离焦面的复振幅,φz、φz＋Δz、

φz－Δz分别为焦面和正、负离焦面的相位,bz、bz＋Δz、bz－Δz分别为焦面和正、负离焦面的振幅,Xrms为误差函数

值,ε为预设误差函数值.算法步骤如下.

１)利用已知的z－Δz处的负离焦面、z处的焦面和z＋Δz处的正离焦面三幅图像,利用TIE算法得到

焦面初始相位值φz,结合焦面振幅bz 得到焦面初始复振幅Uz０＝bz０
􀅰exp(iφz).

２)利用 H 对焦面初始复振幅Uz０进行角谱传递,传播距离为－z,得到物面复振幅U０＝b０􀅰exp(iφ０).
若误差函数值Xrms小于等于ε,则相位φ０ 为物面的相位分布.若误差函数值Xrms大于ε,则将焦面复振幅

Uz０中的bz０替换为焦面振幅bz,得到新的焦面复振幅Uz＝bz􀅰exp(iφz).

３)利用H 对Uz 进行角谱传递,传播距离为Δz,得到正离焦面复振幅Uz＋Δz＝b′z􀅰exp(iφz＋Δz).将振幅

b′z替换为正离焦面振幅bz＋Δz,得到U′z＋Δz＝bz＋Δz􀅰exp(iφz＋Δz).

４)利用H 对U′z＋Δz进行角谱传递,传播距离为－Δz,得到新焦平面复振幅Uz１＝b′z＋Δz􀅰exp(iφz１).将振

幅b′z＋Δz替换为焦面振幅bz,得到U′z１＝bz􀅰exp(iφz１).

５)利用 H 对U′z１进行角谱传递,传播距离为－Δz,得到负离焦面复振幅Uz－Δz＝b″z􀅰exp(iφz－Δz).将振

幅b″z替换为负离焦面振幅bz－Δz,得到U′z－Δz＝bz－Δz􀅰exp(iφz－Δz).

６)利用 H 对U′z－Δz进行角谱传递,传播距离为Δz,得到其复振幅为Uz０＝bz０
􀅰exp(iφz),重复步骤２)~

５),反复迭代,当误差函数值达到预设误差函数值或者迭代次数达到预设值时,终止迭代.

３　仿真及结果分析
分别对TIE算法和混合迭代算法进行仿真并对结果进行对比,分析两种算法的优缺点和适用范围.为

了评价相位的恢复效果,引入一个误差函数φrms,计算公式为
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图３ 混合迭代算法流程图

Fig．３ FlowchartofHybriditerativealgorithm

φrms＝
∑
n

i＝１

(φ１i－φ２i)２

∑
n

i＝１
φ２
２i

×１００％, (７)

式中φ１i为理论相位值,即利用TIE算法及混合算法得到的相位值;φ２i为实际相位值,即仿真中设置的初始

物面相位值;n 为采样个数.

３．１　利用TIE算法恢复相位

仿真中,假设物平面为纯相位物体,即设定光强I０(x,y)均为１.将Lena图作为相位图,如图４所示,
其中右侧色度条上不同颜色对应不同的相位值,单位为rad.图像分辨率为２５６pixel×２５６pixel,x、y 方向

的采样长度均为７．８μm,波长为６３３nm.

图４ 原始图像

Fig．４ Originalimage

　　利用(６)式中的传递函数 H 计算得到z 处的光强Iz、z－Δz 处负离焦面图像的光强Iz－Δz以及z＋Δz
处正离焦面图像的光强Iz＋Δz,如图５所示,其中右侧色度条上不同颜色对应不同的相对光强值.

　　利用Iz、Iz－Δz和Iz＋Δz对焦面相位进行求解,再利用传递函数 H 得到图６所示的物平面相位图,与初始

相位图进行比较.
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图５ 原始图像传播一定距离后得到的光强图像.(a)负离焦面图像;(b)焦面图像;(c)正离焦面图像

Fig．５ Intensityimagesfororiginalimagepropagatingoveracertaindistance敭 a Negativedefocusedimage 

 b focusedimage  c positivedefocusedimage

　　在z＝３００mm条件下,当Δz＝１mm 时,φrms＝７．２５％;当Δz＝１０mm 时,φrms＝１３．０６％;当Δz＝
３０mm时,φrms＝１５．６３％.比较三个离焦距离下的相位恢复可知,φrms随着离焦距离Δz的增加而增大,φrms增
大表示相位恢复精度下降.这说明TIE算法适用于较小离焦距离下的图像相位恢复;在较大离焦距离下,有
限差分[８]的近似计算不再适用,该算法易造成高频分量丢失,计算结果出现一定偏差,相位图像变得模糊.

图６ TIE算法仿真图像.(a)Δz＝１mm;(b)Δz＝１０mm;(c)Δz＝３０mm
Fig．６ ImagesfromTIEalgorithmsimulation敭 a Δz＝１mm  b Δz＝１０mm  c Δz＝３０mm

３．２　利用混合迭代算法恢复相位

采用混合迭代算法,对Δz＝１mm、Δz＝１０mm和Δz＝３０mm三个离焦距离进行相位恢复.同样设定

光强I０(x,y)均为１,将Lena图像作为相位图.图像分辨率为２５６pixel×２５６pixel,x、y 方向的采样长度

均为７．８μm,波长为６３３nm.利用传递函数 H 计算得到z 处焦面图像的光强Iz、z－Δz 处负离焦面的光

强Iz－Δz和z＋Δz处正离焦面的光强Iz＋Δz.使用TIE算法对Iz、Iz－Δz和Iz＋Δz进行求解,利用图３所示的算

法流程迭代２００次得到混合迭代算法恢复的焦面相位,再利用传递函数 H 得到物平面的相位图,与初始相

位图进行比较得到φrms随迭代次数变化的曲线图,结果如图７所示.

　　当Δz＝１mm时,仅利用TIE算法进行求解,得到φrms＝７．２５％;利用混合迭代算法进行求解,经过２００
次迭代后得到φrms＝２．１１％,误差有所减小,但差距不大.当Δz＝１０mm时,仅利用TIE算法进行求解,得
到φrms＝１３．０６％;利用混合迭代算法进行求解,得到φrms＝１．３６％.当Δz＝３０mm,仅利用TIE算法进行求

解,得到φrms＝１５．６３％;利用混合迭代算法进行求解,得到φrms＝１．０８％.从图７所示的图像结果和φrms的

变化曲线中都可以看出:利用混合迭代算法比仅利用TIE算法进行相位恢复效果明显更好.
图８对比了两种算法在z＝３００mm时,误差函数值φrms随离焦距离Δz 的变化曲线图.从图中可以看

出,在较小离焦距离(Δz小于１mm)情况下,TIE算法与混合迭代算法的φrms相近;但随着Δz 增加,混合迭

代算法的φrms呈减小趋势,并远小于TIE算法的φrms,即在较大离焦距离下混合迭代算法的相位恢复效果比

TIE算法好.但混合迭代算法是一个迭代过程,其计算耗时较TIE算法长.因此,TIE算法更适合较小离

焦距离的相位恢复,而混合迭代算法适用范围更广,在较大离焦距离中也能有较好效果.在实际应用中,离
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焦距离会受到透镜数值孔径、待恢复相位空间分辨率、电荷耦合元件(CCD)靶面尺寸和分辨率的限制,所以

混合迭代算法实际适用距离应该小于理论值.

图７ 不同离焦距离下不同算法仿真得到的相位恢复图及φrms随着迭代次数变化曲线.(a１)(b１)(c１)TIE算法;

(a２)(b２)(c２)混合迭代算法;(a３)(b３)(c３)φrms
Fig．７ Phaseretrievalimagesbydifferentalgorithmsatdifferentdefocusingdistancesandchangingofφrmsversusnumber

ofiterations敭 a１  b１  c１ TIEalgorithm  a２  b２  c２ Hybriditerativealgorithm  a３  b３  c３ φrms

图８ TIE算法和混合迭代算法中φrms随Δz的变化

Fig．８ φrmsversusΔzinTIEalgorithmandHybriditerativealgorithm

４　实验及结果分析
４．１　实验装置

实验装置示意图和实物图分别如图９、１０所示,为了保持实验与仿真的一致性,光源需具备单色性好、发
散角小、强度分布均匀等特性,因此实验采用激光干涉仪(VerifireXP/D１２″型,ZYGO公司,美国)中波长

０９１２００１Ｇ６
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为６３２．８nm的光源.光束经过光阑和平面镜反射入射到样本上,经过一个四倍焦距系统(简称４F系统)成
像在CCD摄像机(FCＧID１３０M型,上海方诚光电科技有限公司,中国)上,以避免移动CCD时拍摄的图像尺

寸不一致;４F系统的透镜焦距为２５０mm,口径为２inch(５．０８cm).CCD摄像机分辨率为１２８０pixel×
１０２４pixel,像素尺寸为５．２μm,CCD摄像机固定在移动平台上,平台的移动距离精度为１２．５μm.

图９ 实验装置示意图

Fig．９ Schematicdiagramofexperimentalsetup

图１０ 实验装置图

Fig．１０ Experimentalsetup

４．２　实验过程

调节光路,使得样本在CCD摄像机上成清晰像时的光强即为焦面光强.移动平台使CCD摄像机可以

记录焦面z处和不同离焦距离Δz处的离焦面图像.当Δz＝５００μm时CCD摄像机获取的三幅图像,包括

负离焦面、离焦面和正离焦面的光强分布图像,如图１１所示.

图１１ 实验采集图像(Δz ＝５００μm).(a)负离焦面图像;(b)焦面图像;(c)正离焦面图像

Fig．１１ Imagesobtainedinexperiment Δz ＝５００μm 敭 a Negativedefocusedimage 

 b focusedimage  c positivedefocusedimage
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４．３　结果分析

为了评价恢复效果,引入一个误差函数Irms,计算式为

Irms＝
∑
n

i＝１

(I１i－I２i)２

∑
n

i＝１
I２２i

×１００％, (８)

式中I１i为理论光强值,即利用TIE算法及混合算法进行相位传播后得到的光强值;I２i为实际光强值,即实

验得到的真实光强值;n 为采样个数.对采集的图像信息用TIE算法求解得到相位图,并将其作为初始相

位,利用混合迭代算法进行求解,得到误差函数Irms随迭代次数的变化曲线图,迭代次数为１００.利用最终恢

复的相位图传播相应的Δz 得到正离焦面的光强图像,与图１１(c)进行比较,得到两者的Irms.当Δz＝
５００μm时,Irms＝７．８７％;当Δz＝３０００μm时,Irms＝１１．４１％.图１２为在不同离焦距离下恢复的相位及光强

图,从左至右分别为TIE算法恢复相位图、混合迭代算法恢复相位图、由恢复相位图得到的正离焦面光强图

和Irms随迭代次数的变化图.从图１２可以看到,Irms随着迭代次数的增加而减小,即利用混合迭代算法恢

复的相位精度比TIE算法高.

图１２ 不同离焦距离下不同算法得到的恢复相位图和光强图以及Irms随迭代次数的变化.(a１)(b１)TIE算法;

(a２)(b２)混合迭代算法;(a３)(b３)混合算法恢复相位图对应的正离焦面光强图;(a４)(b４)Irms
Fig．１２ RetrievalphasesandintensityimagesbydifferentalgorithmsatdifferentdefocusingdistancesandchangingofIrms
versusnumberofiterations敭 a１  b１ TIEalgorithm  a２  b２ Hybriditerativealgorithm  a３  b３ corresponding

intensityimagesofphaseretrievalimagesbyHybriditerativealgorithm  a４  b４ Irms

　　图１３所示为TIE算法和混合迭代算法恢复的相位分辨率对比.从图中可以看到,在３２lp/mm处(即
图中小正方形标出的线对),混合迭代算法得到的相位图像仍能分辨出线条,但TIE算法已不能分辨.TIE
算法可分辨的最高线对为２５lp/mm,混合迭代算法可分辨的最高线对为４５lp/mm,可以看出混合迭代算法

恢复的相位分辨率要高于TIE算法,说明混合迭代算法对高频分量的求解效果更好,有效地提高了分辨率,
使恢复的相位图像更清晰.

４．４　植物切片样本

为了进一步探究混和迭代算法在实际物体相位测量中的应用,尝试恢复了南瓜切片样本图像相位.在

生物学方面,透明的细胞切片可以看作是一个纯相位的物体.利用图１０所示的实验装置对南瓜切片进行拍

摄,得到焦面及正、负离焦面的三幅衍射光强图像.采用TIE算法和混合迭代算法对其进行相位恢复,结果

如图１４所示.从图中可以看出,混合迭代算法对纯相位物体也有较好的恢复效果.

　　从实验结果可以看出,利用混合迭代算法进行相位恢复时,在较小离焦距离下图像恢复效果与TIE算

法相近;在较大离焦距离下,图像相位恢复的准确率和分辨率都较TIE算法高.
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图１３ 不同算法得到的相位恢复图的分辨率对比(Δz＝５００μm).(a)TIE算法;(b)混合迭代算法

Fig．１３ Resolutioncomparisonofphaseretrievalimagesbydifferentalgorithms Δz＝５００μm 敭

 a TIEalgorithm  b Hybriditerativealgorithm

图１４ 不同算法下对纯相位南瓜切片的相位恢复图.(a)TIE算法;(b)混合迭代算法

Fig．１４ Phaseretrievalimagesofpumpkinsectionbydifferentalgorithms敭

 a TIEalgorithm  b Hybriditerativealgorithm

５　结　　论
通过仿真对比了TIE算法和混合迭代算法在不同离焦距离下的相位恢复效果,并实际拍摄多幅图像进

行了验证.结果表明TIE算法在较小离焦距离下的相位恢复效果较好,但在较大离焦距离下相位恢复精度

较低.混合迭代算法在较小离焦距离下与TIE算法的相位恢复精度相差不大,同时在较大离焦距离下也能

得到较高的相位恢复精度.另外,由于混合迭代算法对高频分量有较好的求解效果,所以该算法也能提高图

像相位恢复的分辨率.仿真与实验结果说明,混合迭代算法适用的离焦距离范围更广,有利于系统对图像的

采集,弥补了TIE算法在大离焦距离上相位恢复准确性和分辨率的不足.

致谢:感谢中国科学院青年创新促进会的资助.
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