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异常空心光束通过像散透镜后的相位奇异特性
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摘要　光场的相位奇异特性是奇点光学研究的重要内容.运用广义惠更斯Ｇ菲涅耳衍射积分公式,推导得到异常

空心光束通过像散透镜后的光场分布表达式和相位奇点分布表达式,并研究了其在几何焦平面的相位奇异特性.

结果表明,异常空心光束通过像散透镜后,在几何焦平面上存在相位奇点,且相位奇点受到透镜的像散系数和光束

束腰宽度等参数控制.在一定条件下,几何焦平面上会出现椭圆或圆刃型位错线、光涡旋.当像散系数或束腰宽

度改变时,椭圆或圆刃型位错线发生变化,光涡旋也会发生移动、湮灭和产生.
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１　引　　言
光波在某点或某线处振幅为零且相位具有不确定性,会形成光涡旋或位错线,即相位奇点.光场的这种

相位奇异特性是奇点光学研究的重要内容之一[１Ｇ２].１９９３—１９９８年,Freund等[３Ｇ６]深入研究了高随机度介质

中波前位错分布及相位奇点正负拓扑电荷的定义等.近年来,人们对这种波前奇异特性的研究兴趣越来越

浓厚.常见奇点光束有拉盖尔Ｇ高斯光束[７]、贝塞尔Ｇ高斯光束[８]、两个刃型位错[９]、部分相干涡旋光束[１０]等,
这些光束会出现相位奇异特性.例如两个刃型位错通过像散透镜后刃型位错是不稳定的,在一定条件下会

弯曲、消失或变成光涡旋[１１];涡旋Ｇ刃型位错通过像散透镜后,会出现涡旋的移动、产生、湮灭以及移动到无

穷远处消失的现象,在演化过程中涡旋的拓扑电荷不总是守恒,光涡旋与刃型位错相互作用的具体情况与光

涡旋和刃型位错是共轴或离轴等因素有关[１２].
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２００５年,Wu等[１３]在实验中发现了一种新型的带有实心核且呈椭圆对称的异常空心电子束.２００７年,

Cai[１４]描述了异常空心光束的理论模型,将该光束看作像散高斯模型和像散圆环模型的叠加,并研究了其在

傍轴情况下的传输特性.次年,黎昌金等[１５]将异常空心光束理论模型推广到非傍轴范畴,得出其在传输过

程中光束形状会发生变化的结论.随后,异常空心光束在不同光学系统下的传输特性得到广泛研究.２０１０
年和２０１４年,王奎龙等[１６Ｇ１８]先后研究了异常空心光束通过一阶失调光学系统、环形硬边光阑的传输特性和

通过硬边光阑失调光学系统的传输特性,得出衍射光束的归一化光强分布和传输规律与光阑参数有关.激

光光束通过不同像散透镜后,光束束宽、远场发散角等参数一般会发生变化[１９Ｇ２１],也可能会引起波前畸变,导
致相位奇点改变.

本文基于广义惠更斯Ｇ菲涅耳衍射积分公式[１１Ｇ１２],推导得到异常空心光束通过像散透镜后的光场分布表

达式和相位分布表达式,研究了该光束通过像散透镜后的相位奇异特性,重点探讨了像散系数和束腰宽度对

几何焦平面上相位奇点的影响.这对设计合适的透镜光学系统以控制光束参数变化,特别是相位奇点的控

制有重要的实际意义.

２　理论模型
在直角坐标系下,异常空心光束在z＝０处的场分布表示为[１４]
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式中w０x和w０y分别表示高斯光束在x 和y 方向的束腰宽度.
假定焦距为f 的像散透镜位于平面z＝０处,根据广义惠更斯Ｇ菲涅耳衍射积分公式,通过像散透镜的场

分布为
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式中λ为波长,k＝２π/λ为波数,透镜的像散用exp －ikC６ x２
０－y２

０( )[ ] 来表示,C６ 为像散系数.
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散透镜后的场分布为

E x,y,z( ) ＝
２πw２

０xw２
０y

－i＋kq１w２
０x( ) ３ i＋kq２w２

０y( ) ３z３λ
exp

k
２z２ －

kw２
０xx２

２＋２ikq１w２
０x

－
kw２

０yy２

２－２ikq２w２
０y

－izx２＋y２( )
é

ë
êê

ù

û
úú{ }×

１
w２
０x

＋ikq１
１

w２
０y

－ikq２ ik２ w２
０x i＋kq２w２

０y( ) ２x２＋ －i＋kq１w２
０x( ) ２w２

０yy２[ ]{ ＋

－i＋kq１w２
０x( ) i＋kq２w２

０y( ) ３i－kq１w２
０x ＋kq２ １－ikq１w２

０x( )w２
０y[ ]z２}, (３)

式中

q１＝C６＋
１
２z－

１
２f
,q２＝C６－

１
２z＋

１
２f
. (４)

相位奇点的位置取决于

ReE x,y,z( )[ ] ＝０
Im E x,y,z( )[ ] ＝０{ , (５)

式中Re和Im分别表示E(x,y,z)的实部和虚部.
将(３)式代入(５)式,可得异常空心光束通过像散透镜后的相位奇点位置为
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由(６)式可知,异常空心光束通过像散透镜后的相位奇点位置与像散系数C６、焦距f、束腰宽度w０x和w０y等

参数有关.

３　焦平面上的相位奇异特性
根据(３)式可得异常空心光束通过像散透镜后在几何焦平面z＝f 处的场分布为
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当z＝f 时,由(４)式可知q１＝q２＝C６,则根据(６)式可得异常空心光束通过像散透镜后在几何焦平面上的相

位奇点位置为
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针对(８)式讨论不同参数下异常空心光束通过像散透镜后在几何焦平面上的相位奇异特性.

３．１　C６＝０的情况

将C６＝０代入(８)式可得
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当 w０x ≠w０y 时,在 几 何 焦 平 面 上 将 出 现 椭 圆 刃 型 位 错 线,其 顶 点 坐 标 为 ± ３f/kw０x,０( ) 和

０,± ３f/kw０y( ).当 w０x ＝w０y 时,在 几 何 焦 平 面 上 将 出 现 圆 刃 型 位 错 线,其 圆 心 位 于 原 点,半 径

r＝ ３f/kw０x.

３．２　C６≠０的情况
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　　根据(８)式和(１０)式可知,C６≠０时,几何焦平面上将不再出现椭圆或圆刃型位错线,而可能会演化为光
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根据异常空心光束通过像散透镜后在几何焦平面上的相位奇点分析,进行数值计算,其中计算参数
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λ＝１μm,f＝２００mm固定不变.
图１所示为C６＝０并取不同w０x、w０y时,异常空心光束通过理想透镜后在几何焦平面上的等相位线分

布.从图１(a)~(c)可知,当w０x≠w０y时,几何焦平面上出现椭圆刃型位错线(箭头所指位置),越过该位错

线有大小为π 的相位突变.图１(a)中椭圆刃型位错线的顶点坐标为(±０．４５９mm,０)、(０,±０．２７６mm),图

１(b)中顶点坐标为(±０．４５９mm,０)、(０,±０．２２１mm),图１(c)中顶点坐标为(±０．４５９mm,０)、(０,

±０．１８４mm).当w０x＝w０y时,椭圆刃型位错线变为圆刃型位错线,如图１(d)、(e)所示,其半径分别为

０．３６８mm和０．２７６mm.图１(a)~(c)中椭圆刃型位错线的顶点坐标以及图１(d)、(e)中圆刃型位错线的半

径可由(９)式计算得到.

图１　异常空心光束通过理想透镜后在几何焦平面上的等相位线分布

Fig敭１　Contourlinesofphaseatthegeometricalfocalplanewhenanomaloushollowbeamspassthroughanideallens

图２所示为给定计算参数w０x＝０．５mm,w０y＝０．８mm,取不同C６ 值时,异常空心光束通过不同像散透

镜后在几何焦平面上的等相位线分布.图２与图１对比可知,当C６≠０时,几何焦平面上出现光涡旋,而刃

型位错线消失.当 C６＝１．２×１０－３ mm－１时,存在４个光涡旋分别为 A(－０．１０５mm,０．０７８mm)、

B(０．１０５mm,０．０７８mm)、C(－０．１０５mm,－０．０７８mm)、D(０．１０５mm,－０．０７８mm),对应拓扑电荷分别

为＋１、－１、－１、＋１(拓扑电荷的值由符号法则决定[５]),如图２(a)所示.随着像散系数的变化,光涡旋有所

移动并出现成对光涡旋的湮灭或产生现象.当C６ 减小到１．０×１０－３mm－１和０．９×１０－３mm－１时,４个光涡

旋的 位 置 分 别 移 动 到 A(－０．０８６ mm,０．０５０ mm)、B(０．０８６ mm,０．０５０ mm)、C(－０．０８６ mm,

－０．０５０mm)、D(０．０８６mm,－０．０５０mm)[图２(b)]和 A(－０．０７６mm,０．０２９mm)、B(０．０７６ mm,

０．０２９mm)、C(－０．０７６mm,－０．０２９mm)、D(０．０７６mm,－０．０２９mm)[图２(c)],光涡旋的拓扑电荷不变.
当C６＝０．８５×１０－３mm－１时,两拓扑电荷相反的光涡旋A、C相遇于x 轴上的点(－０．０７０mm,０)并湮灭,另
两个拓扑电荷相反的光涡旋B、D相遇于x 轴上的点(０．０７０mm,０),也同时发生湮灭,如图２(d)所示.将

参数f＝２００mm,w０x＝０．５mm,w０y＝０．８mm,k＝２π/λ,λ＝１μm代入(１０)式中的x１ 和y１ 表达式,则在

０．８５×１０－３mm－１≤C６≤１．２×１０－３mm－１范围内,x１ 和y１ 均呈单调变化,即x１ 和y１ 分别随C６ 减小而减

小.根据(１０)式可知,随着C６ 的减小,４个光涡旋的坐标值与图２(a)~(d)的变化情况一致,其具体位置可

由(１０)式求出.当C６ 减小到０．８×１０－３mm－１时,如图２(e)所示,焦平面上没有相位奇点,因为此条件下

(１０)式无实数解.当C６ 继续减小到０．３×１０－３mm－１时,焦平面上重新产生了４个光涡旋,如图２(f)所示,
分别为 G(－０．１２３mm,０．１００ mm)、H(０．１２３ mm,０．１００ mm)、I(－０．１２３ mm,－０．１００ mm)、

J(０．１２３mm,－０．１００mm),对应拓扑电荷分别为－１、＋１、＋１、－１.当C６ 减小到０．２×１０－３ mm－１时,４
个光 涡 旋 分 别 移 动 到 G(－０．０９６ mm,０．０６５ mm)、H(０．０９６ mm,０．０６５ mm)、I(－０．０９６mm,
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－０．０６５mm)、J(０．０９６mm,－０．０６５mm),如图２(g)所示,对应拓扑电荷不变.图２(f)、(g)中的光涡旋位

置可根据(１０)式求出.在上述演化过程中,光涡旋的拓扑电荷守恒.

图２　异常空心光束通过不同像散透镜后在几何焦平面上的等相位线分布

Fig敭２　Contourlinesofphaseatthegeometricalfocalplanewhenanomalous
hollowbeamspassthroughdifferentastigmaticlenses

图３所示为给定计算参数C６＝０．００１mm－１,w０y＝０．５mm,取不同w０x时异常空心光束通过像散透镜

后在几何焦平面上的等相位线分布.当w０x＝０．８mm时,几何焦平面上有４个光涡旋,如图３(a)所示,分别

为A(－０．０５０mm,０．０８６mm)、B(０．０５０mm,０．０８６mm)、C(－０．０５０mm,－０．０８６mm)、D(０．０５０mm,

－０．０８６mm),对应拓扑电荷分别为＋１、－１、－１、＋１.当w０x减小到０．７mm和０．６mm时,４个光涡旋分

别移动到 A(－０．０４１mm,０．０７５mm)、B(０．０４１mm,０．０７５mm)、C(－０．０４１mm,－０．０７５mm)、D
(０．０４１mm,－０．０７５mm)[图３(b)]和 A(－０．０１８mm,０．０５３mm)、B(０．０１８mm,０．０５３mm)、C
(－０．０１８mm,－０．０５３mm)、D(０．０１８mm,－０．０５３mm)[图３(c)],拓扑电荷不变.当w０x＝０．５８４mm
时,两拓扑电荷相反的光涡旋A、B相遇于y 轴上的点(０,０．０４６mm)处湮灭,另两个拓扑电荷相反的光涡旋

C、D相遇于y 轴上的点(０,－０．０４６mm),也同时发生湮灭,如图３(d)所示.将参数f＝２００mm,

C６＝０．００１mm－１,w０y ＝０．５mm,k＝２π/λ,λ＝１μm 代 入 (１０)式 中 的 x１ 和 y１ 表 达 式,则 在

０．５８４mm≤w０x≤０．８mm范围内,x１ 和y１ 均单调变化,即x１ 和y１ 分别随w０x的减小而减小.根据(１０)式
可知,随着w０x的减小,４个光涡旋的坐标值与图３(a)~(d)的变化情况一致,其具体位置可由(１０)式求出.
当w０x减小到０．５７mm时,如图３(e)所示,焦平面上没有相位奇点,因为此时(１０)式无实数解.在上述演化

过程中,光涡旋的拓扑电荷守恒.
图４为图３(d)中光涡旋在y 轴上相遇发生湮灭时,湮灭点的y 坐标、C６、w０x三者之间的关系,其中束

腰宽度w０y＝０．５mm,C６ 的取值范围为０．８×１０－３mm－１≤C６≤１．１×１０－３mm－１.由图４可知,光涡旋在y
轴上湮灭的位置关于x 轴对称,且成对湮灭.当C６ 变化时,光涡旋湮灭所对应的w０x临界值和在y 轴上湮

灭的位置并不相同.当C６ 增大时,对应w０x临界值减小,且湮灭位置向坐标原点靠近.当１＜C２
６k２w４

０y＜３

时,若C２
６k２w２

０xw４
０y－２w２

０y－w２
０x＝０,即w０x＝ ２w０y/ C２

６k２w４
０y－１,根据(１０)式可知光涡旋将分别相遇于

y 轴 上 点 ０,
f

kw０y
３－C２

６k２w４
０y

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 点 ０,－

f
kw０y

３－C２
６k２w４

０y
æ

è
ç

ö

ø
÷ 处,与 图 ４ 一 致. 同 理 可 分 析

１＜C２
６k２w４

０x＜３时,C２
６k２w２

０yw４
０x－２w２

０x－w２
０y＝０的情况,根据(１０)式可知光涡旋将在x 轴上相遇并发生

湮灭.
图５所示为束腰宽度w０x＝w０y＝w０,w０ 取不同值时,异常空心光束通过像散透镜后在几何焦平面上

的等相位线分布,其中计算参数C６＝０．００１mm－１.由图５与图２、图３对比可知,当w０x＝w０y时,几何焦平

面上仍会出现４个光涡旋,但这４个光涡旋的x、y 坐标的绝对值均相等.当w０＝０．６０mm时,４个光涡旋
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图３　取不同w０x时几何焦平面上的等相位线分布

Fig敭３　Contourlinesofphaseatthegeometricalfocalplanefordifferentvaluesofw０x

图４　光涡旋湮灭处y 坐标、C６、w０x三者之间的关系

Fig敭４　Relationshipamongy C６ andw０xatthepositionswherevorticesannihilate

分别为A(－０．０６７mm,０．０６７mm)、B(０．０６７mm,０．０６７mm)、C(－０．０６７mm,－０．０６７mm)、D
(０．０６７mm,－０．０６７mm),对应拓扑电荷分别为＋１、－１、－１、＋１,如图５(a)所示.当w０x减小到０．５５mm
和０．５３mm时,４个 光 涡 旋 分 别 移 动 到 A(－０．０４３mm,０．０４３mm)、B(０．０４３mm,０．０４３ mm)、C
(－０．０４３mm,－０．０４３mm)、D(０．０４３mm,－０．０４３mm)[图５(b)]和 A(－０．０２０mm,０．０２０mm)、B
(０．０２０mm,０．０２０mm)、C(－０．０２０mm,－０．０２０mm)、D(０．０２０mm,－０．０２０mm)[图５(c)],拓扑电荷不

变.当w０＝０．５２５mm时,光涡旋 A、B、C、D 相遇于原点 O 处,并发生湮灭,如图５(d)所示.将参数

f＝２００mm,C６＝０．００１mm－１,k＝２p/λ,λ＝１μm代入(１２)式中的x１ 表达式,则在０．５２５mm≤w０≤０．６０mm
范围内,x１ 单调变化,即x１ 随着w０ 的减小而减小.根据(１２)式可知,随着w０ 的减小,４个光涡旋的坐标值

与图５(a)~(d)的演化情况一致.图５(a)~(c)中的光涡旋位置可由(１２)式求出.特别地,当C２
６k２w４

０＝３
时,根据(１２)式可知４个光涡旋将会聚于原点处,与图５(d)相吻合.当w０ 减小到０．５２mm时,如图５(e)所
示,焦平面处没有相位奇点,因为此时(１２)式无实数解.整个演化过程中,光涡旋的拓扑电荷守恒.

４　结　　论
研究了异常空心光束通过像散透镜后的场分布和相位奇点分布情况,并重点讨论了其在几何焦平面上

的相位奇异特性.结果表明,相位奇点主要与像散系数、束腰宽度等参数有关.当像散系数为零时,几何焦

平面上会出现椭圆或圆刃型位错线;当束腰宽度改变时,刃型位错线会发生变化.当像散系数不为零时,几
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图５　w０x＝w０y＝w０ 时几何焦平面上的等相位线分布

Fig敭５　Contourlinesofphaseatthegeometricalfocalplanewhenw０x＝w０y＝w０

何焦平面上存在光涡旋,但椭圆或圆刃型位错线消失;当像散系数或束腰宽度改变时,光涡旋会发生移动、湮
灭和产生,整个过程中拓扑电荷守恒.所得结论有助于通过改变像散系数或束腰宽度等参数来控制异常空

心光束的相位奇点,深化了对异常空心光束相位奇点动态演化特性的认识.
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