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基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法
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摘要　为提高反向条纹生成的速度和精度,提出了一种基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法.利用投影机

坐标系与相机坐标系之间的正向映射关系,将相机坐标系上的相位点组成相位散乱点集合,并进行Delaunay三角

剖分.将投影机坐标系上的相位点作为插值点,找出插值点所对应的Delaunay三角形并进行插值计算,插值后即

得到预期反向条纹的垂直和水平方向的相位值,利用这些相位值可进一步生成反向条纹.计算机模拟实验和实物

仿真实验表明,所提方法在反向条纹生成的速度和精度上均有改进,具有较高的应用价值.
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Abstract　Inordertoimprovethespeedandaccuracyofgeneratinginversefringes amethodofgeneratinginverse
fringesbasedonDelaunaytriangulationisproposed敭Withthismethod theforwardmappingrelationbetween
projectorcoordinateandcameracoordinateisused敭Thephasepointsoncameracoordinatecomposeasetofscattered
phasepoints withwhichtheDelaunaytriangulationmeshisgenerated敭Meanwhile thephasepointsonprojector
coordinatearetreatedasinterpolationpoints whichareusedtofindthecorrespondingDelaunaytriangulation敭After
theinterpolationoperationisfinished theexpectedphasevaluesofinversefringesalongverticalandhorizontal
directionsareobtained敭Withthesephasevalues theinversefringescanbefurthergenerated敭Thecomputer
simulationandrealobjectsimulationexperimentsbothdemonstratethattheabovemethodpossessesadvantagesto
improvetheaccuracyandspeedofgeneratinginversefringes whichmakesithasahighapplicationvalue敭
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１　引　　言
反向条纹投影技术[１]除了具有传统条纹投影技术的非接触、高精度、高速度等优势外,还具有对微小形

变异常敏感的特性,因此被广泛应用于工业生产流水线的产品检测、多投影机拼接校正[２Ｇ３]等领域中.
反向条纹投影技术最早于１９９７年由Schönleber等[４]提出,后来国内外许多学者对其进行了研究和发

展[５Ｇ１０].反向条纹生成方法大体上可分为两类:逆向映射法[１１Ｇ１２]和正向映射法[１３Ｇ１４].前者将相机坐标系(对
应变形条纹)上的像素点根据相位关系映射到投影机坐标系(对应标准条纹)上,然后根据不同的插值算法将

该相位值分配到投影机坐标系的整数像素上;后者则是首先根据相位信息构建投影机坐标系与相机坐标系

之间的亚像素级映射关系,然后利用上述映射关系将投影反向条纹后期望得到的条纹相位值直接赋值到相
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机坐标系所对应的像素点上即可生成反向条纹.逆向映射法的优势是速度快,但精度相对较低;正向映射法

的精度比较高,但条纹生成的速度较慢.
为了更好地兼顾反向条纹生成的速度和精度,本文提出一种基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方

法.该方法首先得到投影机坐标系和相机坐标系上垂直与水平方向的展开条纹相位图,然后以垂直和水平

方向的一维展开相位作为坐标轴建立平面直角坐标系,即线性相位坐标系,则相机坐标系中的像素点在该相

位坐标系中形成相位散乱点.根据Delaunay三角剖分原理利用这些散乱点来构建Delaunay三角网,然后

将投影机坐标系上的所有相位点在该Delaunay三角网中插值即可得到对应的反向条纹相位值.可以看出,
该方法本质上是基于正向映射法的原理.计算机模拟实验和实物仿真实验表明,该方法能够在保证高精度

的同时大幅提升反向条纹的生成速度.

２　基本原理
２．１　反向条纹投影技术

有别于传统条纹投影技术,反向条纹投影技术是将事先计算得到的反向条纹投射到待测物体上,该方法

能够直观且高效地检测出物体上的微小形变.利用反向条纹投影技术进行测量时,为了在二维相位图中实

现精确定位,通常需要垂直和水平方向上的两套结构光条纹.结构光条纹可以表示为

Iv(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos２πy/p( )

Ih(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos２πx/p( )
, (１)

式中Iv(x,y)和Ih(x,y)分别为垂直和水平方向上的结构光条纹光强,a(x,y)为条纹图的背景光强,

b(x,y)为条纹图的调制光强,p 是以pixel为单位的条纹周期.

２．２　Delaunay三角剖分

利用散乱点集合构建不规则的三角形网格称为三角剖分,而Delaunay三角剖分[１５]是一种特殊形式的

三角剖分,在大规模场景渲染、地形可视化等领域具有非常广泛的应用.
如何构建Delaunay三角形网是一个关键的环节,国内外许多学者对这一问题进行了深入研究[１６Ｇ１７].目

前Delaunay三角形网格的构建可以分为三角网生长法、逐点插入法和分治法,以及基于这三种方法的优化

变种方法.

２．３　基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法

基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法主要由两部分组成:１)利用相位关系构建Delaunay三角

形网格;２)通过Delaunay三角形网格插值得到反向条纹相位并生成反向条纹.图１所示为本文所提方法

的原理流程图,其中图１(a)所示为Delaunay三角形网格构建示意图,图１(b)所示为基于Delaunay三角剖

分进行插值并计算得到反向条纹的示意图.

２．３．１　Delaunay三角网格构建

首先根据相位测量轮廓术中的４步相移技术生成垂直和水平方向的标准条纹,其强度为

Iisv(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos２πy/p＋
π
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由此得到两组各４帧标准相移条纹图,相邻的相移条纹图之间存在π/２的相移.将生成的标准相移条纹图

依次投射到物体上,被物体表面调制后的变形条纹图强度分布为

Iidv(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos[２πy/p＋m(x,y)＋
π
２×i],i＝０,１,２,３

Iidh(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos[２πx/p＋m(x,y)＋
π
２×i],i＝０,１,２,３

, (３)

式中m(x,y)为物体表面引起的相位调制.为了方便计算,将条纹图的光强度信息转换为相位信息,即

φ(x,y)＝arctan
I４(x,y)－I２(x,y)
I１(x,y)－I３(x,y)
é

ë
êê

ù

û
úú , (４)
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图１　基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成原理.(a)Delaunay三角网格构建;(b)反向条纹生成

Fig敭１　GenerationprincipleofinversefringesbasedonDelaunaytriangulation敭

 a Delaunaytriangulationconstruction  b generationofinversefringes

式中φ(x,y)∈(－π,π),称为截断相位,需要进一步通过相位展开算法[１８Ｇ２０]将其展开成连续的相位分布.
图１(a)所示为一幅垂直变形条纹和一幅水平变形条纹,以及相位展开后垂直方向和水平方向变形条纹的连

续相位分布φdv(x,y)和φdh(x,y).
为了构建Delaunay三角形网格,对φdv(x,y)和φdh(x,y)进行进一步处理.首先,由于φdv(x,y)和

φdh(x,y)是m×n 的二维分布,基于列优先或者行优先的原则将其转换为一维分布,即

φ１dv(X)＝φ１dv x＋(y－１)×m[ ] ＝φdv(x,y),x∈ [１,m],y∈ [１,n],X ∈ [１,m×n]

φ１dh(Y)＝φ１dh x＋(y－１)×m[ ] ＝φdh(x,y),x∈ [１,m],y∈ [１,n],Y ∈ [１,m×n]
, (５)

图２　相位散乱点集合

Fig敭２　Scatteredphasepointset

图３　Delaunay三角网格构建

Fig敭３　ConstructionofDelaunaytriangulation

然后将垂直方向的一维连续相位和水平方向的一维连续相位分别作为直角坐标系的两个坐标轴,构成线性

相位直角坐标系.由于在变形相位展开图中的每个像素点都有一个唯一的垂直相位值和水平相位值,因此

在线性相位直角坐标系中可以准确地确定其坐标位置.所有点的坐标位置确定后,在相位直角坐标系中构

成了变形相位散乱点集合,如图２所示,其中红色圆点为相位直角坐标系中的变形相位点集合.图３是在图

２所示的相位散乱点基础上进行Delaunay三角剖分构建后的结果示意图,其中红色的点为相位散乱点,黑
色三角形为构建后的Delaunay三角形.

０７１２００１Ｇ３
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进行Delaunay三角网格构建时,对每一个生成的三角形进行编号(从１开始),并且按逆时针方向记录

每个三角形的顶点排列顺序.对于一个具有２５６×２５６个相位散乱点的集合,进行Delaunay三角剖分后,一
共生成了１３１００６个Delaunay三角形.

２．３．２　反向条纹生成

Delaunay三角网格构建完成后,可以通过三角插值算法生成反向条纹相位,进而生成反向条纹,具体步

骤如下.

１)获得相位展开后的垂直和水平方向的标准条纹连续相位分布φsv(x,y)和φsh(x,y),并根据(５)式
将二维相位分布转换为一维相位分布φ１sv(X)和φ１sh(Y).由于在标准相位图中每个像素点同样具有唯一

的垂直和水平相位值,因此在相位直角坐标系中可以唯一地确定其坐标位置,即在相位直角坐标系中可得到

标准相位点的集合.

２)将标准相位点作为待插值点,在变形相位散乱点所构建的Delaunay三角网格中进行插值计算.当

Delaunay三角网中的每个网格点(图３中红点)被赋予对应的期望垂直相位时,插值得到的是垂直方向的反

向条纹相位;而当三角网格点被赋予期望水平相位时,则插值得到的是水平方向的反向条纹相位.在插值时

首先确定出插值点所在的Delaunay三角形,然后根据文献[１１]提出的双三次多项式插值算法计算插值点所

对应的反向相位值,即

Vv＝∑
３

i＝０
∑
３－i

j＝０
aijxiyj

Vh＝∑
３

i＝０
∑
３－i

j＝０
bijxiyj

, (６)

式中aij和bij为插值系数.将插值点的坐标代入(６)式即可得到对应的反向相位值.需要说明的是,在构建

Delaunay三角网络和进行插值计算时,可以使用 Matlab的内置函数,这些函数具有非常高的运算效率,相
比已有算法[１３Ｇ１４]中的逐点遍历方法,可以极大地节省时间.图４所示为局部的插值效果图,其中红色的正交

网格点为待插值点,即标准相位点,通过计算可以得出这些点所对应的插值结果.

图４　Delaunay三角网格的局部插值效果

Fig敭４　LocalinterpolationofDelaunaytriangulationmesh

３)根据插值结果即垂直方向的反向条纹相位φiv(x,y)和水平方向反向条纹相位φih(x,y)生成最终

的两个方向的反向条纹

Iv(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos[φiv(x,y)]

Ih(x,y)＝a(x,y)＋b(x,y)cos[φih(x,y)]
. (７)

３　实验与结果讨论
３．１　计算机模拟实验

实验平台为６４位 Windows７操作系统,CPU为Corei５４５７０,主频为３．２GHz,内存为４GB,在Matlab
２０１４a环境下编程实现,并与文献[１１]中三次插值方法、文献[１３]和[１４]中提出的方法进行了对比.模拟物

０７１２００１Ｇ４
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图５　计算机模拟实验结果.(a)模拟物体;(b)垂直变形条纹;(c)垂直反向条纹;
(d)水平变形条纹;(e)水平反向条纹;(f)投影垂直反向条纹后的直条纹;(g)投影水平反向条纹后的直条纹;

(h)文献[１１]、(i)文献[１３]、(j)文献[１４]以及(k)本文方法得到的相位差图

Fig敭５　Resultsofcomputersimulation敭 a Simulatedobject  b deformedverticalfringes  c verticalinversefringes 

 d deformedhorizontalfringes  e horizontalinversefringes  f straightfringesafterprojectingverticalinversefringes 

 g straightfringesafterprojectinghorizontalinversefringes phasedifferencegraphsproposedin

 h Ref敭 １１   i Ref敭 １３   j Ref敭 １４  and k thispaper

体为周期性圆环函数与 Matlab中Peaks函数的组合,分辨率为２５６pixel×２５６pixel.采用斜投影正拍摄的

方式,条纹周期为３２pixel,图５所示为实验结果.
由于模拟的物体面形较复杂,因此生成的反向条纹的形变量较大.图５(h)~(k)为本文方法、文献[１１]

方法、文献[１２]方法以及文献[１４]方法的重构相位误差对比.从图中可以看出,相比已有方法,本文方法的

反向条纹生成精度更高.表１所示为文献[１１]、[１３]、[１４]与本文方法生成反向条纹时的相位标准差与条纹

生成所消耗时间的对比情况.
表１　不同方法计算机模拟实验对比

Table１　Comparisonamongresultsfromcomputersimulationexperimentswithdifferentmethods

Standarddeviation/rad Timeconsumption/s
Ref．[１１] ５．２４８×１０－３ １．３２
Ref．[１３] ３．４９３×１０－３ １７．８０
Ref．[１４] ７．２８７×１０－４ １４．６９
Thispaper ４．０６３×１０－４ １．８１

　　从表１可以看出,文中所提方法与基于逆向映射法的三次插值方法[１１]相比,计算速度相仿,但前者精度

更高;与基于正向映射法的两种方法[１３Ｇ１４]相比,前者精度更高,计算所需时间更短.

３．２　实物仿真实验

测试物体为两个直径分别为１２cm和９cm的泡沫半球,采用斜投影正拍摄的方式进行测量.投影机和

拍摄相机的分辨率均为１２８０pixel×９６０pixel,在垂直和水平两个方向上均有６４个条纹周期.图６所示为

文中所提算法的实验结果.

０７１２００１Ｇ５
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图６　实物仿真实验结果.(a)垂直变形条纹;(b)水平变形条纹;(c)垂直反向条纹;
(d)水平反向条纹;(e)、(f)投射反向条纹后得到的直条纹

Fig敭６　Simulationresultsofrealobjectexperiments敭 a Deformedverticalfringes  b deformedhorizontalfringe 

 c verticalinversefringes  d horizontalinversefringes  e  f straightfringesafterprojectinginversefringes

图６(a)、(b)所示分别为拍摄的垂直和水平条纹图,可以看到,条纹在物体表面产生了形变.图６(c)、
(d)所示分别为计算生成的垂直反向条纹和水平反向条纹,将图６(c)、(d)再次投射到物体上后得到图６(e)、
(f).此时,在物体表面上条纹形变消失了,得到了期望的直条纹.表２所示为利用文中方法与文献[１１]、
[１３]、[１４]所提方法在实物仿真实验中生成反向条纹时的相位标准差与时间消耗的对比.

表２　不同方法的实物仿真实验对比

Table２　Comparisonamongresultsfromrealobjectsimulationexperimentswithdifferentmethods

Standarddeviation/rad Timeconsumption/s
Ref．[１１] ０．０７２４ １７．４６
Ref．[１３] ０．０４２９ ４１８．６１
Ref．[１４] ０．０１４１ ３７６．２６
Thispaper ０．００７３ １２．８９

　　从表２中可以看出,与计算机模拟实验类似,相比已有方法,在保证精度的前提下,文中提出的基于

Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法大幅提升了计算速度,并且由于时间复杂度低,随着投影图像条纹

分辨率的提高,文中方法的优越性体现得愈加明显.

４　结　　论
提出了一种基于Delaunay三角剖分的反向条纹生成方法.利用变形条纹相位散乱点构建Delaunay三

角形,将标准条纹相位点作为插值点在Delaunay三角形中进行插值,计算得到反向条纹相位并最终生成反

向条纹.该方法避免了逐点搜寻查找过程,计算速度有明显优势.同时基于Delaunay三角剖分的插值算法

能够在最大程度上保证插值的精度.计算机模拟实验和实物仿真实验结果表明,与已有的反向条纹生成方

法相比,文中提出的方法能够在改善反向条纹生成精度的同时大幅提高反向条纹的生成速度.
后续如需要进一步提升反向条纹的生成精度,可以选择如三次样条函数插值算法等精度更高的插值算

法,也可根据需要选择线性插值等计算速度更快的算法来达到更理想的条纹生成速度.
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